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 قال تعالي                           

لَ (  عَ رَ ھُوَ الَّذِي جَ الْقَمَ اء وَ سَ ضِیَ الشَّمْ

دَدَ  واْ عَ لَمُ لَ لِتَعْ هُ مَنَازِ قَدَّرَ ا وَ نُورً
لاَّ  اَبَ مَا خَلَقَ ଲُّ ذَلِكَ إِ الْحسِ السِّنِینَ وَ

ونَ  لَمُ مٍ یَعْ قِّ یُفَصِّلُ الآیَاتِ لِقَوْ   )}51{ بِالْحَ

                                                           

  .صدق الله العظیم                                                             

  )  51الآیة: سورة یونس (                                          

  

  

  

    

  

  

  
ً لیسقیني قطرة حب    إلى من جرع الكأس فارغا
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  إلى من كلت أناملھ لیقدم لنا لحظة سعادة 

  دربي لیمھد لي طریق العلم إلى من حصد الأشواك عن

  إلى القلب الكبیر

  والدي العزیز 

  إلى من أرضعتني الحب و الحنان 

  إلى رمز الحب و بلسم الشفاء 

  إلى القلب الناصع بالبیاض 

  والدتي الحبیبة

  إلى القلوب الطاھرة الرقیة و النفوس البریئة إلى ریاحین حیاتي 
  إخوتي

لتنطلق السفینة في عرض بحر واسع الآن تفتح الأشرعة و تدفع المرساة 
مظلم ھو بحر الحیاة و في ھذه الظلمة لا یضيء إلا قندیل الذكریات 

  ذكریات الأخوة البعیدة إلى الذین أحببتھم و أحبوني 
  أصدقائي 

  الجلیل  إلى أستاذنا
  عبد القادر البشرى الضي 

  إلى جامعة السودان للعلوم و التكنولوجیا 
  كلیة التربیة 

  و لك الشموخ أیتھا القامة الخضراء 
  إلى ھؤلاء أھدي ھذا البحث المتواضع 

  تقدیرالالشكر و 
  

ً ، فإن لم تستطیع فحب العلماء ، فѧإن لѧم تسѧتطیع  ً فإن لم تستطیع فكن متعلما كن عالما

  . فلا تبغضھم 
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في مثل ھذه اللحظات  یتوقف الیراع لیفكر قبل أن یخط الحروف لیجمعھا في كلمات 

ً و یحاول تجمیعھا في سطور كثیرة تمر في الخیال ولا بقي لنѧا .  تتبعثر الأحرف عبثا

ً مѧѧن الѧѧذكریات وصѧѧور تجمعنѧѧا برفѧѧاق كѧѧانوا بحیاتنѧѧا .... فѧѧي نھایѧѧة المطѧѧاف إلا قلѧѧیلا

حѧѧن نخطѧو خطواتنѧѧا الأولѧي فѧѧي غمѧار الحیѧѧاة  و فواجѧب  علینѧا شѧѧكرھم ووداعھѧم ون

نخص بالجزیل الشكر والعرفان إلي كل من  أشعل شمعة في دروب عملنا و إلي مѧن 

وقف علي المنابر و أعطي من حصیلة  فكره لینیر دربنا إلي الأساتذة الكرام في كلیة 

  . التربیة

الذي تفضل بالإشѧراف عبد القادر البشرى الضي / الأستاذ و أخص بالتقدیر و الشكر 

إن الحوت في (على ھذا البحث نقول لھ بشراك قول رسول الله صلى الله علیھ و سلم  

  ) .البحر و الطیر  في السماء  لیصلون علي معلم الناس الخیر 

  .و لا ننسى أن نشكر كل الجھات التي ساعدتنا في إخراج ھذا البحث بھذه الصورة  

  

  فھرس المحتویات

  رقم الصفحة  وضوعـــالم  الرقم

  أ  ........................................................لآیةا 1
  ب  ....................................................الإهداء   2
  ج  .........................................  التقدیرالشكر و   3
  د .......................................... فهرس المحتویات  4
  1  ............................................المقدمــــة   5

  التفاضل :  الفصل الأول
 4  ............................................... دالة المتغیر   1-1

 5  ................................... نظریة القیمة المتوسطة   1-2
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  :  ـةـــــمقدمـ

علــم التفاضــل و التكامــل یعتبــر أحــد فــروع الریاضــیات المهمــة جــداً نشــأ منــذ القــرن الســابع عشــر 
المـیلادي وتطــور بعــد ذلــك فقــد تــم اســتنتاج طـرق عدیــدة فــي حســاب التفاضــل و التكامــل كــان لهــا 

  . عظیم الأثر في تحقیق هذا التطور 
فة كالفیزیاء و جمیع فروع الهندسة لإثبات و یستخدم هذا العلم في مجالات مختلفة للعلوم و المعر 

النظریــات و لحــل المســائل العلمیــة و علــى ســبیل المثــال ولتصــمیم جنــاح الطــائرة یســتخدم مبــادئ 
الدینامیكا الهوائیة أحد فـروع الفیزیـاء التـي تسـتخدم المعـادلات الریاضـیة لمعرفـة ردود فعـل الجنـاح 

و التكامل یمكن استخلاص هذه المعادلات من  تحت تأثیر الظروف المختلفة و بحساب التفاضل
مبـادئ الــدینامیكا الهوائیـة حیــث یقــوم مبـدأ التفاضــل علـى حســاب التغیــر فـي قیمــة مـا بــین نقطتــین 
بالنسبة متغیر آخر و من ثم تقلیل الفرق للمتغیر لحساب أرق التغییر و ذلك في یـؤول الفـرق بـین 

ــة التــي نریــد قیمتــین المتغیــر الثــاني للصــفر أمــا حســاب التك امــل فهــو إیجــاد التــابع الأصــلي  للدال
أو لعملیــة تكامـل لحسـاب المسـاحة تحــت  1675تكاملهـا و قـد عـرض جـو تقریــر لا یبتـذ فـي سـنة 



]8[ 
 

و أعتبــر أن تكامــل الدالــة الحقیقیــة ذات قــیم لمتغیــر حقیقــي هــي المســاحة  y = f(x)المنحنــى 
ݔو المستقیمین  f(x)المحصورة بین المنحنى  = ܽ	, x =   :و یمكن صیاغة ذلك ریاضیاً  ܾ

ܵ = 	 (ݕ,	ݔ)} ∈ 	ܴଶ:ܽ	 ≤ 	ݔ ≤ ܾ	, 0 ≤ 	ݕ ≤  {(ݔ)݂

∫و یرمز لهذه العملیة حسب العالم لورینتز كالآتي  f(x)dxୠ
௔  و إذا كان إحدى حدود التكامل أو

وهـو أحـد  كلاهما یساوي سالب أو موجب ما لانهایـة یسـمى التكامـل المعتـل أو الدالـة غیـر معرفـة
  . مواضع هذا البحث 

  

  

  

  

  

  : أھداف البحث

 . التعرف على المشتقات الاتجاهیة  .1

 .التعرف على صیغ التكامل المعتل و خواصه  .2

  .تطبیق مفهوم النهایة في حل التكامل المعتل  .3

  : أھمیة البحث 

قــة تكمــن أهمیــة البحــث فــي أن التفاضــل و التكامــل یعتبــر مــن أهــم فــروع الریاضــیات و ذلــك لعلا
التفاضـل و التكامـل المعتـل وبعـض  ةتطبیقاته المتصلة بالعلوم الأخرى لذلك كانـت الأهمیـة لدراسـ

  . نظریاته و خصائص المختلفة التي تعني بكیفیة حسابه 
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  الفصل الأول 
  التفاضل 
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  : Rالمشتقات للدوال على 

  : دالة المتغیر  )1-1(

  . yفي فئة خطیة مع متغیر آخر xهي قاعدة تشارك فیها تماماً كل قیمة للمتغیر 
  . بالمتغیر المستقل  xفي هذه الحالة متغیر غیر مستقل و یسمى المتغیر yیسمى المتغیر 

ــاره المتغیـــر  ـــیم xو الفئـــة التـــي یمكـــن اختبـ ــة التـــي تحتـــوي علـــى ق منهـــا یســـمى مجـــال الدالـــة و الفئـ
  . تسمى مدى الدالة  yالمقابلة للمتغیر
  : فإن  Rعلى في  ଴ݔمعرفة على جوار یحتويfإذا كانت الدالة 

(଴ݔ)݂ = 	 lim
௫	→௫బ

(ݔ)݂ − (଴ݔ)݂	
ݔ ଴ݔ	−

= 	 lim
∆௫	→଴

଴ݔ)݂ + (ݔ∆	 − 	(଴ݔ)݂
ݔ∆

 

المشـتقة  (଴ݔ)݂و تسـمى  ଴ݔقابلة للاشـتقاق عنـد  fموجوداً فإننا نقول بأن  (଴ݔ)݂عندما یكون 
  . ଴ݔعند   fالأولى للدالة 

القــیم العظمــى المحلیــة و ) القــیم الصــغرى المحلیــة(ومــن أهــم تطبیقــات المشــتقة الأولــى هــو إیجــاد 
  . القیم الصغرى المحلیة 

و لها قیم قصوى محلیة عنـد  ଴ݔمعرفة على جوار یحتوي على fمن الملاحظ أنه إذا كانت الدالة 
(଴ݔ)݂قابلة للاشتقاق فلابد أن یكون  fفإنه إذا كانت  ଴ݔ = 0  
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من بین النظریات التي درست فـي مبـادئ حسـاب التفاضـل و التكامـل نظریـة رول و التـي توضـح 
,	ܽ]متصـلة علـى  fأنه إذا كانت  ,	ܽ]و قابلـة للاشـتقاق علـى  [ܾ و بالإضـافة إلـى ذلـك یكـون [ܾ

݂(ܽ) = ,	ܽ]في ଴ݔ، فإن هناك نقطة على الأقل (ܾ)݂		 (଴ݔ)݂حیث [ܾ = 0  .  

 fإذا كانـت : (نستطیع كذلك تعمیم هذه النظریة إلى ما یسـمى بنظریـة القیمـة الوسـطى والتـي تقـول
,	ܽ]دالـــة متصــــلة علـــى ,	ܽ]و قابلــــة للاشــــتقاق علـــى [ܾ ــل  [ܾ ـــاك علــــى الأقــ ଴ݔ، فــــإن هن =	∈

	[ܽ	,   : حیث  [ܾ

(଴ݔ)݂ = 	
݂(ܾ) − 	݂(ܽ)

ܾ − ܽ
 

ص مشـــتقتها الأولـــى علـــى ســـبیل بخـــو  fنظریـــة القیمـــة الوســـطى تســـاعد علـــى ربـــط خـــواص الدالـــة 
(଴ݔ)◌َ ݂المثــال إذا عرفنـــا أن > ݔلكـــل  0 =	∈ 	 [ܽ	, فــإن ذلـــك یؤدیـــإلى وجــود علـــى الأقـــل  [ܾ

	ܿعدد واحد  ∈   : حیث أن  (ݕ,	ݔ)

(ݕ)݂ − (ݔ)݂	 = ݕ)(ܿ)݂	 − (ݔ > 0 

  : و من ذلك نجد أن 

(ݕ)݂ >  (ݔ)݂

,	ܽ]دالة تزایدیة على fو الذي یوضح أن الدالة  ܾ]  .  
,	ܽ]مطردة تناقصـیة أو تزایدیـة علـى  fعرفنا كذلك أن إذا كانت الدالة  علـى  قو قابلـة للاشـتقا[ܾ

[ܽ	, (ݔ)݂بحیث أن [ܾ 	 ≠ ݔلكل0 =	∈ 	 [ܽ	, ݔلكل ଵି݂فإن [ܾ =	∈ 	 [ܽ	,  ଵି݂، فإن  [ܾ
,	ܽ]موجودة على الفترة  ,	ܿ]و قابلة للاشتقاق على  [ܾ   : و یكون  [݀

	y	 لكل ∈ [ܽ	, ܾ]  .  

 	f + g  ،f g  ،λ݃فـإن  aدالتین قـابلتین للاشـتقاق عنـد  gو  fمن المعروف كذلك أنه إذا كانت 
و بالإضــافة إلـــى ذلــك إذا كـــان  aعـــدد حقیقــي كلهـــا دوال قابلــة للاشــتقاق عنـــد  λ، عنــدما یكــون 

g(a) ≠ 0  فإن الدالة௙
୥

  .  aتكون أیضاً قابلة للاشتقاق عند 
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  : نظریات القیمة المتوسطة 

 : نظریة القیمة لمتوسطة الأولى  )1-2(

دالة مسـتمرة فـي منطقـة مغلقـة و إذا كانـت المشـتقة الأولـى موجـودة فـي منطقـة  f(x , y)إذا كانت 
  : مفتوحة فإن 

଴ݔ)݂ + ℎ,ݕ଴ + ݇)− (଴ݕ,଴ݔ)݂	
= ℎ൫ݔ଴(ݔ଴ߠℎ, ଴ݕ + ൯(݇ߠ + ଴ݔ)(ݕ)݂݇ + ଴ݕℎଵߠ+ + 0		(݇ߠ
< 	ߠ < 1	 

ܭى الصورة و أحیاناً تكتب عل = 	 ݕ∆ = ݕ − ,	଴ݕ ℎ = 	 ݔ∆ = ݔ   ଴ݔ	−
 :  نظریة تایلور للقیمة المتوسطة )1-3(

مســتمرة فــي منطقــة مغلقــة و إذا كانــت  (ݕ,	ݔ)݂إذا كانــت كــل المشــتقات الجزئیــة الفرعیــة للدالــة 
݊)المشتقات الجزئیة التي رتبتها  +   : الفرعیة موجودة في منطقة مفتوحة فإن  (1

଴ݔ)݂ + ℎ,ݕ଴ + ݇)

= ,଴ݔ)݂ (଴ݕ + ൬ℎ
߲
ݔ߲ + 	݇

߲
൰ݕ߲ ݂

(଴ݕ,଴ݔ)

+
1
2!
൬ℎ

߲
ݔ߲

+ 	݇
߲
ݕ߲
൰
ଶ

(଴ݔ)݂	 …

+ 	
1
݊! ൬ℎ

߲
ݔ߲ + 	݇

߲
൰ݕ߲

௡

(଴ݕ,଴ݔ)݂ + ܴ௡ 

 . من الحدود n هو الباقي بعد  ௡ܴحیث

  : ௡ܴالمشتقات الاتجاھیة للدوال على  )1-4(

، مثل هذه النقطة تقع على كل ‖ܤ‖1=بحیث یكون Bهو عبارة عن نقط ௡ܴالاتجاه في حالة 
  . وحدة 

  .  ௡ܴنقطة في  ଴ݔلنفرض أن

଴ݔهـو كـل الـنقط Bفـي اتجـاه  ଴ݔفـإن التسـارع عنـد Bفـي اتجـاه  ଴ݔإذا تحركنا مـن النقطـة +  ܤݐ
	tحیث  ≥ 0 .  
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فــي ଴ݔ		عنــد fفــإن المشــتقة الاتجاهیــة للدالــة  ଴ݔو متصــلة عنــد R୬دالــة معرفــة علــى  fإذا كانــت 
  : هي  Bاتجاه 

(଴ݔ)(݂ܤܦ) = 	 lim
௧	→଴

଴ݔ)݂ + (ܤݐ − (଴ݔ)݂	
ݐ

 

  :  1 مثال

(ݕ,ݔ)݂إذا كانت  = 	 ଶݔ + ܤو   ݕ3 = 	 ቀ ଵ
√ଶ

, ଵ
√ଶ
ቁ  

  .  (଴ݔ)݂ܤܦفأوجد 

  

  الحل

଴ݔ + ܤݐ = 	 ൬1 +
1
√2

	 , 2 +
1
√2
൰ 

଴ݔ)݂ + (ܤݐ = ݂ ൬1 +
ݐ
√2
൰
ଶ

+ 3 ൬2 +
ݐ
√2
൰ 

= ൬1 +
ݐ
√2
൰
ଶ

+ 3 ൬2 +
ݐ
√2
൰ 

1 +
ݐ
√2

+
ଶݐ

2
+ 6 +

ݐ3
√2

= 7 +
ݐ5
√2

+
ଶݐ

2
 

(଴ݔ)݂ܤܦ = 	 lim
௧	→଴

7 + ݐ5
2 + ଶݐ − 7
ݐ

= 	
5
√2

 

  : المشتقات الجزئیة  )1-5(

هـي المشـتقات الاتجاهیـة والتـي یمكـن  R୬مـن  Aعلى مجموعـة جزئیـة  fالمشتقات الجزئیة للدالة 
  : مساویة لإحدى متجهات الوحدة  Bالحصول علیها بوضع 

(0,0,0, … … . , 1), … , (0,1,0, … ,0), (1,0,0, … ,0) 

,1,0,0)في اتجاه  ଴ݔعند  fهي المشتقة الجزئیة للدالة  (x଴)(xf∆)فمثلاُ  … ,0) .  



]14[ 
 

ـــت  ݓإذا كانـــ = ,ݕ,ݔ)݂ ܤو  (ݖ = (1,0,0), (0,1,0), ــــإن (0,0,1) ଵf∆فــ = ଵ݂   ،డ୤
ப୶
  ،

డ୵
ப୶

  ) . 1,0,0(في اتجاه  fكلها تدل على المشتقة الجزئیة للدالة  (ݔ)ݓ،  (ݔ)݂،  

 R୬بنــفس طریقــة تعریــف المشــتقة الاتجاهیــة نســتطیع تعریــف المشــتقة الجزئیــة ، فمــثلاً فــي حالــة 
  : نعرف 

߲݂
ݔ߲

= 	 lim
௧	→଴

ݔ)݂ + ,ݕ,ݐ −(ݖ ,ݔ)݂	 ,ݕ (ݖ
ݐ

 

߲݂
ݕ߲ = 	 lim

௧	→଴

,ݔ)݂ ݕ + ,ݐ −(ݖ ,ݔ)݂	 ,ݕ (ݖ
ݐ  

߲݂
ݖ߲ = 	 lim

௧	→଴

,ݔ)݂ ,ݕ ݖ + (ݐ − ,ݔ)݂	 ,ݕ (ݖ
ݐ  

  : نستطیع تعریف مشتقات جزئیة علیا ، فمثلاً 

ݔݔ݂ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲

= 		
߲
ݔ߲

൬
߲݂
ݔ߲
൰ 

ݕݔ݂ =
߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

= 		
߲
ݕ߲

൬
߲݂
ݔ߲
൰ 

ݔݕ݂ =
߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

= 		
߲
ݔ߲

൬
߲݂
ݕ߲
൰ 

ݖݔݕ݂ =
߲ଷ݂

ݖ߲ݕ߲ݔ߲
= 		

߲
ݖ߲
ቆ
߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

ቇ 

݂لنفرض أن ∈ ܥ	 ᇱ ݂حیث = ( ଵ݂	, ଶ݂, … ௣݂)  و أنଵ
୆(୶బ	,୰)

في rو نصف قطرها ଴ݔكده حول

R୮  .  
  : إذا كان حیث  فیمكن استنتاج أن هناك نقط  في حیث 

−(ݔ)݂ (଴ݔ)݂	 = 	
߲ ଵ݂

ଵݔ߲
ଵݔ∆ +

߲ ଶ݂

ଶݔ߲
+ ଶݔ + ⋯+

߲ ௣݂

௣ݔ߲
+  ݌ݔ∆

  . R௡لتوضیح هذه الفكرة نكتفي بتوضیحها في حالة 
ݔ∆الآن  = 	 ݔ∆) + ݕو النقطة   (ݕ∆ = ଴ݔ)	 +  (଴ݕ,	ݔ∆

 ଴ݕ  
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(ݔ)݂ − (଴ݔ)݂	 = 	 (ݔ)݂] − [(ݕ)݂	 + (ݕ)݂] −  [(଴ݔ)݂	

 

ــة القیمــــة الوســــطى علــــى   ــ ــق نظری ــ ـــتطیع تطبی −(ݔ)݂الآن نسـ ــاك (ݕ)݂	 ــ ـــون هن ـــین  ∗ݔو یكـ بـ
x଴, ଴ݔ + ـــــى  ݔ ـــول علــ ᇱݔللحصــــ = ـــــطى  (଴ݕ,	∗ݔ) ـــة الوســ ـــــة القیمــــ ــق نظریــ ــذلك تطبیـــــ ــــ و كـ

(ݕ)݂على − َ◌ yالذي یعطینا  ∗ݕو الحصول على (଴ݔ)݂	 = ଴ݔ) + ,ݔ∆   :حیث أن  (∗ݕ
(ݕ)݂ − (଴ݔ)݂ = ଴ݔ)݂ + (଴ݕ,	ݔ∆ − ,଴ݔ)݂  (଴ݕ

= ݔ
߲ ଵ݂

ݔ߲
(଴ݕ,	∗ݔ) = 	

߲ ଵ݂

ݔ߲
ቀݔ  َ◌ቁ+  ݔ

(ݔ)݂ − (଴ݔ)݂ = ଴ݔ)݂ + (଴ݕ,	ݔ∆ − ଴ݔ)݂ + ,ݔ∆  (଴ݕ

= 	 ݕ∆
߲ ଶ݂

ݕ߲
ݔ) + ,	ݔ∆ (∗ݕ =

߲ ଶ݂

ݕ߲
ቀݕ  َ◌ቁ  ݕ∆

  : إذن 

(ݔ)݂ − (଴ݔ)݂ =
߲ ଵ݂

ݔ߲
൬ݔ ◌َ൰ =+ݔ∆

߲ ଶ݂

ݕ߲
 ݕ∆(ݕ)

	݂(أي أن fوجـــود و اتصـــالیة المشـــتقات الجزئیـــة لأولـــى الدالـــة ∈ 	 ܿ شـــرط ضـــروري لاتصـــالیة ) َ◌ 
  .  R୮في  Aعلى المجموعة المفتوحة  fالدالة 

  . النظریة التالیة توضح ذلك 
  :  1نظریة 

	݂	إذا كانت ∈ ܥ	 ᇱ  على مجموعة مفتوحةA  فيR୮ فإن الدالةf  تكون متصلة علىf  .  

  : البرھـان
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,଴ݔ)ܤلنفـــــرض أن  ــة و أن (ݎ ,Bି(x଴كـــــرة مفتوحـــ r) ≤ ــــة ܣ ـــل مشـــــتقة جزئیـ ــــث أن كــ డ௙೔حیـ
డ௫೔
 

ܯو بذلك یوجدBفإنها تكون محدودة على  Aمتصلة على  >   : حیث  0

݅ = 1,2, … … … لكل	݌ ฬ߲ ௜݂

௜ݔ߲
ฬ ≤  ܯ

  :من المناقشة السابقة نصل إلى 

(ݔ)݂‖ − ‖(଴ݔ)݂	 ≤ M|∆xଵ| + M|∆xଶ| + ⋯+ Mห∆x୮ห ≤ pM‖x− x଴‖ 

  : إذن 

lim
୶	→	୶బ

f(x) = f(x଴) 

  : 2 مثال

,ݕ,ݔ)݂إذا كانت  (ݖ = ݕ sinݔଶ + డ୤فأوجد  ଶݕݔ
ப୶
  ،డమ௙

ப୶ப୶
  ،డమ௙

ப୶ப୷
  

  الحل

߲f
∂x = ݕݔ2 cosݔଶ +  ଶݕ

߲ଶ݂
ݔ߲ݔ߲

= ݕଶݔ4− sin	 ଶݔ + 	ݕ2 cos  ଶݔ

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲ = 	

߲
ݕ߲ ൤

߲݂
൨ݔ߲ = 	

߲
ݕ߲

ݕݔ2) cos ଶݔ +  (ଶݕ

= ݔ2 cosݔଶ +  ݕ2

  .قد توجد المشتقات الجزئیة للدالة عند نقطة دون أن یكون متصلة عند تلك النقطة 
  . المثال التالي یوضح تلك الفكرة 

  
  :  3 مثال

,ݔ)الدالة  (ݕ = 			 ቊ
௫௬

௫మା௬మ
,ݔ)				,		 (ݕ ≠ (0,0)

0							, (ݕ,ݔ) 		= 			 (0,0)
  

  : الدوال في متغیر أو أكثر 
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معطـى یمكننـا تحدیـد قیمـة أو أكثـر  )x , y(إذا كـان تصـل زوج y,xإنه في متغیـرین zیقال المتغیر
  .  zللمقدار

فئـة ) 1(فئتین و الفئتـان همـا همـا  و هذا التعریف یظل محتفظاً بالتعریف إلمام الدالة كتناظر بین
فئـة الأعـداد ) x , y(الممثلـین هندسـیاً بفئـة نقطـة ذات بعـدین فـي المسـتوى  )x , y(أزواج العـدد 

  .  zالحقیقیة الممثلة بالمتغیر
ــة الدالــــة عنــــد...... (ݕ,	ݔ)݂نســــتعمل العلامــــة ــى قیمــ ــیر إلــ ݖو نكتــــب )x , y(الــــخ  تشــ =

  . الخ .... (ݕ,	ݔ)݂

ݖو أحیانــاً نســتخدم العلامــة  = ݂(	, تســتعمل z، علــى انــه یجــب أن نفهــم أنــه فــي هــذه الحالــة(ݕ
  .كدالة و كمتغیر  نبمعنیی
  : 4مثـال 

(ݕ,ݔ)݂إذا كانت  = ଶݔ +   . فإن  ଶݕ2
݂(3	,−1) = 	 (3)ଶ + 2(−1)ଷ = 7 

ݓیمكن سـریان هـذا المبـدأ أكثـر مـن متغیـرین أي أن  = ,ݕ,ݔ)݂ تشـیر إلـى قیمـة الدالـة عنـد  (ݖ
)x , y , z()نقطة فراغ ثلاث الأبعاد . (  

  : و المتغیر المستقل أو الأصلي منطقة نفوذ الدالة ) التابع(المتغیر المعتمد 
,ݔ)ܨإذا كانت الدالة    . الأصلین x ,yمتغیراً تابعاً سمیان المتغیرین  zفتسمى (ݕ

الدالــة  )x , y(تنــاظر كــل زوج zالدالــة تســمى وحیــدة القیمــة إذا كانــت قیمــة واحــدة فقــط للمقــدار 
  . فالدالة تكون متعددة القیم  zالمعرفة بها و إذا وجد أكثر من قیمة للمقدار

  . لذا تقبل أنفسنا بالدوال وحیدة القیمة مالم یشیر إلى غیر ذلك 
  : 5مثال

ݖإذا كانــت = 	ඥ1 − ଶݔ) + حقیقیــاً یتكــون مــن  ݖفــإن المنطقــة التــي یكــون فیهــا المقــدار  (ଶݕ
,	ݔ)فئة النقط  ଶݔ)بحیث  (ݕ + (ଶݕ ≤ و  	ݕݔأي أن فئة النقط داخل و على أثـر المسـتوى 1

  .  1= و نصف قطرها  (0,	0)مركزها

  : نظم إحداثیات ثلاثي الأبعاد العمومیة  )1-6(
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نظــام إحــداثیات الثلاثــة أبعــاد العمومیــة نحصــل علیهــا مــن تكــوین ثلاثــة محــاور عمودیــة متبادلــة 
تكون إمتداداً طبیعیاً المستوى  0المحاور السینیة و الصادیة و العینیة متقاطعة عند نقطة الأصل 

  . العادي  لتمثیل الدوال في متغیرین بیانیاً 

,	ݔ)النقطة في ثلاثي الأبعاد تمثل بالثلاثي ,	ݕ   . النقطة  تإحداثیاثل و تم (ݖ

ݖو في هذا النظام الإحداثي = ,ݔ)݂	 ,ݕ,ݔ)݂أو  (ݕ (ݖ =   .یمثل سطح  بصفة عامة  0

  : 6مثال 

,	ݕ,	ݔ)فئــــة الــــنقط  ݖبحیــــث (ݖ = 	 ඥ1 − ଶݔ) + ــفي   (ଶݕ ــرة ، نصــ ــطح نصــــف كــ تمثــــل ســ
  ) .0,0, 0(قطرها و مركزها عند النقطة 

  : النھایــات  )1-7(

,x଴(دالــة غیــر معرفــة عنــد مجــاورة محذوفــة النقطــة  (ݕ,ݔ)݂بفــرض هــو نهایــة  1فتقــول أن ) ଴ݕ
,ݔ)	أو y଴تقتـرب مـنy			تقتـرب مـن  yو كـذلكx଴عندما لا تقترب مـن  (ݕ,ݔ)݂الدالة  تقتـرب (ݕ

x଴,   : نكتب  ଴ݕ

lim
(௫,௬)→(௫బ	,௬బ)

(ݕ,ݔ)݂ = ܮ أو lim௫	→	௫బ
௬	→	௬బ

,ݔ)݂ (ݕ =  ܮ

,x଴و علـى  ∋یمكننا إیجاد عد موجب  تعتمـد علـى  ∋إذا كانت لأي عدد موجب  وبوجـه عـام ଴ݕ
	0: بحیث أن  < ݔ| − |଴ݔ < ,	ߜ 0	 < ݕ| − |଴ݕ <  ߜ

  :  حیث

,ݔ)݂| −(ݕ 1	| <	∈ 
  

  :  7مثال

lim
௫→଴
௬→ଵ

tanିଵ ቀ
ݕ
ݔ
ቁ =

ߨ
2

 

lim
௫→଴
௬→ଵ

tanିଵ ቀ
ݕ
ݔ
ቁ = −

ߨ
2
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  : 8مثال

lim௫→଴
௬→ଵ

tanିଵ ቀ௬
௫
ቁ لایوجد كما هو واضح من حقیقة أن و بوجه عام فإن نظریات النهایـات و

  . الخ ... مبدأ اللانهایة 

  . لدوال لمتغیر واحد تستخدم بتعدیل مناسب للدوال ذلك متغیرین أو أكثر 

  : النھایات المكررة أو المعادة 

୷బ	→	→௫బ൛lim୷	lim௫لنهایات المكررة أوالمعادة f(x, y)ൟ وlim௬	→௬బ൛lim୶	→	୶బ f(x, y)ൟ   

→௬బ	lim௬أنها یرمز لها  lim௫	→௫బ f(x, y) و lim௫	→௫బ lim௬	→௬బ f(x, y)  

  . على الترتیب لیس من الضروري أن یتساویا 

→௬బ	lim௬و  أنهما یجب أن یتساویا  إذا وجدت f(x, y)  .  

  .و التساوي لا یضمن وجود النهایة الأخیرة 
  : 9مثال 

(ݕ,ݔ)݂إذا كانت  = 	 ௫ି௬	
௫ା௬

  فإن 

lim
௫	→଴

൬ lim
୶	→଴

ݔ − 	ݕ
ݔ + ݕ

൰ = lim
௫	→଴

(1) = 1 

lim
௬	→଴

൬lim
௫→଴

ݔ − 	ݕ
ݔ + ൰ݕ = lim

௬	→଴
(−1) = −1 

limأي أن النهایات المكررة غیر متساویة و كذلك 	→଴
௬→଴

f(x, y)لا یمكن  وجوده  

  : المشتقات الجزئیة من رتبة أعلا  )1-8(
ــة  ــت الدالــــ ــــة عنــــــد كــــــل نقطــــــة(ݕ,ݔ)݂إذا كانــــ ـــتقات جزئیــ ــا مشـــ ,ݔ)لهــــ ــــي(ݕ ــــة  فــ المنطقــ

݂݀فإن dx⁄  ݂݀و dy⁄  نفسها دوال فيX,y  التي یمكن أن یكون لها أیضاً مشتقات جزئیة هذه
  . المشتقات الثانیة تأخذ الرموز 

߲
ݔ߲ ൬

߲݂
ଶ൰ݔ߲ = 	

߲ଶ݂
ଶݔ߲ = 	 ௫݂௫

߲
ݕ߲ ൬

߲݂
൰ݕ߲ = 	

߲ଶ݂
ଶݕ߲ = 	 ௬݂௬

߲
ݔ߲ ൬

߲݂
൰ݕ߲ = 	 ௬݂௫,

߲
ݔ߲ ൬

߲݂
൰ݔ߲

=
߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

= 	 ௫݂௬  
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وf୷୶كانــت إذا  ୶݂୷ متصـــلة فــإن୶݂୷ = f୷୶  لا ربمـــا لا یكونـــان و رتبـــة التفاضــل لیســـت هامــة  وإ
  . متساویین 

  : 10مثال 

(ݕ,ݔ)إذا كانت  = ଶݔ2 +   ଶݕݔ3

  : فإن 

௫݂௫ = 				,		ݔ12 ௬݂௬ 	=  ݔ6

௫݂௬ 		= 							ݕ6	 = 	 ௬݂௫ 

  : و بطریقة متشابهة نعرف المشتقات من رتبة أعلا فمثلاً 

߲ଶ݂
ݕଶ߲ݔ߲ = 	 ௬݂௫௫ 

  .  xو مرتین بالنسبة إلى  yمأخوذة بالنسبة إلى  fهو مشتقة 
  :تفاضل الدوال المؤلفة )1-9(

ݖنفرض أن  = ,ݔ)݂   و (ݕ
ௗ௭احسب  y=t sin t   ،x=t cos t  ،z=݁௫௬మإذا كانت  - 1

ௗ௧
ݐعند   = గ

ଶ
 

  :الحل
ݖ݀
ݐ݀
ฬ =

ݖ݀
ݔ݀

.
ݔ݀
ݐ݀

+
ݖ݀
ݕ݀

.
ݕ݀
ݖ݀

= 

(y2݁௫௬మ)(-t sin t)+(2xy݁௫௬మ)(t cos t + sin t) 
ݖ݀
ฬݐ݀ = (2/ߨ−)(4/ߨ) + (0)(1) =

ଷߨ−

8  
ݕعند  = గ

ଶ
	 , ݐ = గ

ଶ
	 ,݊ = 0 

 
ݖ݀أثبت أن : 11مثال = ௗ௭

ௗ௫
ݔ݀ + ௗ௭

ௗ௬
  .متغیران تابعیه أو متعددة  x,yحتى إذا كانت  ݕ݀

  :الحل
  فإن  u, v, wتعتمد على المتغیرات الثلاثة  x, yنفرض أن 
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1- dx = xudu + xvdv + xwdw 
2- dy = yudu + yvdv + ywdw 

zxdx + zydy =(zxxu + zyyu) du + 
  zxxv + zyyv⌋dv + (zxxw + zyyw) dw 

 =zudu + zvdv + dwdw = dz 
  :12مثال 

  دالة تفاضلیة تحقق  fحیث  z=f(x2y)اثبت أن 

ݔ ൬
ݖ݀
൰ݔ݀ = ݕ2 ൬

ݖ݀
 ൰ݕ݀

  :الإثبات 
  x2y = u⇐∴z = f(u)نفرض أن 

ݖ݀
ݔ݀

=
ݖ݀
ݑ݀

	 .
ݑ݀
ݔ݀

= ሗ݂(ݑ). 				,						ݕݔ2
ݖ݀
ݕ݀

=
ݖ݀
ݑ݀

	 .
ݑ݀
ݕ݀

= ሗ݂(ݑ)	.ݔଶ 

∴ ݔ
ݖ݀
ݔ݀ = ሗ݂(ݑ). ݕ2			,		ݕଶݔ2

ݖ݀
ݕ݀ = ሗ݂(ݑ).  ݕଶݔ2

∴ ݔ
ݖ݀
ݔ݀

= ݕ2
ݖ݀
ݕ݀

 

  :الدوال الضمنیة ) 1-10(
كدالة فـي متغیـرین آخـرین  zتعرف متمیزا واحداً ولیكن  f(u,y,z) = 0بوجه عام المعادلة

y, x وحینئــذz تســمى أحیانـــاً دالــة ضـــمنیة للمتغیــرینy, x  تمیزهـــا عــن الدالـــة المســماه بالدالـــة
  f[x,y,f(x,y)] = 0بحیث أن z = f(x,y)حیث fالصریحة

تفاضــــل الــــدوال الضــــمني لــــیس صــــفیاً بشــــرط أن تكــــون متیقظــــین للمتغیــــرات التابعــــة والمتغیــــرات 
  .المستقلة

  :محدد جاكوبیان ) 1-11(
تفاضلیتین في المنطقة ،فإن محدد باكوبیان  G(u,v)وكذلك الدالة F(x,y)دالةاذا كانت ال

هــو محــدد دالــي مــن الربتــة v, uبالنســبة الــى  Gوكــذلك الدالــة  Fأو بالاختصــار جاكوبیــان للدالــة
  :الثانیة ویعرف بما یأتي 
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(ܩ,ܨ)݀
(ݒ,ݑ)݀ = ተ

ܨ݀
ݑ݀

ܨ݀
ݒ݀

ܩ݀
ݑ݀

ܩ݀
ݒ݀

ተ = ฬܨ௨ ௩ܨ
௨ܩ ௩ܩ

ฬ 

  بالمثل محدد دالة من الرتبة الثالثة 
(ܪ,ܩ,ܨ)݀
,ݑ)݀ (ݓ,ݒ = อ

௨ܨ ௩ܨ ௪ܨ
௨ܩ ௩ܩ ௪ܩ
௨ܪ ௩ܪ ௪ܪ

อ 

  .ومن السهل عمل لهذا الامتداد u, v, wبالنسبة الى F, G, Hویسمى جاكوبیان 
  :المشتقات الجزئیة باستعمال جاكوبیان ) 1-12(

ات الجزئیـة للـدوال الضـمنیة مـثلاً جاكوبیان نالـب یبـرهن فائدتـه فـي الحصـول علـى المشـتق
  :إذا كانت لدینا المعادلات الآتیة 

F(x,y,u.v) = 0 ,    G(x,y,u,v) = 0 
  وفي هذه الحالة یكون عندنا  x, yدالتان للمقدارینu ,vعموماً بمكننا اعتبار ان 

ݑ݀
ݔ݀

= −

ܨ)݀ (ܩ,
(ݒ,ݔ)݀
(ܩ,ܨ)݀
(ݒ,ݑ)݀

,								
ݒ݀
ݕ݀

= −

(ܩ,ܨ)݀
(ݒ,ݕ)݀
(ܩ,ܨ)݀
(ݒ,ݑ)݀

 

ݑ݀
ݔ݀

= −

(ܩ,ܨ)݀
,ݑ)݀ (ݔ
(ܩ,ܨ)݀
(ݒ,ݑ)݀

,											
ݒ݀
ݕ݀

= −

(ܩ,ܨ)݀
(ݕ,ݑ)݀
(ܩ,ܨ)݀
(ݒ,ݑ)݀

 

  الافكار السابقة یمكن امتدادها بسهولة فمثلاً اذا اعتبرنا المعادلات الآتیة 
F(u,v,w,x,y) = 0   ,G(u,v,w,x,y) = 0 ,H(u,v,w,x,y) = 0 

  في هذه الحالة  x, yكدوال للمقادیر  u, v, wبار أن فمثلاً یمكننا اعت

ݑ݀
ݔ݀ = −

(ܪ,ܩ,ܨ)݀
(ݓ,ݒ,ݔ)݀
(ܪ,ܩ,ܨ)݀
(ݓ,ݒ,ݑ)݀

,												
ݓ݀
ݕ݀ = −

(ܪ,ܩ,ܨ)݀
(ݕ,ݒ,ݑ)݀
(ܪ,ܩ,ܨ)݀
,ݑ)݀ (ݓ,ݒ

 

  :13مثال 
ௗమ௨أوجد  x = 2r – s ،y = r + 2sاذا كانت 

ௗ௬ௗ௫
  . s ,rبدالة المشتقات  

  :الحل
  نجد أن  s ,rللمقدار  y = r + 2s ،x = 2r – sبحل المعادلتین 
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r = (2x + y)/5  ,s=(2y – x)/5 

∴
ݎ݀
ݔ݀ = 2 5⁄ 						,				

ݏ݀
ݔ݀ = −

1
5 				 ,

ݎ݀
ݕ݀ = 1 5⁄ 		 ,

ݏ݀
ݕ݀ = 2 5⁄  

∴
ݑ݀
ݔ݀

=
ݑ݀
ݎ݀

.
ݎ݀
ݔ݀

+
ݑ݀
ݏ݀

.
ݏ݀
ݔ݀

=
2
5
ݑ݀
ݎ݀

−
1
5
ݑ݀
ݏ݀

 
݀ଶݑ
ݔ݀ݕ݀

=
݀
ݕ݀

൬
ݑ݀
ݔ݀
൰ =

݀
ݎ݀

൬
2
5
ݑ݀
ݎ݀

−
1
5
ݑ݀
ݏ݀
൰
ݎ݀
ݕ݀

+
݀
ݏ݀
൬

2
5
ݑ݀
ݎ݀

−
1
5
ݑ݀
ݏ݀
൰
ݏ݀
ݕ݀

 

= ቆ
2
5
݀ଶݑ
ଶݎ݀ −

1
5
݀ଶݑ
݀௥݀ݏቇ ൬

1
5൰ + ቆ

2
5
݀ଶݑ
ݎ݀ݏ݀ −

1
5
݀ଶݑ
ቇ	ଶݏ݀ ൬

2
5൰ 

=
1

25ቆ2
݀ଶݑ
ଶݎ݀ + 3

݀ଶݑ
ݏ݀ݎ݀ − 2

݀ଶݑ
 ଶቇݏ݀

  .بفرض أن لها مشتقات جزئیة ثابتة مستمرة
  :14مثال 

ௗ௨أو  u = x3yإذا كانت
ௗ௧

  t = x5 + y ..... (1)  t2 = x2 + y3..... (2)إذا كانت    
  :  الحل

  :نحصل على  t بالنسبة) 2(بالتفاضل المعادلة 

ଶݔ5 ൬
ݔ݀
ݐ݀
൰+

ݕ݀
ݐ݀

= 1							… ..		(3) 

	ݔ2 ൬
ݔ݀
൰ݐ݀ + ଶݕ3 ൬

ݕ݀
൰ݐ݀ = …						ݐ2 ..								(4) 

ௗ௫ا للمقدار ینآ  4 ، 3بحل المعادلتین 
ௗ௧
	 , ௗ௬
ௗ௧

  نحصل على  

ݔ݀
ݐ݀

=
ฬ 1 1
ݐ2 ଶฬݕ3

ฬ5ݔ
ସ 1

ݔ2 ଶฬݕ3
=

ଶݕ3 − ݐ2
ଶݕସݔ15 − ݔ2

; 

ݕ݀
ݐ݀ =

ቚ5ݔ
ସ 1

ݔ2 ݐ2
ቚ

ฬ5ݔ
ସ 1

ݔ2 ଶฬݕ3
=

ݐଶݔ10 − ݔ2
ଶݕସݔ15 −  ݔ2

∴
ݑ݀
ݐ݀

=
ݑ݀
ݔ݀

	 .
ݔ݀
ݐ݀

+
ݑ݀
ݕ݀

	 .
ݕ݀
ݐ݀

= 

ݕଶݔ3 ቆ
ଶݕ3 − ݐ2

ଶݕସݔ15 − ቇݔ2 + )(ଷݔ)
ݐସݔ10 − ݔ2

ଶݕସݔ15 −  ݔ2

  : 15مثال
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فـي المحتـوى  Rفـي المنطقـة x ,yكدالـة ضـمنیة للمقـدارین zتعـرف  f(x ,y ,z)إذا كانـت
xy  أثبت أن:  

ௗ௭
ௗ௬

= − ௙௬
௙௭
  ≠ft 0حیث  ب)										

  
  :الحل

z  دالة للمتغیرینx, y∴ ݐ݀ = ௗ௭
ௗ௫
ݔ݀ + ௗ௭

ௗ௬
ݕ݀ ⇒  

݂݀ =
݂݀
ݔ݀

ݔ݀ +
݂݀
ݕ݀

ݕ݀ +
݂݀
ݖ݀

ݖ݀ = 

൬
݂݀
ݖ݀

+
݂݀
ݖ݀

.
ݖ݀
ݔ݀
൰ ݔ݀ + ൬

݂݀
ݕ݀

+
݂݀
ݖ݀
	 .
ݖ݀
ݕ݀
൰ = 0 

  ⟸متغیرین مستقلین  x ,yحیث 
݂݀
ݕ݀

+
݂݀
ݖ݀
	 .
ݖ݀
ݕ݀

= 0 ⟶ (2								
݂݀
ݔ݀

+
݂݀
ݖ݀
	 .
ݖ݀
ݔ݀

= 0 ⟶ (1 

  :16مثال
  :أوجد G(x ,y ,u ,v) = 0و  f(x ,y ,u ,v) = 0اذا كانت 

ݒ݀
ݕ݀

(4)
ݒ݀
ݔ݀

(3)
ݑ݀
ݕ݀

(2)
ݑ݀
ݔ݀

							(1) 

  الحل
لمتغیــرین ) كـدوال ضـمنیة u ,vالمعتمـدین (المعـادلتین بوجـه عـام یعرفـان المتغیـرین التـابعین 

  :باستخدام x ,yمستقلین 
1 - df = fxdx + fydy + fudu + fvdv = 0    
2 - dG = Gxdx + Gydy + Gudu + Gvdv = 0    

  x ,yدالتان  للمقدارین  u ,vأیضاً بما أن 
3 - (4)   dv = vxdx + vydy⟶ (4)   du = uxdx + uydy 

  ینتج أن ) 2(و ) 1(في المعادلتین ) 4(و ) 3(بالتعویض بالمعادلتین 
݂݀ = ݔ݂) + ௨݂ݔݑ + ݔ݀(ݔ݂ݒ݂ − ݕ݂) + ݕܷݑ݂ + ݕ݀(ݕܸݒ݂ = 0 ⟶ (5) 
ܩ݀ = ݔܩ) + ݔܷݑܩ + ݔ݀(ݔܸݒܩ + ݕܩ) + ݕܷݑܩ + ݕ݀(ݕܸݒܩ = 0 ⟶ (6) 
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و ) 5(فـي المعــادلتین  dy ,dxمتغیـران مسـتقلان فــإن معاملیهمـا للمقـدارین  x ,yحیـث 
  :هما صفر نحصل على ) 6(

ݕܷݑ݂ + ݕܸݒܨ = ݕ݂− ⟶ ݔܷݑ݂			(8) + ݔܸݒ݂ = ݔ݂− ⟶ (7) 
ݕܷݑܩ + ݕܸݒܩ = ݔܷݑܩ																		ݕܩ− + ݔܸݒܩ =  ݔܩ−

  ینتج  ) 8(و ) 7(بحل المعادلتین 

ݔݑ =
ݑ݀
ݔ݀

=
ฬ−݂ݔ ݕ݂
ݔܩ− ฬݕܩ

ቚ݂ݑ ݒ݂
ݑܩ ݒܩ

ቚ
= −

d(f, G)
d(x, v)
d(f, G)
d(u, v)

(1) 

ݔݒ =
ݒ݀
ݔ݀ =

ቚ݂ݔ ݔ݂−
ݔܩ ݔܩ

ቚ

ቚ݂ݑ ݒ݂
ݑܩ ቚݒܩ

= −

d(f, G)
d(u, x)
d(f, G)
d(u, v)

(2) 

ݕݑ =
ݑ݀
ݕ݀ =

ฬ−݂ݕ ݒ݂
ݕܩ− ฬݒܩ

ቚ݂ݑ ݒ݂
ݑܩ ቚݒܩ

= −

d(f, G)
d(y, v)
d(f, G)
d(u, v)

(3) 

ݕݒ =
ݒ݀
ݕ݀ =

ฬ݂ݔ ݕ݂−
ݔܩ ฬݕܩ−

ฬ݂ݔ ݒ݂
ݔܩ ฬݕܩ

= −

d(f, G)
d(u, y)
d(f, G)
d(u, v)

						(4) 

ݑቚ݂المحدد الدالي  ݒ݂
ݑܩ ݒܩ

ቚ  یرمز له بالمقدارௗ(௙,ீ)
ௗ(௨,௩)  ܶأو ቀ௙,ீ

௨,௩
ቁ  

  .ومن المفروض أنه لا یساوي صفراً u ,vبالنسبة الى G ,fوبعد جاكبیون للمقدارین 
  :نظریات علي جاكوبیان ) 1-13(

  :الدوال تفاضلیة مستمرة فیما یلي نفترض أن كل 
 الشرط الضروري والكافي لكي تكون المعادلات  - 1

,ݑ)ܨ ,ݒ ,ݔ ,ݕ (ݖ = ,ݒ,ݑ)ܩ,							0 ,ݔ ,ݕ (ݖ = 0 
ௗ(ி,ீ)مثلاً هو   u ,vیمكن حلها للمقادیر

ୢ(୳,୴)
ویساوي تطابقیاً صفراً في المنطقة صفراً في المنطقـة   

 R.  
  .m < nحیث nفي متغیرات عددها mبالمثل تكون النتائج صحیحة لمعادلات عددها

 :فإن  s ,rدوال للمقدارین  v ,uبینما  v ,uدوال للمقادیر  y ,xاذا كان  - 2
(ݕ,ݔ)݀
d(r, s) =

d(x, y)d(u, v)
d(u, v)d(r, s)
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  .وهذا هو مثال قاعدة السلسلیة لجاكوبیان 
  هذه الأفكار قادرة على التعمیم

 u = f(x,y),v = g(x,y)اذا كانت  - 3
  فإن الشرط الضروري والكافي للعلاقة الدالة الصرف 

u ,v) = 0(∅  موجودة بینv ,u   ୢهو أن(୳,୴)
ୢ(୶,୷)

  .مساویة للصفر تطابقیاً 

  . nلمتغیرات عددها  nنتائج مشابهة صحیحة لدوال عددها 
  إذا كان: 17مثال

∅(x	, y) 	= ݕଷݔ + 	 ݁௫௬మ 

  : أوجد 

1/ ∅௫௬          2/∅௬௬   3/∅௫௫        4 /∅௬      5/∅௫       6/∅௬௫ 

  الحل

1/∅௫ = 	
߲∅
ݔ߲

= 	
߲
ݔ߲

൫ݔଷݕ + 	 ݁௫௬మ൯ = ݕଶݔ3 +  ଶ݁௫௬మݕ	

2/∅௬ = 	
߲∅
ݕ߲

= 	
߲
ݕ߲

൫ݔଷݕ + 	 ݁௫௬మ൯ = ଷݔ +  ௫௬మ݁	ݔݕ2	

3/∅௫௫ = 	
߲ଶ∅
ଶݔ߲ = 	

߲
ݔ߲ ൬

߲∅
൰ݔ߲ =

߲
ݔ߲ ൫3ݔଶݕ + 	 ଶ݁௫௬మ൯ݕ = ݕݔ6 +  ସ݁௫௬మݕ

4/∅௬௬ = 	
߲ଶ∅
ଶݕ߲

= 	
߲
ݕ߲

൬
߲∅
ݕ߲
൰ =

߲
ݕ߲

൫ݔଶ + ௫௬మ൯݁ݔݕ	2 = ଶ݁௫௬మݔଶݕ6  

5/∅௫௬ = 	 డ
మ∅

డ௬డ௫
= 	 డ

డ௬
ቀడ∅
డ௫
ቁ = డ

డ௬
൫3ݔଶݕ + ଶ݁௫௬మ൯ݕ =

ଶݔ3 + ݕݔଶ݁௫௬మ2ݕ + ݁௫௬మ2ݔ3 = ݕଶ + ଷ݁௫௬మݕݔ2 +  ௫௬మ݁ݕ2

6/∅௬௫ = 	
߲ଶ∅
ݕ߲ݔ߲

= 	
߲
ݔ߲

൬
߲∅
ݕ߲
൰ =

߲
ݔ߲

൫ݔଷ + ௫௬మ൯݁ݕݔ	2

= ଶݔ3 + .ݕݔ2 ݁௫௬మ + ݁௫௬మ + ݁௫௬మ2ݕ
= ଶݔ3 + ଷ݁௫௬మݕݔ2 +  ௫௬మ݁ݕ2

  : 18مثال
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ݖإذا كانت  = 	 ଶݔ tanିଵ ௬
௫

  :جد   

డమ௭
ப୶ப୷

,	1)عند النقطة 1)  

ݖ߲
ݕ߲

= 	 ଶݔ
1

1 + ቀݔݕቁ
ଶ ൬

߲
ݕ߲
൰ ቀ
ݕ
ݔ
ቁ 

= 	 .ଶݔ
ଶݔ

ଶݕଶݔ .
1
ݔ = 	

ଷݔ

ଶݔ +  ଶݕ	

߲ଶݖ
ݕ߲ݔ߲

ቤ = 	
߲
ݔ߲

൬
ݖ߲
ݕ߲
൰ = 	

߲
ݔ߲

ቆ
ଶݔ

ଶݔ + 	 ଶݕ
ቇ 

= 	
ଶݔ) + −(ଶݔ3)(ଶݕ (ݔଷ2ݔ)

ଶݔ) + (ଶݕ	  

= 	
2.3 − 1.2

2ଶ
=

4
4

= 1	 

∴ ௫௬(1,1)ݖ = 1 

  : تكون المشتقة الجزئیة

௫݂(0,0) = 			 lim
௧→଴

݂(−(0 + ,	ݐ 0)) − ݂(0,0)
ݐ

= 	 lim
௧→଴

0
ଶݐ

= 0	 

  : كذلك 

௬݂(0,0) = 			 lim
௧→଴

݂(0, 0 + (ݐ − ݂(0,0)
ݐ = 	 lim

௧→଴

0
ଶݐ = 0 

ݕو لكن النهایة على الخط  =   : تكون ) 0,0(وقریباً من    ݔ

lim
௧→଴

(0 + 0)(ݐ + (ݐ
(0 + ଶ(ݐ + (0 + ଶ(ݐ

= 	 lim
௧→଴

ଶݐ

ଶݐ2
=

1
2

 

تكون صفر ، هذا یعني أن ) 0,0(و قریباً من  x = 0و لكن النهایة على محور الصادات  
lim௧→଴ ,ݔ)݂ ,୷݂(xرغم وجود  (ݕ y)							, ୶݂(x, y)  .  
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عرفنا من مبادئ التفاضـل و التكامـل أن الدالـة القابلـة للاشـتقاق عنـد نقطـة لابـد أن تكـون متصـلة 
  .عند تلك النقطة 

مـــن هـــذه الملاحظـــة نـــرى أن الدالـــة عنـــد نقطـــة قـــي جمیـــع الاتجاهـــات لا یـــؤدي إلـــى قابلیـــة الدالـــة 
  . للاشتقاق عند تلك النقطة و المثال التالي یوضح هذه الفكرة 

  : 19مثال 

  : وضح أن الدالة 

,ݔ)݂ (ݕ = ቐ
ݕଶݔ

ସݔ + ସݕ
	 , (ݕ,ݔ) ≠ (0,0)

(ݕ,ݔ)				,	0 = (0,0)
 

  )  0,0(و لكنها غیر قابلة للاشتقاق عند  (0,0)لها مشتقة اتجاهیة عند

  الحل

ܤلنفرض أن  = 		 (݁ଵ	, ݁ଶ) .  

஻݂(0,0)ܦ = 	 lim
௧→଴

,ଵ݁ݐ)݂ (ଶ݁ݐ − 	݂(0,0)
ݐ

 

lim
௧→଴

ଷ݁ଵଶ݁ଶݐ
ସ݁ଵସݐ)ݐ + (ଶ݁ଶଶݐ

 

ቐ
݁ଵଶ

݁ଶ
	 , ݁ଶ ≠ 0

0		, ݁ଶ ≠ 0
 

ܤفي أي اتجاه  ) 0,0(لها مشتقة اتجاهیة عند  fوهذا یوضح أن  = 		 (݁ଵ	, ݁ଶ) .  

ݕأخذنا النهایة على المسار  إذا  =   : فإن   ଶݔ	

lim
(௫	,௬)→(଴	,଴)

(ݕ,ݔ)݂ = lim
(௫	,௬)→଴

ଶݔଶݔ

ସݔ + ସݕ
=

1
2

 

  : هي   y = 0و لكن النهایة للدالة نفسها على المسار 

lim
(௫	,௬)→(଴	,଴)

(ݕ,ݔ)݂ = lim
(௫	,௬)→଴

ଶ0ݔ
ସݔ + 0 = 0 
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غیر متصـلة عنـد  fفي جمیع الاتجاهات غیر موجودة  و بالتالي تكون الدالة  fإذن النهایة للدالة 
)0,0 . (  

، هـذا یوصـلنا إلـى ) 0,0(فلابد أن تكـون متصـلة عنـد ) 0,0(إذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق عند 
  ) .0 , 0(غیر قابلة للاشتقاق عند  fالحكم و هو أن 

   :القابلیة للاشتقاق) 1-14(

  .  ୮ܴعلى مجموعة مفتوحة في fنعطي الآن تعریف القابلیة للاشتقاق للدالة 

	݂لنفرض أن ∈ ℂ  على مجموعة مفتوحةA  ܴفي୮  .  

ـــة  ــ ݂الدال ∶ ܣ ≤ 	ܴ୮ 	→ 	ܴ୫  ــد ـــتقاق عنـــ ـــة للاشــ ــ ଴ݔقابل 	 ∈ A  ــــة ـــة خطیـ ــ ــــاك دال ــان هنـ إذا كـــ
ܦ (݂௫బ) ∶ 	 ܴ୮ 	→ 	ܴ୫  تسمى المشتقة الكلیة للدالةf  ݔعند଴  حیث أن:  

lim
௫	→	௫బ

(ݔ)݂‖ − (଴ݔ)݂	 − ݔ)(଴ݔ)݂ܦ	 − ‖(଴ݔ
ݔ‖ ‖଴ݔ	−

 

  . موجودة 

ــــة   ــ ــد  fالدال ـــتقاق عنــــ ـــــة للاشـــ ـــــون قابلـ ـــد  xتكـ ـــ ـــــة عن ـــتقة كلیـ ـــــا مشـــ ــــان لهـ ــــة  xإذا كــ ــــون قابلــ و تكــ
  .Aمشتقة كلیة عند كل نقطة من نقط المجموعة fإذا كانت الدالة  Aللاشتقاق على 

	݂	لنفرض أن ∈ 	 ܥ ᇱ  على مجموعة مفتوحةA  ܴفي୮  .  

  : دالة الباقي هي 

Ψ = (ݔ)݂ − (଴ݔ)݂ .(଴ݔ)݂ܦ−  ݔ∆

 

  : التفاضلات )1-15(

ݕ∆بفرض  = 	ݔ∆				,			ݕ݀ = ,	ݕهما الزیادة المعطاة المقدارین  ݔ݀   :على الترتیب فإن  ݔ

ݖ∆ = ݔ)݂ + ݕ,	ݔ∆ + (ݕ∆ − ,ݔ)݂ (ݕ = 	 ∆݂ 

ݖتسمى الزیادة  في  = ,ݔ)݂   .  (ݕ
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  : لها مشتقة أولى جزئیة مستمرة في المنطقة فإن  f(x,y)و إذا كانت 

ݖ∆ = 	
߲݂
ݔ߲

+ ݔ +
߲݂
ݕ߲

ݕ∆ + ߳ଵ∆ݔ + 	 ߳ଶ∆ݕ 

= 	
ݖ߲
ݔ߲ ݔ݀ +

ݖ߲
ݕ߲ ݕ݀ + ߳ଵ݀ݔ + ߳ଶ݀ݕ = 	 ∆݂ 

  . تقترب من الصفر ݕ∆و     ݔ∆تقترب من الصفر عندما ଶ߳			و  ଵ߳حیث

݂݀ =
݂݀
ݔ݀ ݔ݀ +

݂݀
ݕ݀ ݖ݀	أو					ݕ݀ =

ݖ݀
ݔ݀ ݔ݀ +

ݖ݀
ݕ݀  		ݕ݀

ــي  fأو   zیســـــمى التفاضـــــل الكلـــــي للمقـــــدار  ـــزء الأساســـ ــظ أن  ݖ∆	أو			݂∆أو الجــ 	ݖو نلاحـــ ≠

  . على حجوم العموم ݖ݀

ــت  ــــ ــــ ݔ∆و إذا كانـ = ݕ∆و  ݔ݀ = ــإن  ݕ݀ ــــ ــــ ـــغیرة فـ ــــ ــاً  ݖ݀صــــ ــــ ــــ ــــاویة تقریبـ ــــ ـــین ݖ∆مســـ ــــ الكمیتــــ
  . على الترتیب و لیست بحاجة أن تكون صغیرة x , yسمیان تفاضلان ݕ݀			,					ݔ݀

ـــت  ـــث أن  fإذا كانـــ ـــــة بحیـــ ــورة ݖ∆و أن ݂∆دالـ ــــي صــــ ــــا فــ ــر عنهــ ــــن التعبیــــ ــــث) 2(یمكــ ــ و   ଵ߳حی
			߳ଶ مـــن صـــفر فتســـمى الدالـــة ݕ∆و   ݔ∆تقتـــرب مـــن صـــفر عنـــدما تقتـــربf  قابلـــة للتفاضـــل أو

لا یضـمن فـي حـد ذاتـه القابلیـة للتفاضـل و ୷݂و   ୶݂و مجـرد وجـود ) x, y(تفاضـلیة عنـد النقطـة 
یضـــمن التفاضـــلیة و مـــع أن هـــذا الشـــرط هـــو أقـــوى قلـــیلاً مـــن الشـــرط ୶݂لـــو أن اســـتمرار الـــدالتین 

  . Rمستمرة تفاضلیة في المنطقة  fالضروري نقول أن 
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  الفصل الثاني 

  التكامل الریماني 
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  المعتل (  التكامل الریماني
   

قدــ یكــون حســاب عملیــة التكامــل صــعباً فــي بعــض الحــالات و لكــن أن التكامــل موجــود أو غیــر 
موجود أهم بكثیر من حساب ذلك التكامل لأنه في أسوأ الحالات نستطیع استخدام الطـرق العدیـدة 

  . لتقریب قیمة التكامل عند معرفة أن هذا التكامل موجود 

لتكامــل بطریقــة ربمــا أكثــر مــن حســابه ، و كــذلك دراســة المناقشــة فــي هــذا الفصــل تتعلــق بوجــود ا
  . خواص هذا التكامل ومعرفة ما یسمى بالتكامل المعتل 

عنــدما نقــول بأننــا نریــد  Rدالــة محــدودة و موجبــة علــى مجموعــة جزئیــة محــدودة مــن fلنفــرض أن 
و بــین  fفإننــا نعنــي إیجــاد المســاحة تحــت المنحنــى الدالــة ] a , b[علــى الفتــرة  fتكامــل الدالــة 

  . و محور السینات  y = bو  x = aالمستقیمین 
଴ݔ = aإلـى أجـزاء متسـاویة ] a , b[لإیجـاد ذلـك نقسـم الفتـرة  < ଵݔ < ଶݔ … ௡ݔ = لنفـرض ܾ

,଴ݔ]  = pأن  ,ଵݔ …   .  [௡ݔ

௜ݔ∆: = 	 ௜ାଵݔ ௜ݔ	− هو التجزيء المذكور و لنفرضأن   

 

  

  

  

  

  

,	௜ିଵݔ]علـىf هي أعلى قیمة للدالة  ୧ܯإذا كانت  x୧]  ܯو كـان୧ هـي أصـغر قیمـة للدالـة f علـى
و حیث أن دالة محدودة فإن أعلى و أصـغر قیمـة مضـمونتي الوجـود ، فإننـا نسـتطیع  لأن تكـون 

  : ما یلي 

(݂	,ܲ) = 	∑ ௜௡ିଵݔ∆௜ܯ
௜ୀ଴ (ܲ,	݂)Lو  = 		∑ ௜௡ିଵݔ∆௜ܯ

௜ୀ଴  

 ݕ

 ݔ

݂ 

ܽ = ௜ିଵݔ ଶݔ ଵݔ ଴ݔ ௡ݔ ௡ିଵݔ ௜ݔ = ܾ 
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  . یسمي الجمع الأول بالجمع العلوي ، و یسمى الجمع الثاني بالجمع السفلي 

لدالة على فترة مضرب في طول تلك الفترة لكل الجمع العلوي هو مجموع أعلى قیمة ل
,	௜ିଵݔ]الفترات x୧]  و الجمع السفلي هو مجموع أصغر قیمة للدالة على فترة مضروب في طول

,	௜ିଵݔ]تلك الفترة لكل الفترات x୧]  .  

ܯ–حیث  لكل Mالدالة محدودة فإن هناك fبما أن  ≤ ݂ ≤ ݔلكل ܯ ∈ 	 [ܽ	, ܾ] .  

∫لنفرض أن f ݂)هو أصغر حد علوي للأعداد	لأي تجزئي  (ܲ,P لنفرض أن∫ f  هو أكبر حد
  . Pلأي تجزئ  (ܲ,	݂)ܮسفلي للأعداد

,	ܽ]أي كلما قصر طول كل فترة جزئیة في الفترة ( P كلما صغرت الفترات في التجزئي فـإن ) [ܾ
∫یكبـــر یســـمى (ܲ,	݂)ܮیصـــغر و المجمـــوع(ܲ,	݂)المجمـــوع  f  للدالـــة بتكامـــل ریمـــان العلـــويf 

,	ܽ]على الفترة  ∫و یسمى [ܾ f  بتكامل ریمان السفلس للدالةf  على[ܽ	, ܾ]  .  

x୧∆عنــدما  	→ فـــإن القیمـــة المشـــتركة هـــي تكامـــل (ܲ,	݂)ܮ	و(ܲ,	݂)و ینطبـــق المجموعـــان  0
,	ܽ]على الفترة  fالدالة  ܾ] .  

  :  تعریف

  :قابلة للتكامل الریماني على بشرط أن  fالدالة   

∫ f   =      ∫ f 

هـي القیمـة المشـتركة لتكامـل ریمـان العلـوي وتكامـل fإذاكانت الدالة قابلة للتكامل على فإن تكامـل 
  : ریمان السفلي أي أن 

∫ f௕
ୟ 		= 	 ∫ f   =      ∫ f 

,	ܽ]سنرمز للدوال القابلة للتكامل الریماني على الفترة ,	ܽ]Rبالرمز  [ܾ ܾ] .  

  : 1 مثال

(ݔ)݂وضح أن الدالة الثابتة   = ݔلكل ݇ ∈ 	 [ܽ	,   دالة قابلة للتكامل الریماني ؟  [ܾ

  الحل
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,	ܽ]هو أي تجزئي للفترة  Pلنفرض أن  ܾ]  

P : a = ݔ଴ < ଵݔ < ⋯ < ௜ିଵݔ < ௜ݔ < ௜ାଵݔ < ⋯ < ௡ݔ = ܾ 

∪ (݂, (݌ = 	෍ܯ௜∆ݔ௜

௡ିଵ

௜ୀ଴

= ݇(ܾ − ܽ) 

(݌,	݂)ܮ =	∪ (݂, (݌ = 	෍݉௜∆ݔ௜

௡ିଵ

௜ୀ଴

= ݇(ܾ − ܽ)	 

∪إذن  (݌,݂) = ,	ܽ]للفترة  Pلأي تجزئي  (݌,	݂)ܮ	   :، ومن ذلك نجد أن  [ܾ

∫݂ = 	 ∫ ݂ = k(b-a) 

	݂(قابلة للتكامل الریماني أي أن  fهذا یعني أن  ∈ ܴ[ܽ	, ܾ](  
  و 

න݂
௕

௔

= ݇(ܾ − ܽ) 

  وضح أن الدالة  :  2 مثال

(ݔ)݂ = 	 ൜ 1	, 	ݔ ∈ ܳ	 ∩	 [ܽ	,ܾ]
0	, 	ݔ ∈ 	ܳ௖ 	∩ 	 [ܽ	, ܾ] 

  غیر قابلة للتكامل الریماني ؟ 

  الحل 

,	ܽ]هوي أي تجزئي للفترة   Pلنفرض أن  ، حیث أن كل فتـرة جزئیـة تحتـوي علـى عـدد قیاسـي [ܾ

୧ܯ، فإن  = ، و كذلك كل فترة جزئیة من هذا التجزئـي تحتـوي علـى عـدد غیـر قیاسـي و iلكل 1

  : إذن iلكل  ୧݉بذلك یكون

∪ (݌,	݂) = 	෍ܯ௜∆ݔ௜

௡ିଵ

௜ୀ଴

= 	෍ ௜ݔ∆.1

௡ିଵ

௜ୀ଴

	= ܾ − ܽ	 

  و 
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,	݂)ܮ (݌ = 	෍݉௜∆ݔ௜

௡ିଵ

௜ୀ଴

= 	෍ ௜ݔ0

௡ିଵ

௜ୀ଴

= 0 

∫=    0إذن                    f   = b - a  ,    ∫ f  

݂(غیر قابلة للتكامل الریماني أي أن  fو بذلك تكون الدالة  ∉ ܴ(ܽ	,ܾ)(  

  :  1 نظریة

,	]دالة محدودة على  fلنفرض أن    ܾ]  .  

F  دالة قابلة للتكامل الریماني على[ܽ	, εإذا و إذا كان فقط لأي  [ܾ > للفتـرة  Pیوجد تجزئي  0

[ܽ	,   :حیث  [ܾ

∪ (݂	,ܲ)− (ܲ,	݂)ܮ <  ߝ

  البرھان

,	ܽ]دالة قابلة للتكامل الریماني على   fلنفرض أن  εو لنفرض أن  [ܾ > 0  .  

,	]نختار تجزئي على الفترة    حیث  [ܾ

න݂ − ,	݂)ܮ	 ଵܲ) <
ߝ
2

 

,	]للفترة ଶܲو نختار كذلك تجزئي    : حیث  [ܾ

∪ (݂, ଶܲ) −න݂ <
ߝ
2 

݂: حیث أن  ∈ ܴ[ܽ	,   فإن [ܾ

න݂ − න݂ = න݂ 

  : إذن 

∪ (ଶ݌,	݂) −න݂
௕

௔

<
ߝ
2
	 ,න݂

௕

௔

− ,	݂)ܮ ଵܲ) <
ߝ
2

 

  :فإن ଶܲو  P1هو تكریر التجزئیین  Pالآن إذا كان 
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,	݂)ܮ ଵܲ) ≤ ,	݂)ܮ ଵܲ) 	≤ 	න ݂
௕

௔

	 ≤∪ (݂	,ܲ) ≤	∪ (݂	, ଶܲ) 

  : و بذلك فإن 

∪ (݂	,ܲ) − (ܲ,݂)ܮ ≤∪ (݂	, ଶܲ) − ,	݂)ܮ ଵܲ) < ቆන ݂
௕

௔
+
ߝ
2
ቇ −	ቆන ݂

௕

௔
−
ߝ
2
ቇ

=  ߝ	

  . و هذا هو المطلوب 

  وضح أن الدالة  : 3مثال 

(ݔ)݂ = 	 ൝
sin 	ݔ
ݔ

	 , 	ݔ ≠ 0	

1	, ݔ = 0
 

  ) .  1 , 0(قابلة للتكامل الریماني على 

  الحل

  ) . 0,1(من الواضح أن الدالة  دالة متصلة على 

lim௫→଴لاحظ أن
ୱ୧୬ ୶
୶

= 1 = f(0)  

قابلة  fومن النظریة السابقة تكون الدالة )  1 , 0(متصلة على الفترة  fوبذلك تكون الدالة 

  ) . 0,1(للتكامل الریماني على 

  :  4 مثال

  : وضح أن الدالة 

(ݔ)݂ = 	 ൜0	, 	ݔ ∈ [0	, 1	]
1	, ݔ ∈ [1	, 2	]  

  . قابلة للتكامل الریماني 

  

  الحل
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,	0]مطردة على الفترة  fالدالة    .إذن تكون الدالة قابلة للتكامل الریماني  [	2

  

  

  

  

  

  وضح أن الدالة: 5مثال 

(ݔ)݂ = 	 ൜ 0	, ݔ = ܽ	, ܾ
1	, ݔ ∈ [ܽ	, ܾ	] 

,	ܽ]قابلة للتكامل الریماني على الفترة ܾ	]  .  

  الحل

,	]دالة غیر متصلة على  fلا حظ أن  ,	ܽ]و كذلك دالة لیست مطردة على  [	ܾ ܾ	]  .  

,	]هو تجزئي للفترة  Pلنفرض أن    : حیث  [	ܾ

P : a = ݔ଴ < ଵݔ < ⋯ < ௜ିଵݔ < ௜ݔ < ௜ାଵݔ < ⋯ < ௡ݔ = ܾ 

M୧لا حظ أن  = m୧ = ,	௜ିଵݔ]على كل فترة 1 x୧] و بذلك فإن :  

∪ (݂	,ܲ) = 	෍ܯ௜∆ݔ௜

௡ିଵ

௜ୀ଴

= ܾ − ܽ 

(ܲ,	݂)ܮ = 	෍݉௜∆ݔ௜

௡ିଵ

௜ୀ଴

= ܾ − ܽ	 

  : إذن 

න݂ −න݂ = න݂ 	= ܾ − ܽ 

	݂و هذا یؤكد أن  ∈ ܴ	[ܽ	, ܾ]  .  

  :  (2_2)حالات التكاملات المعتلة

 ݕ ݕ

 ݔ
1 2 0 

1 

 ݔ
1 2 0 

1 

 0 ܾ ܽ ݔ

1 
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  : قابلة للتكامل الریماني فلا بد من توفر الشرطین التالیین fلكي تكون الدالة   

 . أن تكون الدالة المراد تكاملها دالة محدودة على المجموعة المراد التكامل علیها  .1

 . عة المراد التكامل علیها محدودة و مغلقة أن تكون المجمو  .2

  :نقسم هذا النوع من التكاملات إلى الحالات التالیة 

  : الحالة الأولى 

,	ܽ]معرفة على الفترة  fالدالة / أ ، وقابلة للتكامل الریمـاني علـى أي  a، حیث  عدد حقیقي [∞

,	ܽ]فترة مغلقة و محدودة  ܾ]  .  

  : لنفرض أن 

௔௕ܣ = 	න 	ݔ݀	(ݔ)݂
௕

௔
 

∫التكامل المعتل ௔௕ܣهو نهایة التكامل   ௕	ݔ݀	(ݔ)݂ = 	 ∫ ௕	ݔ݀	(ݔ)݂
௔  ܾعندما	 → 	∞  .  

න ݔ݀(ݔ)݂
௕

௔
= 	 lim

௕	→ஶ
௔௕ܣ = 	 lim

௕	→ஶ
න 	ݔ݀(ݔ)݂
௕

௔
 

  ) : 3 -2(تعریف 

→ஶ	lim௕كانت  إذا ∫ ௕	ݔ݀(ݔ)݂
௔  موجودة و تساوي عدد حقیقيL  فإننا نقول بأن التكامل

∫المعتل    : متقارب و في هذه الحالة یكون  ௕	ݔ݀(ݔ)݂

න 	ݔ݀(ݔ)݂
௕

௔
= lim

௕	→ஶ
න 	ݔ݀(ݔ)݂
௕

௔
 

  : فإننا نقول بأن  ∞	−أو ∞أما إذا كانت النهایة غیر موجودة أو تساوي

∫متباعد  ௕	ݔ݀(ݔ)݂
௔  

  

  :  6مثال

∫أوجد ଵ
୶మ
	dx	ஶ

ଵ  
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  الحل

න
1
ଶݔ
ݔ݀	 = 	 lim

௕	→ஶ
න

1
ଶݔ
ݔ݀	 = 	 lim

௕	→ஶ
(− cos ܾ + 1)

௕

ଵ

ஶ

ଵ
 

  1التكامل المعتل متقارباً إلى ولهذا یكون هذا 

  :  7 مثال 

∫أوجد  sin ݔ 	dx	ஶ
଴  

  الحل

න sin 	ݔ݀	ݔ
ஶ

଴
= 	 lim

௕→ஶ
න sin ݔ݀	ݔ
௕

଴
= 	 lim

௕→ஶ
(− cos +1) 

∫و لكن النهایة الأخیرة هذه غیر موجودة مما ینتج عنه أن sin ஶ	ݔ݀	ݔ
଴  ًیكون متباعدا.  

  أحسب  : 8 مثال

න
1
ݔ
ݔ݀

ஶ

ଵ
 

 الحل 

න
1
x

ஶ

ଵ
dx		 lim

ୠ→ஶ
න

1
ݔ
ݔ݀

௕

ଵ
= 	 lim

ୠ→ஶ
(ln b − ln 1) = 	 lim

ୠ→ஶ
(ln b) = ∞ 

∫ولهذا فإن ଵ
୶

ஶ
ଵ dx		  ًیكون متباعدا .  

  أحسب :  9 مثال

න x	eି୶మ
ஶ

଴
dx	 

  الحل 

න x	eି୶మ
ஶ

଴
dx = 	 lim

௕→ஶ
න x	eି୶మ
ୠ

଴
dx	 

  : و نحسب التكامل عن طریق التعویض یكون 

න x	eି୶మ
ஶ

଴
dx =

1
2

(1 − ݁ି௕మ) 
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  :إذن 

න x	eି୶మ
ஶ

଴
dx = lim

௕→ஶ

1
2 ൫1 − ݁ି௕మ൯ =

1
2 

  

  أحسب  :  10 مثال

න
1

x୬
ஶ

ଵ
dx 

	݊حیث  > 	݊و  0 ≠ 1	  

  الحل

න
1
௡ݔ

ݔ݀
ஶ

ଵ
= 	 lim

௕→ஶ
න

1
௡ݔ

ݔ݀	
ஶ

ଵ
= 	 lim

௕→ஶ

1
݊ − 1

(1 − ܾ௡ିଵ) 

ــــان ــــ 0الآن إذا كـــ ≤ ݊ ≤ ــإن  1 ــــ ــــ ଵି௡ܾفــ → ـــان∞ ــــ ـــا كــــ ــــ 	ܾكلمـــــ → ــل   ∞ ــــ ــــ ـــون التكامــ ــــ  و یكـــــ

∫ ଵ
୶౤

ஶ
ଵ dx	  ًفي هذه الحالة متباعدا.  

݊إذا كان > ଵି௡ܾفإن 0 → →		كلما كان  ∞   : و بذلك فإن ∞

lim
௕→ஶ

1
݊ − 1

(1 − ܾ௡ିଵ) 

∫الحالة یكون التكاملو في هذه  ଵ
୶౤

ஶ
ଵ dx    متقارباً إلىଵ

୬ିଵ
  

  ) : 1-2(قاعدة

න
1

x୬
ஶ

ଵ
dx	 = 	 ቐ

1
݊ − 1 	 , ݊ > 0

,متباعداً  0	 < ݊	 < 1
 

,	∞−]معرفـــة علـــى الفتـــرة  fالدالـــة / ب ـــة للتكامـــل الریمـــاني علـــى أي فتـــرة محـــدودة و  [ܾ و قابل

,	ܽ]مغلقة  ܾ]  .  

∫في هذه الحالة یكون لدینا التكامل المعتل  f(x)	ஶ
ଵ dx  

  ) : 4-2( تعریف
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→ஶ	limୟإذا كانـــت  ∫ f(x)	ୠ
ିୟ dx ــل ــي ن فإننــــا نقــــول بــــأن التكامــ موجــــودة و تســــاوي عــــدد حقیقـ

∫المعتل  f(x)	ஶ
ିஶ dx  متقارباً و في هذه الحالة یكون :  

න ݔ݀(ݔ)݂ = 	 lim
௔→	ஶ

න ݔ݀(ݔ)݂
௕

ି௔

ஶ

ିஶ
 

  :  فإننا نقول بأن  ∞	−أو  ∞إذا كانت هذه النهایة غیر موجودة أو تساوي 

∫متباعداً  ௕	ݔ݀(ݔ)݂
ିஶ  

  أحسب : 11 مثال

න
ݔ2

1 + ଶݔ
ଵ

ିஶ
 

  الحل

න
ݔ2

1 + ଶݔ
ଵ

ିஶ
= 	 lim

௔	→	ஶ
න

ݔ2
1 + ଶݔ

ଵ

ିஶ
 

  : ولكن التكامل الأخیر یمكن الحصول علیه بطریقة التعویض أي أن 

∫ ଶ௫
ଵା௫మ

ଵ
ିஶ  = lim௔	→	ஶ[ln(1 + ଵ)]௔ଵݔ	 = 	 lim௔→ஶ[ln 2 − ln(1 + ܽଶ)] = 	 −∞ 

  : إذن 

∫ ଶ௫
ଵା௫మ

ଵ
ିஶ  ًمتباعدا  

  . و كان التكامل متقارباً فإن التكامل  یكون متقارباً a<bعددحیث bمن الملاحظ أنه إذا كان
  : أیضاً و یكون 

න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ

௔
= 	න ݔ݀(ݔ)݂

௕

௔
+ න 	ݔ݀(ݔ)݂

ஶ

௔
 

∫أما إذا نباعد أحد التكاملین ஶ	ݔ݀(ݔ)݂
௔   و∫ ஶ	ݔ݀(ݔ)݂

௕ فإن ذلك یؤدي إلى تباعد الآخر .  
,	ܽ]قابلة للتكامل على أي فترة محدودة و مغلقة fإذا كانت الدالة / ج ܾ].  

  :لتوسیع نطاق التكامل حتى یشكل خط الأعداد الحقیقیة ، نحتاج إلى دراسة التكامل

න 	ݔ݀(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
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  ) : 5-2(تعریف 

,	ܽ−]قابلة للتكامل الریماني على  fإذا كانت الدالة    : فإن  [ܾ

න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
= 	 lim

௔	→	ஶ
න (ݔ)݂
௖

ି௔
+ lim

௕	→	ஶ
න 	ݔ݀(ݔ)݂
௕

௖
 

  . عدد حقیقي  cحیث 

∫و یكون  ஶݔ݀(ݔ)݂
ିஶ ∫متقارباً إذا كان كل من = ஶݔ݀(ݔ)݂

௖  و∫ ௖ݔ݀(ݔ)݂
ିஶ  متقارباً فـي

  : هذه الحالة یكون 

න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
= 	න ݔ݀(ݔ)݂

௖

ିஶ
+ න 	ݔ݀(ݔ)݂

ஶ

௖
 

∫مــن الملاحــظ أن تقــارب أو تباعــد التكامــل المعتــل ஶݔ݀(ݔ)݂
ିஶ  لا تعتمــد علــى اختیــار العــددc 

  :لأنه یمكن كتابة التكامل على شكل 

න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
= 	න ݔ݀(ݔ)݂

௖

ିஶ
+ න 	ݔ݀(ݔ)݂

ஶ

௖
 

= 	න ݔ݀(ݔ)݂
௖

ିஶ
+ න 	ݔ݀(ݔ)݂ + 	න ݔ݀(ݔ)݂

ஶ

ௗ

ௗ

௖
 

= 	න ݔ݀(ݔ)݂
ௗ

ିஶ
+න 	ݔ݀(ݔ)݂

ஶ

ௗ
 

  أوجد :   12 مثال

න
1

1 + ଶݔ
ஶ

ିஶ
 

  الحل

න
1

1 + ଶݔ
ஶ

ିஶ
= 	න

1
1 + ଶݔ

଴

ିஶ
+ 	න

1
1 + ଶݔ

ஶ

଴
 

  : و الآن 

න
1

1 + ଶݔ
ஶ

ିஶ
= 	 lim

௕	→଴
න

1
1 + ଶݔ

௕

଴
	= lim

௕	→଴
 ଴௕[ଵି݊ܽݐ]
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= 	 lim
௕	→଴

[tanିଵ ܾ −	 tanିଵ 0] = 	 lim
௕	→	ஶ

[tanିଵ ܾ] = 	
ߨ
2

 

  و 

න
1

1 + ଶݔ
ஶ

ିஶ
= 	 lim

௔	→	ஶ
න

1
1 + ଶݔ

଴

ି௔
= 	 lim

௔	→ஶ
[tanିଵ ௔଴[ݔ  

  : إذن 

න
1

1 + ଶݔ
ஶ

ିஶ
= 	න

1
1 + ଶݔ

଴

ିஶ
+ න

1
1 + ଶݔ

ஶ

଴
=
ߨ
2

+
ߨ
2

=  ߨ	

  : الحالة الثانیة 

و فـي هـذه الحالــة تكـون الفتــرة المـراد التكامـل علیهــا محـدودة و لكــن الدالـة غیـر معرفــة عنـد نقطــة 
  : داخل تلك الفترة نقسم ذلك إلى 

,	ܽ]وفتــرة التكامــل هــي  x = aلهــا خــط تقــارب عمــودي عنــد  fالدالـة /أ وتكــون الدالــة قابلــة  [	ܾ
ܽ]على شكل نللتكامل الریماني على أي فترة جزئیتی + ,	ߝ ,	ܽ]من الفترة [	ܾ ܾ	]  .  

ـــل  ــــ ـــــل المعتــــ ــــ ــون التكامــ ــــ ــــ ـــــة یكـ ــــ ــ ــذه الحال ــــ ــــ ـــــي هـ ــــ ــ ∫ف ௕ݔ݀(ݔ)݂
௔  ــــة ــــ ــت النهایـــ ــــ ــــ ـــــاً إذا كانـ ــــ ــ متقارب

limఌ	→଴ ∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂
௔ାఌ  .  

  : موجود و تساوي عدد حقیقي و یكون 

න ݔ݀(ݔ)݂
௕

௔
= 	 lim

ఌ→଴
න ݔ݀(ݔ)݂
௕

௔
 

  إذا كانت النهایة 

lim
ఌ→଴

න ݔ݀(ݔ)݂
௕

௔ିఌ
 

∫فإن  ∞	−أو  ∞غیر موجودة أو تساوي    . یكون متباعداً ௕ݔ݀(ݔ)݂

  أحسب  التكامل  : 12مثال 
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න
ݔ݀
∝ݔ

ଵ

଴
 

  الحل

(ݔ)݂الدالة  = 	 ଵ
௫∝

,	ߝ]قابلة للتكامل الریماني على أي فترة مغلقة  1] .  

න
ݔ݀
∝ݔ

ଵ

଴
	= 	 lim

ఌ	→଴
න

ݔ݀
∝ݔ

ଵ

଴
= 	 lim

ఌ	→଴

[ଵି∝ݔ]
1−∝ ఌ

ଵ

= 	 lim
ఌ	→଴

ቈ
1

1−∝
−
∝ଵିߝ

1−∝
቉ 

  : إذا كان  فإن 

lim
ఌ	→଴

ቈ
1

1−∝ −
∝ଵିߝ

1−∝቉ = 	
1

1−∝ 

ــة یكــــون التكامــــل  ــذه الحالــ ∫و فــــي هــ ௗ௫
௫∝

ଵ
଴ متقاربــــاً و إذا كــــان∝> ∫فــــإن التكامــــل  1 ௗ௫

௫∝
ଵ
଴ یكــــون

=	∝و إذا كــــان ∞متباعــــداً  لأن النهایــــة تســــاوي ــة تكــــون كــــذلك 1 ــإن النهایــ ــالي ∞فــ ــ ∫وبالت ௗ௫
௫∝

ଵ
଴ 

  . متباعداً 

න
ݔ݀
∝ݔ

ଵ

଴
= 	 ቐ

>	∝,		متقارب 1

,		متباعد ∝≥ 1
 

  :  13 مثال

∫أحسب  ୢ୶
√୶

ଵ
଴  

  الحل

=∝و بالتالي حسب تطبیق الملاحظة السابقة حیث ଵ
ଶ

  : یكون 

න
ݔ݀
ݔ√

ଵ

଴
= 	

1

1 − 1
2

= 2 

∫:  إذن  ௗ௫
√௫

ଵ
଴  متقارب .  

,	ܽ]و فترة التكامل هي  x = bلها خط تقارب عمودي عند  fالدالة / ب قابلـة  fو تكون الدالة [ܾ
,	ܽ]للتكامل الریماني على أي فترة جزئیة مغلقة  ܾ − ,	ܽ]للفترة  [ߝ ܾ]  .  
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∫في هذه الحالة یكون التكامل المعتل ௗ௫
√௫

௕
௔ =	 .  

  : متقارباً إذا كانت النهایة 

lim
ఌ	→଴

න (ݔ)݂
௕ିఌ

௔
 

  : موجود و تساوي عدد حقیقي و یكون 

න ݔ݀(ݔ)݂ = lim
ఌ	→଴

න (ݔ)݂
௕ିఌ

௔

௕

௔
 

∫عد ذلك یكون التكامل f(x)dxୠ
௔ ًمتباعدا .  

  أحسب :  14 مثال

න
ݔ݀

√1 − ଶݔ

ଵ

଴
 

  الحل

  : خط تقارب عمودي للدالة ، فإن  x =1حیث أن 

න
ݔ݀

√1 − ଶݔ

ଵ

଴
= 	 lim

ఌ	→଴
න

ݔ݀
√1 − ଶݔ

ଵିఌ

଴
= 	 lim

ఌ	→଴
[sinିଵ ଴ଵିఌ[ݔ

= 	 lim
ఌ	→଴

sinିଵ(1 − (ߝ =
ߨ
2 

  :  15مثال

∫قرر ما إذا كان  ୢ୶
୶ିଵ

ଵ
଴  ًمتقارباً أو متباعدا .  

  الحل

ଵخط تقارب عمودي للدالة x =1حیث أن 
୶ିଵ

f(x) = فإن :  

න
ݔ݀
ݔ − 1 = 	 lim

ఌ→଴
න

ݔ݀
ݔ − 1

ଵିఌ

଴
= 	 lim

ఌ	→଴
[ln[ݔ − 1]]଴ଵିఌ

ଵ

଴
= 	 lim

ఌ	→଴
ln|−ߝ| = 	 −	∞ 

∫نستنج أن  ∴ ௗ௫
√ଵି௫మ

ଵ
଴  ًمتباعدا .  
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,	ܽ]حیث و تكون فترة التكاملcلها خط تقارب عمودي عند النقطة fالدالة  / ج ܾ] .  

∫إذا كان  f(x)dxୡ
ୟ و∫ f(x)dxୠ

ୡ متقاربان فإن التكامل∫ f(x)dxୡ
ୟ  یكون متقارب .  

  : و یكون 

න ݔ݀(ݔ)݂
௕

௔
= 	 lim

ఌ	→଴
න ݔ݀(ݔ)݂
௖ିఌ

௔
+ lim

ఌ→଴
න ݔ݀(ݔ)݂
௕

௖ାఌమ
 

	0حیث  < ଶߝ < ܾ − ܿ	,			0 < ଵߝ < ܿ − ܽ  

∫عدا ذلك یكون التكامل   ௕ݔ݀(ݔ)݂
௔  متباعد .  

عـدد منتهـي مـن خطـوط التقـارب العمودیـة أي أنـه  fقد تعمم هـذه الفكـرة فـي حالـة مـا یكـون للدالـة 
ݔإذا كان  = 	 ܿଵ, ܿଶ, … ܿ௡  خطوط تقارب عمودیة للدالةf ܿیثحଵ, ܿଶ, … ܿ௡	ܿ(ܽ	, ܾ) .  

  : فإن 

න ݔ݀(ݔ)݂
௕

௔
= 	 lim

ఌభ	→బ
න ݔ݀(ݔ)݂
௖భିఌభ

௔

+ lim
ఌమ	→బ

න ݔ݀(ݔ)݂
௖మି௖భ

௖భାఌమ
+ ⋯ lim

ఌ೙→଴
න ݔ݀(ݔ)݂
௕

௖೙షభశഄ೙

 

∫و یكـون  ௕ݔ݀(ݔ)݂
௔ متقاربــاً إذا تقاربــت جمیــع التكــاملات التـي فــي الطــرف الأیمــن مــن المعادلــة

∫السابقة ، عدا ذلك یكون  م ௕ݔ݀(ݔ)݂
௔ ًتباعدا .  

  أحسب:   16 مثال

න
ݔ݀

ݔ) − 1)ଷ
ଶ

଴
 

  الحل

(ݔ)݂خط تقارب للدالة x =1حیث أن  = ଵ
(௫ିଵ)య 1و نلاحظ أن ∈ (0	,   : فإن(2

න
ݔ݀

ݔ) − 1)ଷ
ଶ

଴
= 	 lim

ఌభ→଴
න

ݔ݀
ݔ) − 1)ଷ + lim

ఌమ→଴
න

ݔ݀
ݔ) − 1)ଷ

ଶ

ଵାఌమ

ଵିఌభ

଴
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  : و بذلك یكون  du = dxفإن  = x = 1uالآن إذا كان 

න
ݔ݀

ݔ) − 1)ଷ
ଵିఌభ

଴
= න

ݑ݀
ଷݑ

ିఌభ

ିଵ
 

  : كذلك 

න
ݔ݀

ݔ) − 1)ଷ
ଶ

ଵାఌమ
= න

ݑ݀
ଷݑ

ିఌభ

ିଵ
 

∫ولكن نلاحظ أن  ୢ୶
୶మ

ଵ
଴ ًمتباعدا  

∫یكون متباعداً أیضاً  ௗ௫
(௫ିଵ)య

ଶ
଴  

  :  17 مثال

  أحسب 

න
ݔ݀

ݔ) − 1)
ଶ
ଷ

ଶ

଴
 

  

  

  الحل

(ݔ)݂للدالة  = 	 ଵ

(௫ିଵ)
మ
య

  : و لذلك فإن    x = 1خط تقارب عمودي عند 

∫ ௗ௫

(௫ିଵ)
మ
య

ଶ
଴  = ∫ ௗ௫

(௫ିଵ)
మ
య

ଵ
଴ + 	∫ ௗ௫

(௫ିଵ)
మ
య

ଶ
ଵ = 	 limఌభ→଴ ∫

ௗ௫

(௫ିଵ)
మ
య

+ limఌమ→଴ ∫
ௗ௫

(௫ିଵ)
మ
య

ଶ
଴

ଶ
଴  

= 	 lim
ఌభ→଴

൫3ඥ−ߝଵ + 3൯ + 	 lim
ఌమ→଴

൫3 − ඥߝଶయ ൯ 

= 3 + 3 = 6 
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  الفصل الثالث 

  خوص التكامل المعتل 
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  :خواص التكامل المعتل 

  : خواص التكامل المعتل من النوع الأول ) 3-1(

  ننا ندرس خواص التكامل المعتل من النوع الأولإ
ـــــواص ــدرس خـ ــــ ــل إننــــــا ن ـــــل المعتــــ ∫التكامـ ஶݔ݀(ݔ)݂

௔ لأن∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂
ିஶ  ـــــى ــــه إلـ ــــن تحویلــ یمكــ

∫التكامل ஶݔ݀(ݔ)݂
௔  و ذلك بوضع  بدلاً من .  

∫أما التكامل  ௕ݔ݀(ݔ)݂
௔  فهو تركیبة خطیة للتكاملین∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂

௔  و∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂
௔  .  

  . نعطي خواص التكامل المعتل في شكل نظریات ونتبعها ببعض الأمثلة 

  : 1نظریة

(ݔ)݂إذا كانــت  ≥ ,	ܽ]و قابلــة للتكامــل الریمــاني علــى 0 ݔو لكــن [ݔ ≥  و إذا وجــد عــدد  ܽ

Kحیث∫ (ݔ)݂ ≤ ஶݔ݀
௔  فإن∫ ஶݔ݀(ݔ)݂

௔   متقارب .  

  البرھان

  :لبرهنة ذلك نفرض أن 

(ݔ)݂ = 	න 	ݔ݀(ݔ)݂
௫

௔
 

(ݔ)݂حیث أن ≥ ݔلكل 0 ≥ ,	ܽ]دالة تزایدیة  على (ݔ)݂فإن الدالةܽ   [ݔ

ଵݔإذا كان 	 ≤ 	xଶ   في[ܽ	,   :فإن [ݔ

(ଶݔ)ܨ − (ଵݔ)ܨ = 	න ݔ݀	(ݔ)݂
௫మ

௫భ
 

(ଶݔ)ܨو بذلك فإن  ≥ (ݔ)ܨكذلك  (ଵݔ)ܨ ≤ ݔلكن  ݇ ≥ ܽ  

lim
௫→ஶ

(ݔ)ܨ = 	න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ

௔
 

  . موجودة 

  :أي أن 
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∫متقارب  ஶݔ݀(ݔ)݂
௔  

اعتمــاداً علــى هــذه النظریــة یمكــن برهنــة النظریــة التالیــة و التــي تســمى فــي بعــض الأحیــان اختبــار 
  . ارن فیه قابلیة تكامل دالة معطاة بدالة أخرى معروف أنها قابلة للتكامل المقارنة و الذي یق

  :  2 نظریة

	0لنفرض أن  ≤ (ݔ)݂ 	 ≤ ݔلكل  (ݔ)݃ ≥ ܽ  .  

∫إذا كان / 1 g(x)ஶ
௔ متقارب فإن∫ g(x)ஶ

௔   ًیكون متقارباً أیضا .  

∫إذا كان / 2 g(x)ஶ
௔  متباعداً فإن∫ g(x)ஶ

௔   ًیكون ذلك متباعدا .  

  البرھان

∫حیث أن / 1 g(x)ஶ
௔  متقارب فإن هناكM  حیث :  

න g(x)
ஶ

௔
=  ܯ

ݔالآن لكل  ≥   لدینا  ܽ

0 ≤ න ݔ݀(ݔ)݂
௫

௔
	≤ 	න (ݔ)݃

௫

௔
	 ≤ න ݔ݀(ݔ)݃

ஶ

௔
=  ܯ

∫ومن النظریة السابقة یكون  ஶݔ݀(ݔ)݂
௔  ًمتقاربا.  

  :  1 مثال

∫وضح أن  ଵ
୶మାଵ

ஶ
ଵ  متقارب  

  الحل

ଵنلاحظ أن 
୶యାଵ

< ଵ
୶మ

	ݔلكل    > 1  

∫و نجد أن  ଵ
୶మ

ஶ
ଵ   و هذا یقود إلى . متقارب∫ ଵ

୶మାଵ
ஶ
ଵ   ًنظریة(متقارب أیضا ( .  
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  )3(نظریة 

ــــت  ــــــى  fإذا كانـــ ـــــاني علـ ــــل الریمــ ــــة للتكامـــ ,	ܽ]قابلـــ ـــان  [ݔ ∫و كــــ ஶݔ݀	⌈(ݔ)݂⌉
ୟ  ـــارب متقــــ

∫فإن ஶݔ݀(ݔ)݂
௔  ًیكون كذلك متقاربا .  

  البرھان

(ݔ)ା݂	من الملاحظ أن   ≤	   |(ݔ)݂|

(ݔ)ି݂و كذلك ≤ 	   |(ݔ)݂|

  : إذن  

∫متقاربان  ஶݔ݀(ݔ)݂
௔ 		,			∫ ஶ	ݔ݀(ݔ)݂

௔  

  : الآن  

∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
௔ 	= 			 ∫ ݔ݀(ݔ)݂ + ∫ ஶݔ݀(ݔ)݂

௔
ஶ
௔  

∫و هذا یعني  أن ஶݔ݀(ݔ)݂
௔  متقارب .  

  )4(نظریة 

,	ܽ]دالتان موجبتـان وقابلتـان للتكامـل علـى f  ،gلنفرض أن  lim௫→ஶو   [ݔ
୤(୶)
୥(୶)

عندئـذ یكـون  

∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
௔  و∫ ஶݔ݀(ݔ)݃

௔  ًمتقاربان معاً أو متباعداً معا .  

  البرھان

lim௫→ஶنستنتج من 
୤(୶)
୥(୶)

  : حیث  ଶܯو  Mଵأن هناك عددان  

(ݔ)ଶ݃ܯ ≤ (ݔ)݂  (ݔ)ଵ݃ܯ	≥

		ݔلكن  ≥ ݊  )n عدد حقیقي . (  

∫نستنتج أن  ஶݔ݀(ݔ)݂
௔  و∫ ஶݔ݀(ݔ)݃

௔ ًمتقاربان معاً أو متباعدان معا .  

  

  :  2مثال 
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∫ناقش تقارب التكامل         eି୶మஶ
ଵ  

  الحل

ଶݔحیث  أن  	 ≥ xݔلكل	 ≥ ୶మି݁فإن 1 	 ≤ 	eି୶   ومن ذلك نصل إلى أن :  

∫ eି୶మஶ
ଵ  متقارب  إذا كان∫ eି୶మஶ

ଵ متقارب .  

  : الآن 

න ݁ି௫
ஶ

ଵ

= 	 lim
௕	→	ஶ

න݁ି௫
௕

ଵ

= 	 lim
௕→ஶ

(−݁ି௕ + 	 ݁ିଵ) =
1
݁

 

∫إذن  ݁ି௫ஶ
ଵ   متقارب  و هذا یؤدي إلى تقارب∫ ݁ି௫మஶ

ଵ  .  

  

   )5(یة نظر

(ݔ)݂إذا كانــــت  ≥ ,[a	ϵ	xلكــــل  0 b]  فإنــــه مــــن خــــواص التكامــــل المحــــدد∫ (ݔ)݂ ≥ 0௕
௔  و

  : لذلك فإن 

න ݔ݀(ݔ)݂ = 	 lim
௕→ஶ

න 	ݔ݀(ݔ)݂ ≥ 0
௕

௔

ஶ

௔
 

  :  )6(نظریة 

∫إذا كان  ஶ(ݔ)݂
௔  متقارباً فإن∫ (ݔ)݂ = 0௕

௔   .  

  البرھــان

න (ݔ)݂ = 0
௕

௔
 

  : و لكن  

න (ݔ)݂ = 0
ஶ

ஶ
= 	 lim

௔	→	ஶ
න (ݔ)݂ = 0
௔

௔
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⟹			න (ݔ)݂ = 0
ஶ

ஶ
 

  :  3مثال 

∫أحسب التكامل ݁ି∝௫ஶ
ଵ حیث∝> 0	  

  الحل

(ݔ)ܨ = 	 −
1
∝
݁ି∝௫  

  :إذن 

න ݁ି∝௫
ஶ

ଵ

ݔ݀ = 	 lim
௫→ஶ

(ݔ)ܨ] − [(1)ܨ	 = 0 − ൬−
1
∝݁

ି∝௫൰ = 	
1
∝݁

ି∝ 

   )7(نظریة 

ݔوكـــان   [∞,	ܽ]دالـــة متصـــلة علـــى  fإذا كـــان = (∝)g	دالـــة تزایدیـــة علـــى gحیـــث (ݑ)݃ =

  فإنه إذا تقارب أحد التكاملین   [∞,	∝]	

න ݑ݀(ݑ)ି݃(ݑ)݃)݂
ஶ

∝
			, න ݔ݀(ݔ)݂

ஶ

௔
 

  : فإن الآخر یكون متقارباً و یكون 

න ݔ݀(ݔ)݂ = 		න ݂൫݃(ݑ)൯݃ ◌َ
ஶ

∝

ஶ

௔
 ݑ݀(ݑ)

  :  4مثال 

∫ناقش تقارب التكامل   ୣ౮ୢ୶
ଵାଶୣ౮

ஶ
଴  

  الحل

(ݔ)݂الدالة  = 	 ௘ೣ

ଵା௘మೣ
  .   [	∞,	0]دالة متصلة على  

x=lnإذا كان   f(lnفإن   ݑ u(ln/1=و  (ݑ   ′(ݑ

  : وبذلك یكون  



]55[ 
 

න
݁௫݀ݔ

1 + ݁ଶ௫
ஶ

଴
= 	න

ݑ݀
1 + ଶݑ

ஶ

ଵ
= tanିଵන =

ஶ

ଵ

ߨ
2
−
ߨ
4

=
ߨ
4

 

  :  5 مثال

∫أحسب التكامل  x୬ஶ
଴ eି୶  

  الحل

(ݔ)ܷلنفرض أن  = 	 ݒ݀و ௡ݔ = 	 ݁ି௫  و بذلك فإن :  

ݒ = 	 −݁௫ 	ݑ݀				,	 =  ௡ିଵݔ݊		

  : الآن 

lim
௫→ஶ

(ݔ)ݒ(ݔ)ݑ = 	 lim
௫→ஶ

(௡݁ି௫ݔ−) = 	−	 lim
௫→ஶ

௡ݔ

݁௫
= 	 − lim

௫→ஶ

݊!
݁௫

= 0 

  و ذلك بتطبیق قاعدة لوبیتال 

න ݔ௡݁ି௫݀ݔ
ஶ

଴
= lim

௫→ஶ
(௡݁ି௫ݔ−) = 	 (0)ݒ(0)ݑ− = 	 −݊න ௡ିଵ݁ି௫ݔ

ஶ

଴
 ݔ݀

∫و حساب التكامل   ௡ିଵ݁ି௫ஶݔ
଴   : مرة أخرى نصل إلى  ݔ݀

න ௡ିଵ݁ି௫ݔ
ஶ

଴
ݔ݀ = ݊(݊ − 1)න ௡ିଶ݁ି௫ݔ

ஶ

଴
 ݔ݀

  : و هكذا نصل إلى أن 

න ௡݁ି௫ݔ
ஶ

଴
ݔ݀ = ݊! 

  : ملحوظة 

  . اختبار تكامل لتقارب المسلسلات یمكن استخدامه في اختیار تقارب التكامل المعتل أیضاً 

  
  

  :  6 مثال

  أدرس تقارب المسلسلة
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෍
1

݊(ln(݊))∝

ஶ

୬ୀଶ

 

  

  الحل 

න
ݔ݀

∝(ݔln)ݔ
ஶ

ଶ
= 	 lim

௕	→	ஶ
න

ݔ݀
ln)ݔ ∝(ݔ

௕

ଶ
= 	

1
(∝ 	−1)(ln 2)∝ିଵ 

≤∝إذا كان  1  

≤∝و یتباعد عندما یكون  1  .  

∑			   المسلسلة∴ ଵ
௡(୪୬(௡))∝

ஶ
୬ୀଶ تكون متقاربة عندما∝≥ ≤∝متباعدة عندما   1 1  .  
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  : خواص التكامل المعتل من النوع الثاني 

  : الدالة غیر محدودة على فترة التكامل  ) 3-2(

∫الخــواص المعطــاة هنــا علــى التكامــل  f(x, y)ୠ
ୟعنــدما یكــونx = a  خــط تقــارب عمــودي للدالــة

  : یمكن دراستها كما یلي x = a لأن الحالة الأخرى والتي یكون فیها خط التقارب عند (ݔ)݂

න f(x)dx
ୠିக

ୟ
= 	 −න f(x)dx

ୟ

ୠିக
 

∫و بالتـالي یمكـن تعمـیم الخـواص التـي تـدرس الحالـة  f(x)dxୠ
ୟ  عنـدما یكـونx = b  خـط تقـارب

  .  fعمودي للدالة 

ܽحیـث x =cعنـد  fالحالة و التي یكون فیها خط التقـارب العمـودي للدالـة  < ܿ < هـي تركیبـة ܾ
ـــك بتقســـــیم  ــة الفتـــــرة و ذلــ خطیـــــة للحـــــالتین اللتـــــان فیهـــــا خـــــط التقـــــارب العمـــــودي للدالـــــة عنـــــد نهایـــ

,	ܽ]الفترة ,	ܽ]إلى الفترتین  [ܾ ,	ܿ]و  [ܿ ܾ]  .  

  :  8نظریة 

∫إذا كــان  f(x)dxୠ
ୟ  متقاربـــاً و كـــانλ عـــدد حقیقـــي ، فـــإن التكامـــل∫ λf(x)dxୠ

ୟ  ًیكـــون متقاربـــا
  : أیضاً و یكون 

න λf(x)dx
ୠ

ୟ
= ߣ	 න f(x)dx

ୠ

ୟ
 

ــــان  ـــا إذا كـ ∫أمــ f(x)dxୠ
ୟ  ــان ــداً و كـــ λمتباعــــ ≠ ــــون  0 ــــروري أن یكــ ــن الضـ ∫فمــــ λf(x)dxୠ

ୟ 
  . متباعداً 

  البرھـــان

  : من خواص التكامل المحدد الخاصیة التالیة 

න λf(x)dx
ୠିఌ

ୟ
= ߣ	 න f(x)dx

ୠିக

ୟ
 

  : وبالتالي فإن  
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lim
க→଴

න λf(x)dx
ୠିக

ୟ
= ߣ	 න λf(x)dx

ୠିக

ୟ
 

  . من خواص النهایات ، و هذا یوضح الشق الأول من الخاصیة الأولى 

∫لبرهنة الشق الثاني نفرض أن  λf(x)dxୠ
ୟ  متقارب .  

  : اعتماداً على الشق الأول من الخاصیة نجد أن 

න f(x)dx
ୠ

ୟ
=

1
ߣ
න f(x)dx
ୠ

ୟ
 

∫و بالتالي نصل إلى أن  f(x)dxୠ
ୟ  متقارباً و لكن هذا ینافي الفرض .  

∫إذن  λf(x)dxୠ
ୟ ا كان متباعداً  كلم∫ f(x)dxୠ

ୟ  ًمتباعدا .  

  :  9نظریة 

∫إذا كان  f(x)dxୠ
ୟ  متقارباً فإن :  

න f(x)dx
ୠ

ୟ
= 	 −	න f(x)dx

ୠ

ୟ
 

∫یمكن استخدام طریقة التعویض لإیجاد التكامل  f(x)dxୠ
ୟ  و كذلك یمكن إیجـاد بطریقـة التجـزئ

  . عندما یكون متقارب 

  : لنفرض أن 

∫ f(x)dxୠ
ୟ تكامل معتل من النـوع الثـاني و لنفـرض أنx = b  خـط تقـارب عمـودي للدالـةf  علـى

[ܽ	, ∫من الواضح أن  [ܾ f(x)dxୠିఌ
ୟ  تكامل محدد .  

xإذا كان  = ܾ − ଵ
௧

  : فإن   

dx = ଵ
௧మ
ଵحیث  ݐ݀

ୠିୟ	
	 ≤ t	 ≤ ଵ

ఌ
  

  : الآن 
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න f(x)dx
ୠିக

ୟ
= න f ൬b −

1
t
൰ ൬

1
tଶ

dt൰
ୠ

ୟ
 

∫إذا كان التكامل المعتل  f(x)dxୠ
ୟ  متقارباً فإن :  

න f(x)dx
ୠ

ୟ
= 	 lim

ఌ→଴
න f(x)dx
ୠିக

ୟ
= lim

ఌ→଴
න f ൬b −

1
t
൰ ൬

1
tଶ

dt൰
ଵ
க

ଵ
ୠିୟ

 

= lim
ఌ→଴

න f ൬b −
1
t൰ ൬

1
tଶ dt൰

଴

ଵ
ୠିୟ

 

∫و هــذا یعنــي أنــه تــم تحویــل التكامــل المعتــل  f(x)dxୠ
ୟ  مــن النــوع الثــاني إلــى تكامــل مــن النــوع

الأول وواضــح أن تقــارب التكامــل المعتــل مــن النــوع الثــاني یــؤدي إلــى تقــارب التكامــل المعتــل مــن 
  . النوع الأول و الذي تم ترتیبه من التحویل 

  :  7 مثال

(ݔ)݂إذا كــان  = 	 ଵ
௫మ

(ݔ)ℎ	و = (ݔ)ℎ(ݔ)݂فــإن  ݔ = ଵ
௫

و نعلــم أن  تكــاملاً معــتلاً متقاربــاً   
  : و لكن 

න f(x)h(x)dx
ଵ

଴
= න

1
x

dx
ଵ

଴
 

  . تكاملاً معتلاً متباعداً 
یوضح هذا المثال أن حاصل ضرب دالتین قـابلیتین للتكامـل المعتـل مـن النـوع الثـاني قـد لا تكـون 

  . قابلة للتكامل المعتل من النوع الثاني 
  : اختبارات التقارب للتكاملات المعتلة )  3-3(

ـــة fلنفـــرض أن  ـــة للتكامـــل الریمـــاني علـــى أي فتـــرة جزئی ,	ܽ]دالـــة قابل ܾ − ,	ܽ]مـــن الفتـــرة [ߝ ܾ] 
εحیث >   .  x = bدالة لها خط تقارب عند  fو أن  0

∫الاختبارات التالیة توضح لنا الشروط اللازمة لكي یكون التكامل  f(x)dxୠ
ୟ  ًمتقاربا .  

  :  10نظریة 
f(x)لنفرض أن  ≥ 	ݔلكل  0 ∈ [ܽ	,ܾ]  .  
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  : حیث  Mإذا كان هناك عدد موجب 

න f(x)dx
ୠିக

ୟ
	 ≤  ܯ

εحیث  > εو  0 ∈ (0	, ܾ − ܿ)  .  

∫عندئذ یكون f(x)dxୠ
ୟ  متقارباً و یكون :  

න f(x)dx
ୠ

ୟ
= lnܾ ቎න f(x)dx

ୠିக

ୟ
∶ 	ε ∈ [0, b − c]቏ 

  البرھــان  

∫f(ε)لنفرض أن     f(x)dxୠିఌ
ୟ  

ℇଵإذا كان  	 ≥ 	 εଶ ݂فإن(ߝଵ) 	 ≥ 	f(εଶ)  وهذا یوضح أن الدالـةf دالـة تناقصـیة علـى[ܽ	, ܾ] 
  . و بالتالي یكون لهذه الدالة نهایة محدودة لأنها محدودة من أعلى 

lim
ఌ→଴

(ߝ)݂ = lnܾ ቎න f(x)dx
ୠିக

ୟ
∶ 	ε ∈ [0, b − a]቏ 

  : 8مثال 

∫أدرس تقارب     ௗ௫

(ଵି௫)
భ
మ

ଵ
଴  

  الحل

(ݔ)݂لاحظ أن الدالة  = ௗ௫

(ଵି௫)
భ
మ

,	0]دالة موجبة على  خط تقارب عمودي لهذه  x = 1و أن [1

  . الدالة 

∫ ௗ௫

(ଵି௫)
భ
మ

ଵିఌ
଴  = -2ට1 − ݔ ∫ =ଵିఌ

଴ − 2√3 + 2 ≤ 3 

∫و بالتالي یكون  ௗ௫

(ଵି௫)
భ
మ

ଵ
଴  متقارب  

 

 



]61[ 
 

  : المصادر و المراجع 

حساب التفاضل  و التكامل المؤلف فرانك إیرس و إلیون مندلسون ، الدار الدولیة  .1
طارق / ترجمة أستاذ مساعد دكتور  –للاستثمارات الثقافیة ، اختصار جورج ، هاریمینوي 

م ، 2001حسین المهدي ، كلیة الهندسة بالمطریة ، جامعة حلوان ، الطبعة الأولي عام 
 . ملخصات شوم إیزي 

م ، الدار الدولیة 1999تألیف رمضان محمد جهمیة ، الطبعة الأولة  –التحلیل الحقیقي  .2
 . للنشر  التوزیع 

م ، تألیف مواري 2004م ، الطبعة العربیة السابعة شو  –التفاضل و التكامل المتقدم  .3
  . راشبیحل 

 

 


