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  الفصل الأول 

 :المقدمه )1-1(

أدرك الریاضیون و العلماء أن كثیر من القوانین الفیزیائیه یعبر عنها بصوره أفضل بواسطة معادلات و 

 .معدلات تغیرها اللفظيلاتحتوي فحسب علي المتغیرات المجهوله و إنما أیضاً علي مشتقاتها او علي 

ولا یزال الاهتمام بالمعادلات التفاضلیه وتطبیقاتها مستمراً حتي الان و قد نتجة عن الجهود التي 

بذلت لحل مختلف الموضوعات النظریه المتعلقه بالمعادلات التفاضلیه إثراءً للتحلیل الریاضي و خاصةً 

تشاف تطبیقات جدیده للمعادلات التفاضلیه لیس في دراسة العملیات اللانهائیه و أستمر الباحثون في إك

 .العلوم الفیزیائیه فقط بل في شتي المجالات 

  :والمعادلات التفاضلیه 

إذا كانت الدوال حقیقیه في متغیر واحد فإن المشتقات , هي معادله تحتوي علي الدوال ومشتقاتها 

و توجد بعض الطرق التي تسهم في , لعادیه التي تظهر تكون مشتقه عادیه و تسمي بالمعادله التفاضلیه ا

و تحویل لابلاس نسبة لعالم الریاضیات و , حل المعادلات التفاضلیه ومن هذه الطرق طریقة لابلاس 

 .الفیزیاء الفرنسي ببیر سیمون لابلاس 

لي التحویل بصفه عامه هو أداء لتحویل الدوال والمعادلات من شكلها الاصلي إلي شكل أخر أبسط منه عو 

فتحویل لابلاس هو تحویل تكاملي عند تأثیره علي الداله یحویلها إلي داله أخري مختلفه , الاقل معروف لدینا 

تماماً عن الداله الاصلیه حیث یتم تحویل المتغیر المستقل للداله إلي متغیر أخر و بالتالي یغیر نطاق و 

 .مدى الداله الاصلیه 
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أي ان تحویل .. اً علي التكامل لذلك لابد من معرقة التكامل معرفه جیده تعتمد تحویلات لابلاس إعتماداً كلی

ویكون تحویل لابلاس فعالاً بوجه خاصه في , لابلاس معرف كتكامل علي المدى من الصفر إلي ما لانهایه 

 .حل مسائل القیمه الابتدائیه المحتویه علي معادلات تفاضلیه خطیه بمعاملات ثایته 

لحل المعادلات التفاضلیه  Dهو فئة الدوال القابله للتفاضل ویستعان بالمؤثر  Dلتفاضلي ان نطاق المؤثر ا

  .المعروف بالتحویل اللابلاسي یعطي طریقه أخري لحل المعادلات التفاضلیه  yوالمؤثر التكاملي 

 :مشكلة البحث (2-1)

المعروفه بالطرق في بعض الاحیان نجد ان هناك بعض المسائل في المعادلات التفاضلیه یصعب حلها 

  .لذلك نلجا الي طرق أخري لحل هذه المعادلات ومنها حل المعادله التفاضلیه بإستخدام تحویل لابلاس 

  :أهمیة البحث (3-1)

  تحویل لابلاس یساعد علي حل الدوال المتصله علي فترات التي یمكن الحصول علي حلولها بإستخدام

 . طرق تقلیدیه 

  عند تغیر شكل الداله الاصلیه المعقده إلي شكل أخر یكون أسهل وأبسط في التعامل معها بتحویل

ي حل لاس العكسي نحصل علو بإیجاد تحویل لاب, المعادله التفاضلیه إلي معادله جبریه یمكن حلها 

 .المعادله التفاضلیه الاصلیه

  یستخدم لابلاس في حل بعض المسائل التفاضلیه و التكاملیه و كذلك في معالجة نظریة الاحتمالات. 

  تستخدم المعادله التفاضلیه في الوسائل التحلیله المفیده لحل المشاكل الهندسیه ویكون موجب حلها

 .بواسطة لابلاس
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 عادلات التفاضلیه في فهم كثیر من الظواهر المعقده في حیاتنا الیومیه ابرزها الظاهره تساعد الم

  .الكهرومغنطیسیه 

  :أهداف البحث (4-1)

  حل المسائل التي حلها غیر متجانس. 

  تحویل لابلاس یمكن من معرفة بعض الحقائق الاساسیه عن التكاملات و خاصة التكاملات المعتله. 

 إلي معرفة المتسلسلات المتقاربه والمتباعده  یهدف تحویل لابلاس. 

  تفاضلیه خطیه ذات معاملات  بمعادلاتیساعد تحویل لابلاس في حل مسائل القیمه الابتدائیه المعطاه

 .ثابته 

  :أسئلة البحث (5-1)

 هل یساعد تحویل لابلاس في إیجاد حل المعادلات التفاضلیه بطریقه اسرع و اسهل ؟ 

  ؟هل یساعد تحویل لابلاس في التطبیقات الفیزیائیه والهندسیه و الكیمیائیه 

  :منهج البحث (6-1)

  .یستخدم الباحثون في هذا البحث المنهج الوصفي والمنهج التجریبي 

  :مصطلحات البحث (1-7)

  :المعادله التفاضلیه*

واحد أوكثر من المشتقات التفاضلیه  ݕومتغیر تابع لیكن  ݔهي علاقة تساوي بین متغیر مستقل لیكن 

  . ᇱᇱݕ,ᇱݕ
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  :تحویلات لابلاس*

  .هو تحویل تكاملي یغیر تأثیره علي الداله ویحوله إلي داله اخري مختلفه تماماً عن الداله الاصلیه 

  :الحل العام للمعادله التفاضلیه*

ᇱᇱݕ + aଵݕᇱ + aଶy =   فإن  (1)دالتین مستقلتین للمعادله  ᇱݕ,ᇱᇱݕإذا كان    (1)										0

  :رتبة المعادله*

  .هي أعلى معامل تفاضلي في المعادلة 

  :درجة المعادلة*

التفاضلیه خالیه من القوة  المعاملاتهي درجه قوه أعلي معامل تفاضلي في المعادله بشرط أن تكون جمیع 

  .الكسریه 

  :nالحل العام للمعادله التفاضلیه من الرتبه *

من الثوابت الاختیاریه وبالطبع یحقق  nهو حل یحتوي علي  nلعام لمعادلة تفاضلیه من الرتبه الحل ا 

  .المعادلة التفاضلیه 

  :الحل الخاص*

هو اي حل یحقق المعادله التفاضلیه لا یشمل علي أي ثوابت إختیاریه و قد نحصل علیه احیاناً بالتعویض 

  .محدوده عن الثوابت الاختیاریه في الحل العام بقیم 
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  الفصل الثاني 

  دلات التفاضلیة وتحویل لابلاس االمع

  :المعادلة التفاضلیة ) 2-1(

  :المعادلة التفاضلیة تعریف ) 2-1-1(

واحد أو أكثر من المشتقات  (ݔ)ݕومتغیر تابع ولیكن ݔن ة تساوي بین متغیرین مستقل ولیكهي علاق

  إي أنها علي الصورة العامة ′′y	y′التفاضلیة 

ومن هذه المعادلة تسمى معادلة تفاضلیة عادیة إذا إحتوى علي توابع ذات متغیر مستقل واحد ومستقات هذا 

لیست ( المتغیر أما جزئیة فهي تحتوي علي دوال ریاضیة لأكثر من متغیر مستقل مع مستقاتها الجزئیة 

  ).محل دراستنا 

  :رتبة المعادلة 

  .ل تفاضلي في المعادلة هي أعلي معام
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  :درجة المعادلة 

هي درجة أعلي معامل تفاضلي في المعادلة بشرط أن تكون جمیع المعادلات التفاضلیة خالیة من القوة 

  . )1(الكسریة

  :حل المعادلات التفاضلیة ) 2-1-2(

نذكر بعض منها كما درسنافي الكورسات او الفصول السابقة بعض أنواع المعادلات التفاضلیة وسوف 

  .للتذكر 

  :طریقة فصل المتغیرات /1

  :الصورة العامة لها أو نضع المعادلة علي الشكل الأتي 

F(x)	dx + g(x)dy = 0 

  ثم بعد ذلك نستخدم التكاملات المباشرة فیكون الحل 

 

  :المعادلة التفاضلیة المتجانسة / 2

  یقال أن المعادلة التفاضلیة 

,ݔ)ܯ ݔ݀	(ݐ + ܰ(ܰ, ݕ݀(ݕ = 0 
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,ܺ)ܨدالة متجانسة في نفس الدرجة علماً بأن  ܰ,ܯمتجانسة إذا كان كل من  دالة متجانسة من  (ݕ

  إذا كان  ݊الدرجة 

(ݕߣݔߣ)݂ 	= 	 ,ݔ)ƒ	ଶߣ  Єܴߣ							(ݕ

سة تكون هذه المعادلات التفاضلیة العادیة علي معادلات تفاضلیة عادیة تؤول إلي معادلات متجان/ 3

  :الصورة

ݕ݀
ݔ݀

= 	 (ܽଵݔ + ܾଵݕ + ܿଵ)/(ܽଶݔ + ܾଶݕ + ܿଶ) 

,ଵ,ܾଵܽحیث أن  ܿଵ,ܽଶ, ܾଶ, ܿଶ ثوابت  

  :المعادلات التفاضلیة التامة / 4

,ƒ(xالمعادلات التفاضلیة للدالة  y)تكون علي الصورة:  

݀ƒ(ݕ,ݔ) 	=
ݕ݀
ݔ݀

ݔ݀ + 	
݂݀
ݕ݀

 ݕ݀

  إي أن 

M(x, y)dx + w(x, y)dy = 0 

ذا كان المعادلة تامة فإنه یوجد تابع  ,U(xأنها تامة إذا كان طرفها الأیسر تفاضلاً تاماً وإ y)  

duحیث أن  = 	M(x, y)dx + w(x, y)dy.  

,u(xویكون بالتالي  y) = c  حیثc  ثابت.  
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  :المعادلات التفاضلیة الخطیة / 5

سوف نزكر علي هذه الجزئیة ونفصلها لأنها موضوع بحثنا ، والمعادلة التفاضلیة تكون خطیة إذا كان 

  .)1(المتغیر التابع ومشتقاته من المعادلة من الدرجة الأولى 

  فالصورة العامة للمعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتبة الأولى تكون

ݕ݀
ݔ݀

+ ,ݔ)ܲ (ݕ =  ݔܳ

  yوتسمى خطیة في 

  :علي الصورة  ݔعادلة من الرتبة الأولى خطیة في والم

ݔ݀
ݕ݀

+ ݔ(ݕ)ܽ =  (ݕ)ܤ

  ):1-2(تطبیق 

 :أوجد حل المعادلة  

ݔ
ݕ݀
ݔ݀

+ ݕ2 =  ଷݔ

 : الحل     

ௗ௬:نضع المعادلة علي الصورة 
ௗ௫

+ (ݔ)݌ =  1)						(ݔ)ܳ
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ௗ௬إي  أن                      
ௗ௫

+ ଶ
௫
ݕ =   (2						ଶݔ

  نجد بأن ) 1) (2(بمقارنة مع 

(ݔ)ܳ    	= (ݔ)ܲ,ଶݔ 	= ଶ
௫
 

  :نجد 

1 −නݔ݀(ݔ)݌ = න
2
ݔ
ݔ݀ =  ଶݔ݈݊

(ݔ)ܫ = ݁∫௣(௫)ௗ(௫) = ݁௟௡௫మ =  ଶݔ

2 −නݔ݀ݔܳ(ݔ)ݑ = නݔଶ ݔଶ݀ݔ = නݔସ ݔ݀ =
1
5
 ହݔ

(ݕ)ܫویكون حل المعادلة المعطاه هو  = 	 ∫ ݔ݀ܳܫ +  ܥ

xyଶاي ان = ଵ
ହ

xହ + c  

  :تفاضلیة تؤول إلي خطیة  تمعادلا/6

:معادلة برنولي  /1  

ௗ௬: تكون المعادلة علي الصورة 
ௗ௫

+ P(x) = Q(x)y୬  

݊حیث  ≠   :عدد حقیقي ، وهذه المعادلة یمكن أن تتحول إلي معادلة خطیة  nمعادلة برنولي تسمى 	0,1
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   :نجد أن ௡ݕىبالقسمة عل/ 1

௡ିݕ ௗ௬
ௗ௫

+ ௡ାଵିݕ(ݔ)݌ =     (1)					(ݔ)ܳ

௡ାଵିݕ نفرض أن / 2 =   نحصل علي  ݔثم باشتقاق الطرفین بالنسبة إلي  ݖ

ݔ݀/ݖ݀   = (−݊ + ݕ(1 −  ݔ݀/ݕ݀	݊

݊−)في  	(1)بضرب طرفي / 3 +   نجد أن Zبدلالة  yوبالتعویض عن (1

ݖ݀
ݔ݀

+ (−n + 1)p(x)z = (−n + 1)Q(x) 

n−)نضع  / 4 + 1)p(x) = p(x) ,(−n + 1)Q(x) = qx  

ௗ௭:  نضع المعادلة في الصورة 
ௗ௫

+ p(x)z = q(x)  

  ݖوهي معادلة تفاضلیة خطیة في 

ݖ(ݔ)ܫحل المعادلة هو / 5 = ∫ ݔ݀(ݔ)ݍ(ݔ)ܫ + ܿ 

ܼثم استبدال / 6 = ܻି௡ାଵ  

௡ାଵିݕ(ݔ)ܫ = නݔ݀(ݔ)ݍ(ݔ)ܫ + ܿ 

(ݔ)ܫحیث أن = ݁∫௣(௫)ௗ௫  

 :)2-2(تطبیق

dy + zxydx = xeି୶మyଷdx 
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  : الحل 

  یمكن وضع المعادلة علي الصورة 

  ..برنولي وهي معادلة 

  ينحصل عل  ଷିݕوبالضرب في 

ଷିݕ
ݕ݀
ݔ݀

+ ଶିݕݔ2 =  (1)										௫మି݁ݔ

ଶିݕبوضع   =   نجد أن  ݖ

ଷିݕ2−  ௗ௬
ௗ௫

= 		 ௗ௭
ௗ௫

 

  :فیكون zبدلالة yوبالتعویض عن 2−في    (1)نضرب المعادلة 

ݖ݀
ݔ݀

− ݖݔ4 =  ௫మି݁ݔ2

 :وهي معادلة خطیة علي الصورة 

ݖ݀
ݔ݀

+ ݖ(ݔ)݌ =  (ݔ)ݍ

(ݔ)݌ = (ݔ)ݍ,			ݔ4− =  ௫మି݁ݔ2

නݔ݀(ݔ)݌ =  ଶݔ2−
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∫فیكون (ݔ)ܫ ݔ݀(ݔ)ݍ = ∫ ݁ିଶ௫
మ ൫−2ି݁ݔ௫మ൯݀ݔ  

−2නି݁ݔଷ௫మ ݔ݀ =
1
3
݁ିଷ௫మ 

 حل المعادلة علي الصورة

ݖ(ݔ)ܫ = න(ݔ)ݑ ݔ݀(ݔ)ݍ + ܿ 

ݖଶ௫మି݁أن اي = ଵ
ଷ
݁ିଷ௫మ + ܿ  

zن وحیث ا =   فیكون  ଶିݕ

݁ିଶ௫మିݕଶ =
1
3
݁ିଷ௫మ + ଶିݕ௫మ݁او					ܿ =

1
3
ܿ݁ଷ௫మ 

  :)3-2(تطبیق

  :أو جد الحل العام للمعادلة التفاضلیة  

ݕ݀
ݔ݀

− ൤1 +
1
ݔ
൨ ݕ = −2݁௫ݕଶ 

  :الحل 

  ଶିݕالمعادلة المعطاه في صورة برنولي والضرب في 

ଶିݕنحصل  ௗ௬
ௗ௫
− ቂ1 + ଵ

௫
ቃ ଵିݕ = −2݁௫ 
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ଵିݕنضع  =   ଶିݕفیكون  ݖ

ଶିݕ- ௗ௬
ௗ௫

= ௗ௭
ௗ௫

  

  :تصبح المعادلة علي الصورة  Zبدلالة  yبالتعویض عن  (1-)وبضرب المعادلة في 

  وهي معادلة خطیة الصورة 

(ݔ)ܩحیث         = 	2݁௫(ݔ)݌ = 1 + ଵ
௫

  

∫فیكون  ݔ݀(ݔ)݌ = ∫[1 + ଵ
௫

]dx = x + lnx 

(ݔ)ܫ = ݁௫ା௟௡௫ = ௫݁ݔ  

ݑ			جزئةتبالتكامل ال = 																			ݔ2 ݒ݀ = ݁ଶ௫݀ݔ  
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ଷݔ:في الحل العام للمعادلة  ௫
௫௬ିଵ

= − ଵ
ସ
ସݔ + ܿ									 

ݕݔ − 1 =
ସݔ4

4ܿ − ସݔ
ݕݔ ⟹ ݕ =

ଷݔ4

4ܿ − ସݔ
+

1
ݔ

 

  :ي ریكاتمعادلة / 2

ௗ௬تأخذ معادلة الصورة
ௗ௫

= ଶݕ(ݔ)݌ + ݕ(ݔ)ܳ +   (ݔ)ܴ

,Pحیث  Q, R  دوال فيX  فقط  

ونجد أن معادلة ریكاتي أعم من معادلة برنولي والمعادلة الخطیة ،ولإیجاد حل معادلة ریكاتي لابد من أن 

ଵݕحیث  Y1كن لینعلم حلا خاص و  =   ଵ(x)ݕ

ݕویكون الحل العام لمعادلة ریكاتي باستخدام التعویض  = ଵݕ + ଵ
௭

  

ݕ݀
ݔ݀

=
ଵݕ݀
ݔ݀

−
1
ଶݖ
ݖ݀
ݔ݀

 

ௗ௬భوبتعویض المعادلة 
ௗ௫

− ଵ
௭మ

ௗ௭
ௗ௫

= (ݔ)݌ ቂݕଵ + ଵ
௭
ቃ
ଶ

+ (ݔ)ܳ ቂݕଵ + ଵ
௭
ቃ +  (ݔ)ܴ

ଵݕ݀
ݔ݀

−
1
ଶݖ
ݖ݀
ݔ݀

= ଵଶݕ(ݔ)݌ + ଵݕ(ݔ)݌2
1
ݖ

+ (ݔ)݌
1
ଶݖ

+ ଵݕ(ݔ)ܳ + (ݔ)ܳ
1
ݖ

 

  :حلاً خاصاً للمعادلة فإن  ૚࢟حیث أن 

1
ଶݖ
ݖ݀
ݔ݀

= ଵݕ(ݔ)݌2
1
ݖ

+ (ݔ)݌
1
ଶݖ

+ (ݔ)ܳ
1
 ݖ
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  نحصل علي  ଶݖوبالضرب علي 

ݖ݀
ݔ݀

+ ݖଵݕ(ݔ)݌2) + ݖ(ݔ)ܳ =  (ݔ)݌−

 ݖوهي معادلة خطیة في 

  :)4-2( تطبیق

  له أوجد الحل العام للمعاد

ݕ				حیث  = ଵ
௫

  حل خاص لها 

  الحل 

ௗ௬بوضع المعادلة علي الصورة
ௗ௫

= ଶݕ + ଵ
௫
ݕ − ଷ

௫మ
  

ௗ௬يتوهي معادلة ریكا
ௗ௫

= ଶݕ(ݔ)݌ + ݕ(ݔ)ܳ +   (ݔ)ܴ

 :التي تتحول إلي لمعادلة الخطیة

ݖ݀
ݔ݀

+ ଵݕ(ݔ)݌ + ݖ(ݔ)ܳ =  (ݔ)݌−

(ݔ)݌حیث = (ݔ)ܳ																1 = ଵ
௫
ଵݕ = ଵ

௫		
  

ௗ௭إي أن 
ௗ௫

+ ቂଶ
௫

+ ଵ
௫
ቃ ݖ = −1  
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ݕحیث = ଵ
௫

+ ଵ
௭

  

ௗ௭خطیة علي الصورةوهي معادلة 
ௗ௫

+ ଷ
௫
ݖ = −1		  

(ݔ)ݍ = (ݔ)݌ 1− = ଷ
௫
 

න(ݔ)݀(ݔ)݌ = න
3
ݔ
ݔ݀ =  ଷݔ݈݊

(ݔ))ܫفإن وبالتالی = ݁୪୬ ௫య =  ଷݔ

∫وبذلك نحصل علي (ݔ)݀(ݔ)ݍ(ݔ)ܫ = ଷݔ−∫ ݔ݀ = ଵ
ସ
 ସݔ

ݖଷݔ:إي أن حل المعادلة المعطاه هو  = − ଵ
ସ
ସݔ + ܿ  

ݕحیث أن     = ଵ
௫

+ ଵ
௭

  

ݖܫحل المعادلة = ∫ ݔ݀ݍܫ + ܿ 

  :إي أن

ݖଶ௫݁ݔ  = ݁ଶ௫ ቂݔ − ଵ
ଶ
ቃ + ܿ 

ݖحیث أن  ≠   ଵିݕ

௫في الحل العام 
௬
݁௫ = ݁ଶ௫ ቂݔ − ଵ

ଶ
ቃ + ܿ  
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  :)5-2(تطبیق

  :أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة 

ଶݔ2
ݕ݀
ݔ݀

= ݔ) − ଶݕ)(1 − (ଶݔ +  ݕݔ2

ݕحیث  =   حل خاص لها ݔ

  :الحل 

ݕبالتحقیق نجد أن  = ݕحلاً للمعادلة في نفترض أن ݔ = ݔ + ଵ
ଶ

 

ݕ݀
ݔ݀

= 1 −
1
ଶݖ
ݖ݀
ݔ݀

 

  :حیث أن المعادلة معادلة ریكاتي في التعویض في المعادلة نجد أن 

ଶݔ2 ൤2 − ଶݖ
ݖ݀
ݔ݀
൨ = ݔ) − 1) ቈ൬ݔ +

1
ݖ
൰
ଶ

− ଶ቉ݔ + ݔ)ݔ2 +
1
ݖ

) 

ଶݔ2 − 2
ଶݔ

ଶݖ
ݖ݀
ݔ݀

= ݔ) − 1) ൤
ݔ2
ݖ

+
1
ଶݖ
൨ + ଶݔ2 +

ݔ2
ݔ

 

ଶݔ2 − 2
ଶݔ

ଶݖ
ݖ݀
ݔ݀

= 2
ଶݔ

ݖ
+
ݔ
ଶݖ
−

ݔ2
ݖ
−

1
ଶݖ

+
ݔ2
ݖ

 

ݖ݀
ݔ݀

= ݖ− −
1

ݔ2
+

1
ଶݔ2
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ݖ݀
ݔ݀

+ ݖ =
1

ଶݔ2
−

1
ݔ2

 

ௗ௭:وهي معادلة خطیة علي الصورة 
ௗ௫

+ ݖ(ݔ)݌ =  (ݔ)ݍ

(ݔ)݌		 = (ݔ)ݍ																	1 =
1
2

[
1
ଶݔ

−
1
ݔ

] 

නݔ݀(ݔ)݌ = ݔ ⟹ (ݔ)ܫ = ݁௫  

නݔ݀(ݔ)ݍ(ݔ)ܫ =
1
2

[
݁௫

ଶݔ
−
݁௫

ݔ
 ݔ݀[

∫توجد     ௘ೣ

௫
  بالتجزئة ݔ݀

ݒ,  = ݁௫  , ݀ݑ = ଵ
௫మ
ݒ݀ ݔ݀ = ݁௫ , ݑ = ଵ

௫
 

න(ݔ)݀(ݔ)ݍ(ݔ)ܫ =
1
2

[න
݁௫

ଶݔ
ݔ݀ −

݁௫

ݔ
− න

݁௫

ଶݔ
 [ݔ݀

= −
1
2
݁௫

ݔ
 

  إي أن حل المعادلة علي الصورة 

= න ݔ݀(ݔ)ݍ(ݔ)1 + ܿ 

݁௫ݖ = −
1
2
݁௫

ݔ
+ ܿ 

ݕ = ݔ +
1
ݖ
⟹

1
ݖ

= ݕ − ݔ ⟹ ݖ =
1

ݕ − ݔ
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  1:(1)إي أن الحل العام للمعادلة یكون 

݁௫

ݕ − ݔ
=

1
2
݁௫

ݔ
+ ܿ 

  تحویل لابلاس ) 2-2(

  :تعریفات ) 2-2-1(

تكاملي عند تأثیره علي الدالة یحولها إلي دالة أخرى مختلفة تماماً عن الدالة  هو تحویل: تحویل لابلاس / 1

  .الأصلیة 

تحویل لابلاس یعني تحویل المتغیر المستقل للدالة الأصلیة إلي المتغیر آخر وبالتالي یتغیر نطاق و / 2

  .ومدى الدالة الأصلیة 

  .أسهل و بسط أیحول شكل المقعد إلي شكل اخر  /3

  ƒ(t):ویرمز له بالرمز  )t(ویل لابلاس للدالة یعرف تح/ 4

 :علي أنه

ویحولها إلي دالة أخرى  ƒ(t)من التعریف السابق نستنتج أن تحویل لابلاس ماهو إلا مؤشر تكاملي للدالة / 5

ƒ(s)  وأیضاً هو مؤشر تكاملي متصل ومؤشر تقاربي.  

                                                             
  . 90-86ص  –المرجع السابق  –د حسن مصطفى العویضي .أ -1
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  .)1( علي المدى من العنصر إلیها لانهایة هو تحویل معرف كتامل/ 6

  :خواص تحویلات لابلاس ) 2-2-2(

  :لتحویل لابلاس الخصائص التالیة حیث نفرض أن 

ƒ(ݏ) = [ƒ(ݐ)] 

 

  الخاصیه الخطیة/ 1

ℒ[ܿଵ + (ݐ)݂ + ܿଶ݃(ݐ)] = ܿଵℒ(ݐ) + ܿଶℒ[݃(ݐ)] = ܿଵ݂(ݔ) + ܿଶ(ݔ)ܩ 

 

  : )6-2(تطیبق 

  :أوجد تحویل لابلاس للدالة الأتیة 

  :الحل

ℒ[3 sin ݐ5 − 2 cos [ݐ4 = ख[3 sin [ݐ5 − ख[2 cos  [ݐ4

= 3ख	[݊݅ݏ [ݐ5 − 2ख	[ܿݏ݋  [ݐ2

= −
25

ݏ + 16
=

15
ଶݏ + 25

 

                                                             
  . 58ص - 2007 1ط –القاھرة دار النشر بالجامعات  –المعادلات التفاضلیة العادیة وتحویلات لابلاس  –أمیل صبحي سعد شكر الله . د -1
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  " :الإزاحة "خاصیة الانتقال الأول / 2

ख[݁௔௧݂(ݐ)] = ݏ)݂ − ܽ) 

 

  ):7- 2(تطبیق 

 ௞௧݁أوجد التحویل لابلاس للدالة  

= ℒ[݂(ݐ)] = න ݁ି௦௧ƒ(ݐ)݀ݐ
ஶ

଴
 

(ݐ)ƒبما أن  = ݁௞௧ 

= ℒ[݁௞௧] = න (݁ି௦௧)(݁௞௧)݀ݐ
ஶ

଴
 

  ℒ[݁௞௧] = ∫ ݁ି(௦ି௞)݀ݐ = [௘
ష(ೞషೖ)೟

ି(௦ି௞)
]଴ஶ

ஶ
଴  

=
ܱ

ݏ)− − ݇)
+

݁଴

ݏ − ݇
=

1
ݏ − ݇

 

ℒ[݁ି௞௧] =
1

ݏ + ݇
 

  هو ثابت  kحیث ان 
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  :خاصیة الانتقال الثاني / 3

(ݐ)݃ = ൤ ݐ)݂ − ݐ			,(ܽ > ܽ
ݐ															,0 < ܽ								 

 

:فإن  

ℒ[݃(ݐ)] = ݁ି௔௦݂(ݏ) 

(ݔ)݂ = ቂ 0				ݔ < ݔ < 4
ݔ				6 > 4																	 

ℒ[݂(ݔ)] = න ݁ି௦௫
ஶ

଴
ݔ݀(ݔ)݂ = න ݁ି௦௫

ସ

଴
ݔ݀ݔ + න ݁ି௦௫

ஶ

ସ
 ݔ6݀

= ൤
௫ି݁ݔ−

ݏ
−
݁ି௦௫

ଶݏ
൨
଴

ସ

− ൤
6݁ି௦௫

ݏ
൨
ସ

ஶ

 

=
2
ݏ
݁ିସ௦ −

݁ିସ௦

ଶݏ
−

1
ଶݏ

 

  :خاصیة تغیر المقیاس / 4

   ℒ[݂(ܽݐ)] = ଵ
௔
݂(௦

௔
) 

න(ܽݐ)[݂(ݐ)] = න ݁ି௦௧
ஶ

଴

ݐ݀(ݐ)݂ =  (ݏ)݂

ℒ[݂ܽݐ] = න ݁ି௦௧݂ܽ(ݐ)݀ݐ
ஶ

଴
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ܷ = ݐ				ݐܽ = 0 → ݑ݀			∞ = ݑ				ݐ݀ܽ = 0 → ∞ 

 ℒ[݂(ܽ. [(ݐ = ∫ ݁
షೞ
ೌ ௨ஶ

଴ (ݑ)݂ ௗ௨
௔

 

=
1
ܽ
න ݁

షೞ
ೌ ௨

ஶ

଴

 ݑ݀(ݑ)݂

 

 ࢔࢚خاصیة الضرب معامل / 6

(ݏ)݂ = ℒ[݂(ݐ)] = න (ݐ)݂
ஶ

଴

݁ି௦௧݀ݐ 

ℒ[ݐ௡݂(ݐ)] = (−1)௡
݀
௡ݏ݀

 (ݏ)݂

n = 1,2,3…….. 

:)8-2(تطبیق  

  :تحویل لابلاس للدالة أو 

(ݐ)ݖ =  ଶ݁ିଷ௧ݐ

 الحل

 ذناخ

ℒ[ݐ௡݂(ݐ)] = (−1)௡
݀௡

௡ݏ݀
[ℒ[݁ିଷ௧]݂(ݐ) = ݁ିଷ௧ 
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݊ = 2 

݀ଶ

ଶݏ݀
[

1
ݏ + 3

] 

݀
ݏ݀

=
−1

ݏ) + 3)ଶ
=

2
ݏ) + 3)ଷ

 

 

 

  ܜخاصیة القسمة علي/ 6

ℒ ൤
(ݐ)݂
ݐ
൨ = න (ݏ)݂

ஶ

௙

 ݏ݀

ݏ	دمانالسلوك ع → ∞			  

lim
௦→ஶ

(ݏ)݂ = 0 

:)9-2(تطبیق  

ℒ:    وجدأ ቂୱ୧୬௧
௧
ቃ 

  :الحل

ℒ[sin [ݐܽ =
1

ଶݏ + 1
 

lim௧→଺وبما أن نهایة  ቂ
௦௜௡௧
௧
ቃ =   نهایة هي حقیقیة وموجوده وبتطبیقإي أن ال 1
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ℒ ൤
sin ݐ
ݐ
൨ = න

ݑ݀
ଶݑ + 1

= [tanିଵ ௦ஶ[ݑ = tanିଵ
1
ݏ

ஶ

௦
 

  : )1(خاصیة تحویل التكامل/ 7

ℒ ቈන ݑ݀(ݑ)݂)
ଵ

଴
቉ = ܨ

(ݏ)
ݏ

 

  :)10-2(تطبیق

  :أوجد 

ℒ ቈන sin ݑ݀ݑ2
૚

૙
቉ 

 :الحل

  : بما أن

ℒ[sin [ݑ݀ݑ2 =
2

ଶݏ + 4
 

  :فیكون 

ℒ[නݑ݀ݑ2݊݅ݏ] =
2

ଶݏ)ݏ + 4)

ଵ

଴

 

 

 

                                                             
  ).97-94( – 91- 90ص – 1ط –دار النشر مصر العربیة  –محمد ریاض .أمجد شحادة  م.د -1
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  :خاصیة تحویل المشتقة / 8

  :بالنسبة للمشتقة الأولى 

ݐوذو رتبة أسیة لجمیع  [ܰ,0]متصل علي  (ݐ)݂إذا كان  > ذا ݊   متصلة علي أجزاء  (ݐ)݂وإ

[0, N] فإن:  

ख[݂(ݐ)] = (ݏ)݂ݏ − ݂(0) 

 

  : )11- 2(تطبیق 

  جد تحویل لابلاس للدالة الأتیة بواسطة المشتقات 

(ݐ)݂ = ݁ଶ௧							,݂((ݐ) = ݁ଶ௧, ݂ᇱ(ݔ) = 2݁ଶ௧ ⇨ ܽ = 2 

ख[݂ᇱ(ݐ)] = (ݐ)݂]ℒݏ − ݂(0) 

ख[2݁ଶ௧ = ℒ[݁ଶ௧]ݏ − ݂(0) 

2ख[݁ଶ௧] − ख[݁ଶ௧]ݏ = −1 

ℒ[݁ଶ௧](2 − (ݏ = −1	 

ℒ[݁ଶ௧] =
−1

2 − ݏ
=

1
ݏ − 2

 

[(ݐ)݂]ℒ:والمشتقة الثانیة  = (ݏ)ଶ݂ݏ − (0)݂ݏ − ݂′(0) 
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  :)12-2(تطبیق

  :)1(جد تحویل لابلاس للدالة التالیة 

(ݐ)݃ = ݐܽݏ݋ܿ ⇨ ݃ᇱ(ݐ) =  ݐܽ݊݅ݏܽ−

ℒ[݃ᇱᇱ(ݔ)] = −ܽଶܿݐܽݏ݋ 

[ℒ[݃ᇱᇱ(ݐ)] = [ݐܽݏ݋ܿ]ଶखݏ − (0ݏ݋ܿ)ݏ − (− asin(0)) 

−ܽଶℒܿݐܽݏ݋ = [ݐܽݏ݋ܿ]ଶखݏ −  ݏ

ℒ[cos ଶݏ)[ݐܽ + ܽଶ) =  	ݏ

ℒ[cosܽݐ] =
ݏ

ଶݏ + ܽଶ
 

  :تحویل لابلاس العكسي ) 2-2-3(

  :تعریف 

  ℒر التكاملي علي أنه مؤثر عكسي للمؤث ℒିଵویرمز له بالرمز f(s)یعرف تحویل لابلاس العكسي للدالة 

  ℒିଵفإن المؤثر العكسي f(s)فحولها إلي الدالة  f(t)علي الدالة ℒرفإذا أثر المؤث

  -:إي أن  f(t)فیحولها إلي شكلها الأصلي  f(s)ر علي الدالة ؤثی

ℒ(݂(ݐ) = (ݐ)݂ ⇔ ℒିଵ(݂(ݏ)) =  (ݐ)݂

 

 

                                                             
  .130-129ص –م 1982الطبعة العربیة  –دار ماكجروھیل للنشر مصر  –الریاضیات المتقدمة  للھندسین والمعلین  –شبیجیل .واري رم -1
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  :خواص تحویل لابلاس العكسي 

  :وتحویل لابلاس العكسي لـ  (ݐ)݂، (ݐ)݃للدالتین  (ݐ)ℒ(݃)  ،(ℒ݂في حالة وجود كل من تحویلات  

 ((ݏ)݂)ℒିଵو(ݏ)ܩℒିଵ:   ، فإن  

(1)						ℒ((݂(ݐ) + ((ݐ)݃ = ℒ(݂(ݐ)) + ℒ(݃(ݐ)) = (ݏ)݂ +  (ݏ)ܩ

(2)																															ℒ(݂ܽ(ݐ)) = ܽℒ൫݂(ݏ)൯ =  (ݏ)݂ܽ

(3)ℒିଵ(݂(ݏ) + ((ݏ)ܩ = ℒିଵ(݂(ݏ)) + ℒିଵ((ݏ)ܩ) 

= (ݐ)݂ +  (ݐ)݃

(4)ℒିଵ(݂ܽ(ݏ) = ܽℒିଵ(݂(ݏ)) =  (ݐ)݂ܽ

  :الشرط الكافي لوجود تحویل لابلاس / 5

  :متصلة علي فترات أو متقطعة الأتصال علي كل فترة محدودة  (ݐ)݂إذا كانت الدالة 

[0		,ܾ]; ܾ > 0 

  :وكان 

|(ݐ)݂| ≤ ݐ	∀		஻௧݁ܥ ≥  ଴ݐ

  وذلك فإن لكل  ((ݐ)݂)ℒل لابلاس یتحو  (ݐ)݂یوجد للدالة  هنثوابت فإ ଴ݐ،	ܤ،	ܥحیث أن

S > ܾ .  
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,0]ولكن لیس بالضرورة أن تكون للدالة متصلة علي فترة محمدة  b] وذلك لأن هذه الدالة تعطي قیمة

tلانهائیة عند = 0 .  

: )13-2(تطبیق  

(ݐ)݂ =
1
ݐ√

 

  :الحل

න
1
ݐ√

௕

଴
ݐ݀ = lim

௔→଴
න ଶିݐ = ௔ݐ√2

௕௕

௔
 

lim
௔→଴

ൣ2√ܾ − 2√ܽ൧ = 2√ܾ 

 :تحویل لابلاس لهذه الدالة هو 

ℒ ൬
1
ݐ√
൰ = න

1
ݐ√
݁ି௦௧݀ݐ = න ିݐ

భ
మ

ஶ

଴

ஶ

଴

݁ି௦௧݀ݐ 

  :لإجراء هذا التكامل نستخدم التكامل بالتعویض 

ݐݏ = 		ݕ ⇨ ݐ =
ݕ
ݏ

, ݐ݀ =
ݕ݀
ݏ

 

ℒ ൬
1
ݐ√
൰ = ିݏ

భ
మන ିݕ

భ
మ݁ି௬ =

1
ݏ√

Γ(
1
2

)
ஶ

଴

 

  یعني دالة جاما الذي درسناه مسبقا وبما أن دالة جاما تعرف علي أنها التكامل المعتل أو الشاذ  Γوهذا الرمز 
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Γ(ݔ) = න ;ݕ௫ିଵ݁ି௬݀ݕ Γ(
1
2

) = ߎ√
ஶ

௢

 

ℒ ൬
1
ݐ√
൰ =

1
ݏ√

ߎ√ = ඨ
ߎ
ݏ
	 ; ݏ > 0 

  :)14-2(تطبیق

  :أوجد تحویل لابلاس العكسي للدالة التالیة

ℒିଵ ቈ
݁ି଻௦

ݏ5 + 6
቉ 

 :الحل

ℒିଵ ቈ
݁ି଻௦

ݏ5 + 6
቉ = ݁ି଻௦݂(ݏ)							;݂(ݏ) =

1
ݏ5 + 6

 

ܽ = 7 

ℒିଵ ቈ
݁ିଶ௦

ݏ5 + 6
቉ = ݐ)ݓ − ݐ)݂(7 − 7) 

(ݐ)݂ = ℒିଵ(݂(ݏ)) = ℒିଵ[
1

ݏ5 + 6
] 

=
1
5
ℒିଵ ቎

1

ݏ + ଺
ହ

቏ =
1
5
ℒିଵ ቎

1

ݏ − (ି଺
ହ

)
቏ =

1
5
݁ି

ల
ఱ௧ 

ݐ)݂ − 7) =
1
5
݁ି

ల
ఱ(௧ି଻) 
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ℒିଵ ቈ
݁ି଻௦

ݏ5 + 6
቉ = ݐ)ݓ − 7)݁ି

ల
ఱ(௧ି଻) 

  :)15-2(تطبیق

  :أو جد تحویل لابلاس العكسي للدالة التالیة 

ℒିଵ ቈ
ݏ3−) + 2)݁ିଶ௦

ଶݏ − ݏ2 + 6
቉ 

  :الحل 

ℒିଵ[݁ିଶ௦݂(ݏ)] = ݐ)ݓ − ݐ)݂(2 − 2) 

  :حیث 

(ݐ)݂ = ℒିଵ ቈ
ݏ3−) + 2)
ଶݏ − ݏ2 + 6

቉ = ℒିଵ ቈ
ݏ)3− − 1) − 1
ݏ) − 1)ଶ + 5

቉ 

= −3݁௧ℒିଵ ቂ
ݏ

ଶݏ + 5
ቃ −

1
√5

݁௧ℒିଵ ቈ
√5

ଶݏ + 5
቉ 

= ቈ−3݁௧ cos√5	ݐ −
݁௧

√5
sin√5 ݐ)ݐ − 2)቉ 

ℒିଵ ቈ
ݏ3−) + 2)݁ିଶହ

ଶݏ − ݏ2 + 6
቉ = ݁௧ିଶݐ)ݓ − 2) 
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= ൤−3 cos(√5 ݐ) − 2)) −
1
√5

sin ቀ√5(ݐ − 2)ቁ൨ 1 

  الثالثالفصل     

  -:مقدمة )  3-1(

 عادلات التفاضلیة العادیة من الرتبة الاولى و تحویل لابلاس ومعكوساتهمفي الفصل السابق تحدثنا عن ال

وان تحویل لابلاس ذات فائدة كبیرة وخاصة في حل المعادلات التفاضلیة ذات المعاملات الثابته معالشروط 

وبالحل نحصل على ,تحویل لابلاس للمعادلة المطلوبةالابتدائیه المرافقة وهذا یؤدي الي معادلة جبریة في 

  .بتحویل لابلاس ثم اجراء التحویل العكسي وبذلك نحصل على الحل المطلو 

 وفي هذا الفصل سوف نتحدث عن المعادلات التفاضلیة من رتب علیا مع وجود بعض الطرق المساعدة

  .في حلها مثل طریقة المؤثر وطریقة البارامترات وبعض النظریات

  -:المعادلات التفاضلیة من الرتبة النونیة)3-2(

  :اتتعریف) 3-2-1(

 فان المعادلة التفاضلیة من الرتبة النونیة یمكن وضعها (݊)ݕیرمزللمشتة النونیة   ௡ݕاذا كان   

,ݔ)ܨالشكل  ,ݕ ,ᇱᇱݕ,ᇱݕ … … . (௡)ݕ, =   .هو الحل الذى نبخث عنه  (݊)ݕحیث  0

  -:تعریف الحل العام 

ᇱ′ݕاذا كان  + ܽଵݕᇱ + ܽଶݕ = 0 − −− − −− − ,ଵݕو  1)   حلین مستقلین  ଶݕ

ݕفان ) 1(للمعادلة = ܿଵݕଵ + ܿଶݕଶ ܿحیث  ) 1(یمثل الحل العام للمعادلةଵ,cଶ ثابتین اختیاریین.  

  - " :الرتبة النونیة "المعادلات التفاضلیة الخطیة من الرتب العلیا 

                                                             
  .220-209ص –المرجع السابق  –د امیل صبحي سعد شكر الله .أ  -1
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  :تكون المعادلة خطیة من الرتبة النونیة اذا امكن وضعها على الشكل الاتي

y(୬) + p୬ିଵ(x)y(୬ିଵ) + p୬ିଶ(x)y(୬ିଶ) + ⋯… … + ᇱݕଵ݌ + ݕ(ݔ)଴݌ = ;(ݔ)݂ ݔ ∈  ܫ

  سمیت  ݔغیر صفریة على الاقل لقیمة واحده من قیم المتغیر المستقل    (ݔ)݂وكذلك اذا كانت الدالة 

  .معادلة غیر متجانسة 

  .سمیت معادلة متجانسة  ܫفي الفترة   ݔصفریة لجمیع قیم المتغیر المستقل     (ݔ)݂اما اذا كانت الدالة 

  - :من الرتب العلیا وتكون على الصورة الاتیة حل المعادلة التفاضلیة الخطیة المتجانسة 

ܽ଴y୬ + aଵy୬ିଵ + aଶy୬ିଶ + ⋯… … . +a୬ିଵyᇱ + a୬ = 0 
 

ݕنفرض ان  = ݁஛୶   فتكون المعادلة المساعدة هي,حلا للمعادلة المعطاه:  

଴λ୬ܽوالتى نحصل منها على الجذور + aଵλ୬ିଵ + ⋯… … . a୬ିଵλ + a୬ = 0  

λଵ, λଶ, λଷ, … … … , λ௡ 

  :بین تلك الجذور  ونحصل على الحلول المختلفة حسب العلاقة

λଵاذا كانت - 1 ≠ λଶ ≠ λଷ ≠ ⋯… … .≠ λ௡    ) اعدادا حقیقیة(  

  -:فان الحل العام هو

  من المرات  ܭاذا كانت جمیع الجذور حقیقیة وواحد من الجذور مكرر - 2
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λଵالحل العام یكون  = λଶ = ⋯… … = ௞ߣ , ௞ାଵߣ ≠ ⋯… . .≠  ௡ߣ

ݕ = [ܿଵ + ܿଶݔ + ܿଷݔଶ + ⋯… … + ܿ௞ݔ௞ିଵ]݁ఒ௫ + ܿ௞݁ఒ(௞ାଵ)௫ + ⋯… … + ܿ௡ݔఒ௡௫ 

  -:اذا كانت الجذور اعداد تخیلیة- 3

ݕ = ଵߣ = ଶߣ = ଷߣ =∝  ܤ݅+

λସفانه    یوجد  = λହ = λ଺ =∝   ویكون الحل العام الناظر لتلك الجذور    ܤ݅−

ݕ = ݁∝௫[(ܿଵ + ܿଶݔ + ܿଷݔଶ) cosݔܤ + (ܿସ + ܿହݔ + ܿ଺ݔଶ) sinݔܤ] 

  - :المعادلات الخطیة المتجانسة) 3-2(

  :)1-3(تطبیق

  - :اوجد الحل العام للمعادلة

ᇱᇱݕ + ݕ9 = 0 

  :الحل

Aفي هذه الحالة نجد ان  = 0			, B =   :وبالتالي فان المعادلة الممیزة هي   9

ଶߣ + 9 = 0		, ,ଵߣ ଶߣ = 0 ± 3݅ 

  الجذران تخیلیان..: 

(ݔ)௖ݕ = ݁଴(௫)(ܿଵ cos(3ݔ) + ܿଶ sin(3ݔ)) 

= ܿଵ cos(3ݔ) + ܿଶ sin(3ݔ) 
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ଵୀߣاما اذا كان الجذران حقیقیان  − 3									,									λଶ = +3 

  :فان

yୡ(ݔ) = ܿଵeିଷ୶ + cଶeଷ୶ 

  :)2-3(تطبیق

  - :اوجد الحل العام للمعادلة

(ସ)ݕ + 3y(ଷ) − 16yᇱᇱ + 12yᇱ = 0 

  :الحل

 :المعادلة  الممیزة هي  

λସ + 3λଷ − 16λଶ + ߣ12 = 0 

ଷߣ)ߣ + ଶߣ3 − ߣ16 + 12) = 0 

ߣ)ߣبالتحلیل نجد ان − ߣ)(1 − ߣ)(2 + 6) = 0 

  

ଵߣالجذور الاربعة هي   = 0, λଶ = 1, λଷ = 2, λସ = −6  

  :الحل العام هو

(ݔ)௚ݕ = ܿଵ + ܿଶ݁௫ + ܿଷ݁ଶ௫ + ܿସ݁ି଺௫ 
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    - :المعادلات الخطیة غیر المتجانسة )3-3(

  :وتكون على الصورة الاتیة   

n଴y୬ + aଵy୬ିଵ + ⋯… … ܽ௡ିଵݕ + ܽ௡ = ଴ܽ(ݔ)݂ ≠ 0 

  :)4-3(تطبیق

  :اوجد حل المعادلة

y(ଷ) + 2yᇱᇱ − ᇱݕ3 = 4݁௫ − 3 cos(2ݔ) 

  :الحل

  :المعادلة الممیزة هي

λଷ + 2λଶ − λ = 0 

λ(ߣଶ + ߣ2 − 1) = 0 

λଵ:الجذور هي  = 0		, λଶ = −1 + √2		, ଷߣ = −1 − √2 

ୡݕ     -:الحل العام هو = cଵ + cଶe൫ି`ା√ଶ൯୶ + cଷe൫ିଵି√ଶ൯୶ 

  ویمكن الحصول على الحل الخاص باستخدام طریقة المقارنة للمعاملات ونفرض الحل الخاص على الشكل

(ݔ)௣ݕ = ௫݁ܣ + ܤ cos(2ݔ) + ܥ sin(2ݔ) 

  - :وبالتفاضل نحصل على 

(ݔ)௣′ݕ = ௫݁ܣ − ܤ2 sin(2ݔ) + ܥ2 cos(2ݔ) 
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(ݔ)௣′′ݕ = ௫݁ܣ − ܤ4 cos(2ݔ) − 4 sin(2ݔ) 

(ݔ)௣′′′ݕ = ௫݁ܣ + ܤ8 sin(2ݔ) − ܥ8 cos(2ݔ) 

,	௣′ݕبالتعویض عن  ,	௣′′ݕ   - :في المعادلة الاصلیة نجد ان     ௣′′′ݕ

ܣ = 2		, ܤ =
6

41
		 , ܥ =

15
82

 

y୮الحل الخاص هو  = 2e୶ + ଺
ସଵ

cos(2x) + ଵହ
଼ଶ

sin(2x) 

  :)1(وبالتالي الحل العام هو 

(ݔ)௖ݕ = ܿଵ + ܿଶ݁൫ିଵା√ଶ൯ + ܿଷ݁൫ିଵି√ଶ൯ + 2݁௫ +
6

41
cos(2ݔ) +

15
82

sin(2ݔ) 

  - ):الثوابت -الوسائط( طریقة البارامترات  ) 3-4(

  :تعریف

للمعادلة التفاضلیة وذلك بمعلومیة حل     y୮تستخدم هذه الطریقة بصفة عامة لایجاد الحل الخاص  

  ݔالاختیاریة دوال في المتغیر الثوابت  اننا نعتبر  ୬ݕالمعادلة المتجانسة 

  والان سوف نشرح هذه الطریقة على معادلات تقاضیة من الرتبة الثانیة مع ملاحظة انه یمكن تطبیقها على

  .المعادلات التفاضلیة ذات الرتب العلیا 

ᇱᇱݕ + ܽଵݕᇱ + ܽଶݕ = (ݔ)ܨ −− −− −− − (1 

                                                             
  .71-59ص –المرجع السابق  –د أمیل صبحي سعد شكر الله .أ -1
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,			ଵܽحیث  ܽଶ  وتكون المعادلة المتجانسسة هي   ݔدالة في المتغیر المستقل   (ݔ)ܨثابتان و:-  

  

y୬بافتراض ان حل المعادلة المتجانسة على الصورة   = Ayଵ + Byଶ 

  )2(حلین للمعاد لة المتجانسة   ଶݕ				,		yଵحیث كل من 

  ویكون  ݔدوال في المتغیر  ܤ,ܣللمعادلة التفاضلیة فاننا نعتبر ان كل من  ୮ݕوالان لایجادالحل الخاص 

  :الحل الخاص على الصورة 

୬ݕ = A(x)yଵ + B(x)yଶ − −− −− −− (3 

  :نحصل على  ࢞بالنسبة ل ) 3(بتفاضل

yᇱ୮ = Ayᇱଵ + Byଶ + Aᇱyଵ + Bᇱݕଶ 

  :بحیث ان    ܤ,	ܣنختا ر

ᇱyଵܣ + B′yଶ = 0 − −− −− −− −− (4 

y′୮ومنها یكون  = Ay′ଵ + By′ଶ     نحصل على   ݔوبالتفاضل مرة اخرى بالنسبة ل: 

௣′′ݕ = ଵ′′ݕܣ + ଵ′ݕ′ܣ + ଶ′′ݕܤ +  ଶ′ݕ′ܤ

,y′′୮وبالتعویض عن كل من  y′୮, y௣     نحصل على ) 1(في المعادلة التفاضلیة:  
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ᇱᇱଵݕܣ + ଶݕᇱܣ + ᇱᇱଶݕܤ + ᇱଶݕᇱܤ + ܽଵ൫ݕܣᇱଵ + ᇱଶ൯ݕܤ + ܽଶ(ݕܣଵ + (ଶݕܤ =  (ݔ)ܨ

  

  

  - :ومنها 

ᇱᇱଵݕ൫ܣ + ܽଵݕᇱ + ܽଶݕଵ൯ܣᇱݕଵ + ᇱᇱଶݕ൫ܤ + ܽଵݕᇱଶ + ܽଶݕᇱଶ + ܽଶݕଶ൯ + ᇱଵݕᇱܣ + ଶ′ݕᇱܤ

=  (ݔ)ܨ

,		ଶݕحیث كل من  yଶ   فان ) 2(حلین للمعادلة المتجانسة  

y′ଵ + aଵy′ଵ + aଶݕଵ = 0 

ଶ′′ݕ + ܽଵݕ′ଶ + ܽଶݕଶ = 0 

ᇱଵݕᇱܣ - :بذلك یكون  + ᇱᇱଶݕᇱܤ = (ݔ)ܨ − − −− −− −−(5 

فاننا نحصل على كل منها وبمعرفتهما نكون قد تحصلنا   		ܤ,		ܣفي الدالتین ) 5(و) 4(وبحل المعادلتین 

  .وبذلك یمكن ایجاد الحل العام) 3(على الحل الخاص 

௖ݕ = ௡ݕ + مع ملاحظة ان هذه الطریقة تستخدم بصفة خاصة اذا كانت ) 1(للمعادلة التفاضلیة   ௣ݕ

  - :دى الصورعلى اح  (ݔ)ܨالدالة 

e୶

x
, sec ݔ , cot ݔ , tan ݔ , ln ݔ , sinିଵ ݔ , … … …. 

  -:والان سوف نطبق هذه  الطریقة في التطبیق التالي 
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  : )5-3(تطبیق

  - :التفاضلیة لللمعادلة اوجد الحل العام 

ᇱᇱݕ − ݕ =
2

1 + ݁௫
 

  :الحل

ᇱᇱݕ:المعادلة المتجانسة هي  − ݕ = 0										 

ݕنفرض ان حلها هو  = ݁ఒ௫   بالتفاضل نجد ان حل المعادلة المساعدة هو:- λଶ − 1 = 0  

λଵ:       وبالتحلیل نجد ان جذري المعادلة هما = 1		, ଶߣ = −1  

y୬:ویكون حل المعادلة المتجانسة هو  = Ae୶ + Beି௫  

୮ݕ:على الصورة  ୮ݕنفرض ان الحل الخاص  = e୶(ݔ)ܣ + B(x)eି୶  

,A(x)حیث  B(x)  ݔنفاضل بالنسبة ل  ݔدالتین في 

,	ܣنختار كل من    -:بحیث ان   ܤ

௫݁ܣ + ௫ି݁ܤ = 0 

y′୮:                 ومن هذا یكون  = Ae୶ − Beି௫  

y′′୮:ݔنفاضل مرة اخرة بالنسبة ل  = Ae୶ + Aᇱe୶ + Beି୶ − Bᇱ݁ି௫  
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,y′′୮بالتعویض عن كل من  ௣′ݕ   -:في المعادلة المعطاه نجد ان   ௣ݕ,

௫݁ܣ + ᇱ݁௫ܣ + ௫ି݁ܤ − ᇱ݁ି௫ܤ − ௫݁ܣ − ௫ି݁ܤ =
2

1 + ݁௫
 

  -:ومنها نجد ان 

௫݁′ܣ + ௫ି݁′ܤ =
2

1 + ݁௫
−− −− −−(2 

2A′e୶ -:نجد ان ) 2(و) 1(بجمع المعادلتین  = ଶ
ଵା௘౮

  

ܣ݀  :نفصل المتغیرات  = ௗ௫
௘ೣ(ଵା௘ೣ)

  

 -:نكامل 

න݀ܣ = න
ݔ݀

݁௫(1 + ݁௫)
= න

ݔ݀
݁௫

− න
ݔ݀

1 + ݁௫
 

= −݁ି௫ −න
݁ି௫݀ݔ
݁ି௫ + 1

 

  :ومنها

ܣ = −݁௫ + ln(1 + ݁௫)  

ᇱ݁ି୶ܤ): 1(من ) 2(بطرح  = ିଵ
ଵାୣ౮

  

ܤ݀∫:  وبفصل المتغیرات   = −∫ ୣ౮

ଵାୣ౮
dx  

ܤ = − ln(1 + ݁௫) 
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௣ݕ = ݁௫(−݁௫ + ln(1 + ݁௫)) − ݁ି௫ ln(1 + ݁௫) 

= −1 + ݁௫ ln(1 + ݁ି௫) − ݁ି௫ ln(1 + ݁௫) 

  - :الحل العام هو:. 

yୡ = ௫݁ܣ + ௫ି݁ܤ − 1 + ݁௫ ln(1 + ݁ି௫) − ݁ି௫ ln(1 + ݁௫) 

,		ܣحیث    .ثابتان اختیا ریان     ܤ

  - ) :1(نظریة 

ݕاذا كان  = ݁ఒ௫    تكون حلا للمعادلة الجبریة  حلا للمعادلة المتجانسة فان :  

a଴λ୬ + aଵλ୬ିଵ + aଶλ୬ିଶ + ⋯… … + ܽ௡ = 0 

  :البرهان

ݕمن الحل  = ݁ఒ௫    بالتفاضل نجد ان:-  

ᇱ࢟ = ᇱᇱ࢟,	࢞ࣅࢋࣅ = ᇱᇱᇱ࢟,	࢞ࣅࢋ૛ࣅ = ,	࢞ࣅࢋ૜ࣅ … … … ࢔࢟, =  ࢞ࣅࢋ࢔ࣅ
  ومن هذه التفاضلات بالتعویض المباشر في المعادلة نحصل على المعادلة الجبریة 

ܽ଴ߣ௡݁ఒ௫ + ܽଵߣ௡ିଵ݁ఒ௫ + ܽଶߣ௡ିଶ݁ఒ௫ + ⋯… … . +ܽ௡݁ఒ௫ = 0 

⇒ (ܽ଴ߣ௡ + ܽଵߣ௡ିଵ + ܽଶߣ௡ିଶ + ⋯… … + ܽ௡) =  ݋

  . )1( المعادلة المساعدة او المعادلة الممیزةوهذه تسمى المعادلة الجبریة للدوال المكملة او 

                                                             
  .100-95ص  –المرجع السابق –د حسن مصطفى العویضي .أ -1
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  : طریقة المؤثر التفاضلي) 3-5(

  -:تعریف

ܦیعرف المؤثر التفاضلي من الرتبه الأولي على أنه المؤثر الذي یأخذ الشكل = ௗ
ௗ௫

ذا أثر على داله   وإ

  . لها 	ݔ݀ماكان ناتج المشتقه الاولى

  ,....من الرتبه الثانیه والثالثه  بالمثل یمكن تعریف المؤثر ات التفاضلیه

  -:یمكن تعریف الرتبه النونیه على أنها 

Dଶ =
݀ଶ

ଶݔ݀
ଷܦ;								 =

݀ଷ

ଷݔ݀
									, … … ௡ܦ. =

݀௡

௡ݔ݀
 

  

(ܦ)ܮ = ܽ௡ܦ௡ + ܽ௡ିଵܦ௡ିଵ + ௡ିଶܦ௡ିଶܦ + ⋯+ ܽ଴ 
  :حیث

[ܽ௜]௜ୀ଴௡  
  

  (ܦ)ܮهي معاملات  
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 -:)2(نظریه

  

 مؤثر تفاضلي فإ ن النظریات الأتیة كلها صحیحه  (ܦ)ܮإذا كان 

  

1 − ௔௫݁(ܦ)ܮ = ݁௔௫݈(ܽ) 

 

 -:البرهان

  

௔௫݁(ܦ)ܮ = (ܽ௡ܦ௡ + ܽ௡ିଵܦ௡ିଵ + ⋯+ ܽ଴)݁௔௫  

 

= ܽ௡ܽ௡݁௔௫ + ܽ௡ିଵܽ௡ିଵ݁௔௫ + ⋯ܽଵܽ݁௔௫ + ܽ଴݁௔௫ 

 

݁௔௫(ܽ௡ܽ௡ + ܽ௡ିଵܽ௡ିଵ + ⋯+ ܽ଴) = ݁௔௫ܮ(ܽ) 

 

2 − (ݔ)௔௫݂݁(ܦ)ܮ = ݁௔௫ܦ)ܮ +  (ݔ)݂(ܽ

  

 -:البرهان

(ݔ)௔௫݂݁)ܦ = ݁௔௫(ݔ)݂ܦ + ܽ݁௔௫݂(ݔ) 

݁௔௫((ݔ)݂ܦ + (ݔ)݂ܽ = ݁௔௫(ܦ +  (ݔ)݂(ܽ
∴ (ݔ)௔௫݂݁(ܦ)ܮ = (ܽ௡ܦ௡ + ܽ௡ିଵܦ௡ିଵ + ⋯ܽଵܦ + ܽ଴)݁௔௫݂(ݔ) 

= ݁௔௫(ܽ௡(ܦ + ܽ)௡ + ܽ௡ିଵ(ܦ + 1)௡ିଵ + ⋯+ ܽ଴)݂(ݔ) 

= ݁௔௫(ܽ௡(ܦ + ܽ)௡ + ܽ௡ିଵ(ܦ + ܽ)௡ିଵ + ⋯+ ܽ଴)݂(ݔ) 

= ݁௔௫ܦ)ܮ +  (ݔ)݂(ܽ
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3 − (ଶܦ)ܮ cos ݐ3 = (ଶ݇−)ܮ cos  ݐ݇

  -:البرهان

  

((ݐ݇)	cos)ଶܦ = )ܦ − ݇ sin (ݐ݇ = −݇ଶ cos(݇ݐ) 
  

  

  ):6-3(تطبیق 

  -:أوجد الحل العام للمعادله التفاضلیه

ᇱᇱݕ − ᇱݕ7 + ݕ12 = 8݁ଷ௫ sin(3ݔ) 

  الحل

 - :المعادلة الممیزه تعطى 

  

ଶߣ − ߣ7 + 12 = 0 ⇒ ଵߣ = 3, ଶߣ = 4 

  الممكن هوإذا الحل 

  

௖ݕ = ܿଵ݁ଷ௫ + ܿଶ݁ସ௫ 
  والحل الخاص هو

  

௣ݕ =
1

ଶܦ − ܦ7 + 12
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=
8݁ଷ௫

ܦ) + 3)ଶ − ܦ)7 + 3) + 12
sin(2ݔ) =

8݁ଷ௫

ଶܦ − ܦ
sin(2ݔ) 

 

=
2
5
݁ଷ௫(2 cos(2ݔ) − 4 sin(2ݔ) 

  

 -:إذا الحل العام للمعادله المعطاه هو

  

௣ݕ = ܿଵ݁ଷ௫ + ܿଶ݁ସ௫ +
2
5
݁ଷ௫(2 cos(2ݔ) − 4 sin(2ݔ) 

  

  -:)3(نظریه

 ܺعباره عن دالتین إحداهما الداله (ݔ)ܳعندما تكون  ௣ݕهذه النظریه تدرس طریقة إیجاد الحل الخاص 

    - :أي ان (ݔ)ℎوالأخرى داله ما ولتكن 

(ݔ)ܳ = .ݔ ℎ(ݔ) 

  إن االخاص لها یكون على الصوره ف

௣ݕ =
1

(ܦ)݂ ℎݔ
(ݔ) = ݔ

1
(ܦ)݂ ℎ

(ݔ) −
(ܦ)݂

ଶ[(ܦ)݂] ℎ
 (ݔ)

  -:البرهان

ଵبالتأثیر على الداله بالمؤثر 
ி(஽)
  عدد من المرات نحصل على  

(ݔ)ℎݔܦ = (ݔ)ℎܦݔ + ℎ(ݔ) 
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(ݔ)ℎݔଶܦ = (ݔ)ଶܦݔ +  (ݔ)ℎܦ2

(ݔ)ℎݔ௡ܦ = (ݔ)ଶℎܦݔ +  (ݔ)௡ିଵℎܦߣ

  :إذا كانت صورة المؤثر هى

(ܦ)ܨ = ෍ܽఒ

௡

ఒୀ଴

 ఒܦ

 -:فإن

(ݔ)ℎݔ(ܦ)ܨ = ෍ܽఒ

௡

ఒୀ଴

 (ݔ)ℎݔఒܦ

= ෍ܽఒ

௡

ఒୀ଴

(ݔ)ఒℎܦݔ) +  (ݔ)ఒିଵℎܦߣ

⇒ (ݔ)ℎݔ(ܦ)ܨ = .(ܦ)ܨݔ ℎ(ݔ) +  (ݔ)ℎ.(ܦ)ᇱܨ

  نفرض أن 

ℎ(ݔ) =
1

ܪ(ܦ)ܨ
 (ݔ)

  -:بتعویض هذه العلاقه فى العلاقه السابقه

ݔ(ܦ)ܨ ൤
1

ܪ(ܦ)ܨ
൨(ݔ) = (ݔ)ܪݔ + (ܦ)ᇱܨ … ൤

1
൨(ܦ)ܨ ܪ

 (ݔ)

  -:ومنها نحصل على
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(ݔ)ℎݔ = ݔ(ܦ)ܨ
1

(ܦ)ܨ ℎ
(ݔ) −

݂ᇱ(ܦ)
(ܦ)݂

 [(ݔ)ܪ]

ଵبالتأثیر على الطرفین بالمؤثر 
ி(஽)
  نحصل على 

൤
1

(ܦ)ܨ ℎݔ
൨(ݔ) = ݔ

1
ܪ(ܦ)ܨ

(ݔ) −
(ܦ)ᇱܨ

ଶ[(ܦ)ܨ]
 [(ݔ)ܪ]

  :)1(هوحیث أن الحل الخاص 

௣ݕ =
1

(ܦ)ܨ ℎݔ
(ݔ) = ݔ

1
(ܦ)ܨ ℎ

(ݔ) −
(ܦ)ᇱܨ

ܨ] − ଶ[(ܦ) = ℎ(ݔ) 

  .وهي العلاقه المطلوبه

  ):طریقة تحویل لابلاس –الطریقة العادیة ( قارن المعادلات الأتیة بالطریقتین ) 3-6(

  :)7-3(تطبیق 

  التفاضلیة الاتیة حل المعادلة

݀ܶ
ݐ݀

+ ܶܭ =  (0)ܶ					,ܭ100

  ثابت ݇حیث 

  -:الحل

  - :المعادلة بالطریقة العادیةحل   -:اولا

                                                             
  ) . 214-205( 115-107ص  –دار النشر مصر العربیة  –المعادلات التفاضلیة الجزء الاول  –عبد الكریم عبد الحلیم سلیمان . د -1
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(ݐ)݌نفرض ان   =  ܭ

(ܶ,ݐ)ܫ = ݁∫௄ௗ௧ = ݁௄௧ 

  نضرب المعادلة التفاضلیة بالمعامل  (ܶ,ݐ)ܫعلى   فنحصل 

݀(ܶ݁௄௧) = T݁௄௧اوا௄௧݁ܭ100 + K݁௄௧T = 100݁௄௧ 

௄௧݁ܶنكامل الطرفین فنحصل على  = ∫ ݐ௄௧݀݁ܭ100 = 100݁௄௧ + ܿ	 

ܶ = 100 + ௄௧ି݁ܥ ⇒ 50 = 100 + ܿ					 ⇒ ܿ = −50	 

  -:ثانیا

  -:حل المعادلة بإستخدام تحویل لابلاس

[ܶ]ℒباخذ تحویل لابلاس لطرفي المعادلة وبوضع =  (		ݏ)ݐ

ℒنحصل على ቂௗ்
ௗ்
ቃ + [ܶ]ℒܭ =  ℒ[1]ܭ100

(ݏ)ݐ =
50

ݏ + ܭ
+

ܭ100
ܵ(ܵ + (ܭ

(ݏ)ݐݏ]او − 50] + (ݏ)ݐܭ = ܭ100 ൬
1
ݏ
൰ 

ܶ		ناخذ تحویل لابلاس العكسي  = ℒିଵ[(ݏ)ݐݏ] = ℒିଵ ቂ ௦
௦ା௄

ቃ + ቂ ଵ଴଴௄
ௌ(ௌା௄)ቃ 

=نستخدم الكسور الجزئیة ℒିଵ ቂ ହ଴
ௌା௄

+ ଵ଴଴
ௌ

+ ିଵ଴଴
ௌା௄

ቃ 

= ℒିଵ ൤
−50
ݏ + ݇

+
100
ݏ
൨ = −50ℒିଵ ൤

1
ݏ + ݇

൨+ 100ℒିଵ ൤
1
ݏ
൨ 

∴ −50݁ି௄௧ + 100	 
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  :)8-3(یقتطب

  :أوجد حل المعادلة الاتیة 

݀ܳ
ݐ݀

+ 0.04ܳ = 3.2݁ି଴.଴ସ௧ 

  -:الحل

  - :حل المعادلة بالطریقة العادیة  -:اولا

  -:نفرض ان

(ݐ)݌ = 0.04	, (ܳ,ܶ)ܫو = ݁∫ ଴.଴ସௗ௧ = ݁଴,଴ସ௧ 

  (ܳ,ݐ)ܫ		نضرب المعادلة 

݁଴.଴ସ௧ ݀ܳ
ݐ݀

+ 0.04݁଴.଴ସ௧			ܳ = او3.2 ݀
ݐ݀

(ܳ݁଴.଴ସ௧) = 3.2	 

=نكامل الطرفین  ܳ݁଴.଴ସ௧ = ݐ3.2 + ܿ	 

∴ ܳ = ଴.଴ସ௧ି݁ݐ3.2 + ܿ݁ି଴.଴ସ௧ + ܿ݁ି଴.଴ସ௧ 

ܳالحل هو = ଴.଴ସ௧ି݁ݐ3.2 + ܿ݁ି଴.଴ସ௧ 

  -:ل لابلاسالحل باستخدام تحوی- :ثانیا 

݀ܳ
݀ܶ

+ 0.04ܳ = 3,2݁ି଴.଴ସ௧,ܳ(0) = 0 
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  -:الحل

(ܳ)ℒ	باخذ تحویل لابلاس لطرفي المعادلة وبوضع  =  (ݏ)ݍ

ℒ ൤
݀ܳ
݀ܶ

൨ + 0.04ℒ[ܳ] = 3.2ℒ[݁ି଴.଴ସ௧] 

= (ݏ)ݍݏ] − 0] + [(ݏ)ݍ0.04] = 3.2
1

ݏ + 0.04
(ݏ)ݍاو = 3.2

1
ݏ) + 0.04)ଶ 

  ناخذ تحویل لابلاس العكسي 

ܳ = 3.2ℒିଵ ൤
1

ݏ) + 0.04)ଶ൨ =  ଴.଴ସ௧ି݁ݐ3.2

 

 ௧	଴.଴ସି݁ݐ3.2الحل هو 

  :)9-3(تطبیق

  حل المعادلة التفاضلیة الاتیة 

݀ଶܳ
ଶݐ݀

+ 8
݀ܳ
ݐ݀

+ 25ܳ = 0	 

:الحل   

الطریقة العادیة: أولاً   

ଶߣ:المعادلة الممیزة هي + ߣ8 + 25 = 0	  
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  نستخدم القانون العام في تحلیل هذة المعادلة لانها من الدرجة الثانیة لكي نحصل على جزري المعادلة

λ =
−b ± √bଶ − 4ac

2a
 

ܽ = 1,				ܾ = 8,				ܿ = 25			 

,ܽنعوض  ܾ, λفي القانون  	ܿ = ି଼±ඥ଼మିସ(ଶହ	)
ଶ

  

λ =
−8 ± √−36

2
= −4 ± 3݅	 

  اذن جزري المعادلة تخیلیان ومترافقان 

ܳ = ݁ିସ௧(ܿଵ cos ݐ4 + ܿଶ sin 				(ݐ3 					(1) 

௣ܳالحل الخاص هو = ଴ܣ sin ݐ3 ଴ܤ+ cos   (2)																			ݐ3

  ومشتقتة في المعادلة التفاضلیة ونرتب الحدود 	௉ܳنعوض 

଴ܣ16) − (଴ܤ24 sin ݐ3 + ( ଴ܣ24 + (଴ܤ16 cos  		ݐ3

= 50 sin ݐ3 + 0 cos  	ݐ3

଴ܣتساوي معاملات الحدود = ହ଴
ହమ
					 ଴ܤ, = ି଻ହ	

ହమ
 

 ଴ܤ,଴ܣثم نعوض عن) 2(و)  1(نجمع 

ܳ	اذن الحل العام هو  = ݁ିସ௧(ܿଵ cos ݐ3 + ܿଶ sin (ݐ3 + ହ଴
ହమ

sin ݐ3 − ଻ହ
ହమ

cos   				ݐ3

  الحل باستخدام تحویل لابلاس  -:ثانیا
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݀ଶܳ
ଶݐ݀

+ 8
݀ܳ
ݐ݀

+ 25ܳ = 50 sin ᇱ(0)ܳ,			ݐ3 = 0				,ܳ(0) = 0					 

(ݏ)ݍଶℒݏ − (0)ݍℒݏ − ℒݍᇱ(0) + (ݏ)ݍℒݏ8 − ℒ(0)ݍ + 25ℒ(ݏ)ݍ = 50ℒ[sin  [ݐ3

= ℒݏ](ݏ)ݍଶ + ݏ8 + 25] =
150

ଶݏ + 	9
 

(ݏ)ݍ =
150

ଶݏ) + ଶݏ)(9 + ݏ8 + 25) = 

75
26

1
ଶݏ + 9

−
75
5ଶ

ݏ
ଶݏ + 9

+
75
26

1
ݏ) + 4)ଶ + 9

+
75
5ଶ

ݏ + 4
ݏ) + 4)ଶ + 9	

 

∴ ᇱݍ =
25
25

sin ݐ3 −
75
5ଶ

cos ݐ3 +
25
2଺

ିସ௧

sin ݐ3 +
25ିସ௧

2଺
sin ݐ3 +

75ିସ௧

5ଶ
cos  	ݐ3

=
25
5ଶ

(2 sin ݐ3 − 3 cos (ݐ3 +
25
5ଶ
݁ିସ௧(3 cos ݐ3 + sin  (ݐ3

  :)10-3(تطبیق 

  :اوجد حل مسألة القیمة الابتدائیة 

݀ଷݕ
ଷݔ݀

+ 2
݀ଶݕ
ଶݔ݀

− 3
ݕ݀
ݕ݀

= (0)ݕ							0 = ᇱ(0)ݕ				,4 = ᇱᇱ(0)ݕ				,8 = −4					 

  :الحل

  :الطریقة العادیة : أولاً 

ଷ∆)نضع المعادلة على الصورة + 2∆ଶ − ݕ(∆3 = 0	 

ݕنفترض ان  = ݁ఒ௫  ߣالمعادلة المساعدة هيଷ + ଶߣ2 − ߣ3 = 0 ⇒ ߣ = 0, 1,−3		 
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∴ ߣ)ߣ − ߣ)(1 + 3) = 0	 

  - :ویكون الحل

ݕ = ܿଵ + ܿଶ݁௫ + ܿଷ݁ିଷ௫(1) 

  لایجاد الحل الذي یحقق الشروط الابتدائیة نجد

ᇱݕ = ܿଶ݁௫ − 3ܿଷ݁ିଷ௫																(2)	 

ᇱᇱݕ = 	 ܿଶ݁௫ + 9ܿଷ݁ିଷ௫																(3) 

  1 – 2 -3بالتعویض من الشروط الابتدائیة من المعادلة 

∴ 4 = ܿଵ + ܿଶ + 				ܿଷ									(4) ⇐ (0)ݕ = 4	 

8 = ܿଶ − 3ܿଷ(5) ⇐ ᇱ(0)ݕ = 8					 

  

0 = ܿଶ + 9ܿଷ(6) ⇐ ᇱᇱ(0)ݕ = −4 

,6بحل المعادلات 5,   نجد ان 	4

ܿଵ = 0,				ܿଶୀ5,						ܿଷ = −1 

ݕویكون الحل على الصورة = 5݁௫ − ݁ିଷ௫ 

  :لابلاس:الطریقة الثانیة 

݀ଷݕ
ଷݔ݀

+ 2
݀ଶݕ
ଶݔ݀

− 3
ݕ݀
ݔ݀

= 0	 
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ᇱᇱᇱݕ + ᇱᇱݕ2 − ᇱݕ3 = 0 

(0)ݕ = 4	, ᇱ(0)ݕ = ᇱᇱ(0)ݕ,8 = −4 

  -:الحل

(ᇱᇱᇱݕ)ℒباخذ لابلاس + 2ℒ(ݕᇱᇱ) − 3ℒ(ݕᇱ) = 

(ݏ)ݕଷݏ − (0)ݕଶݏ − ᇱᇱ(0)ݕ + ᇱ(0)ݕݏ + 

ଶݏ]2 − (0)ݕݏ − [ᇱ(0)ݕ − ݕݏ]3 − [(0)ݕ = 0 

ݕᇱᇱ݌الشروطباستخدام  − ᇱ݌4 − ݌8 + 4 + ݕଶ݌2 − ݌8 − 16 − ݕ݌3 + ߣ = 0	 

(ݏ)ݕᇱᇱ݌ + ݕଶ݌2 − ݕ݌3 = ଶ݌4 +  ݌16

ଷ݌)ݕ + ଶ݌2 − (݌3 =
ଶ݌4 + ݌16

ଶ݌)݌ + ݌2 − 3) 

ݕ =
ଶ݌4 + ݌16

݌)݌ − ݌)(1 + 3) 

  :باستخدام الكسور الجزئیة

ܣ
ܲ

+
ܤ

ܲ − 1
+

ܥ
ܲ + 3

 

4ܲଶ + 16ܲ
ܲ(ܲ − 1)(ܲ + 3) =

ܲ)ܣ − 1)(ܲ + 3) + ܲ)ܲܤ + 3) + ܲ)ܲܥ − 1)
ܲ(ܲ − 1)(ܲ + 3)  

4ܲଶ + 16ܲ = ଶܲܣ − ܲܣ2 − ܣ3 + ଶܲܤ + ܤ3 + ଶܲܥ −  	ܥ

4 = ܣ + ܤ +  (1)											ܥ
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16 = ܣ2 + ܤ3 −  (2)								ܥ

0 = ܣ												(3)																						ܣ3− = 0 

20 = ܤ,									ܤ4 = 5	 

 Cلایجادܤ,ܣنعوض قیمة 

4 = 0 + 5 + ܥ										ܥ = −1	 

0
ܲ

+
5

ܲ − 1
−

1
ܲ + 3

 

ℒିଵبأخذ لابلاس العكسي ହ
௉ାଵ

− ℒିଵ ଵ
௉ାଷ

 

5݁௫ − ݁ିଷ௫1 

  :الاستنتاج ) 3-7(

هذه الجزئیة تتعلق بالمسائل التي تم حلها بواسطة لابلاس والمعادلات ونلاحظ الفرق الواضح في سهولة 

الحل بواسطة لابلاس خصوصاً في المشتقات العلیا لأننا في طریقة لابلاس نحل مسائل القیمة الإبتدائیة في 

لإیجاد الثوابت الشروط الإبتدائیة  خطوة واحده اما في المعادلات التفاضلیة  نحل أولاً وبعد ذلك تطبیق 

  .الإختیاریة ونجدها تتم في خطوتین بدلاً من خطوة واحده كما في لابلاس 

وهذا لایعني أننا لانستخدم الطریقة العادیة اي أنها لیست ذات فائدة بل بهدف الوصول الي الحل بطریقة 

م تماماً أن علم الریاضیات  علم تراكمي یعتمد أسهل وأسرع بالإضافة الي العملیات الزهنیة المجهدة وأننا نعل

                                                             
  .380-370ص –القاھرة  – 1ط –سلسلة شوم في المعادلات التفاضلیة  –ریتشار د برنسون  ترجمة فائزة فوق العادة  -1
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الاخري علي ماتم التوصل  الیه مسبقاً وأننا أذا ماتوصلنا الي الطریقة العادیة ماكان لنا أن نصل الي الطرق 

  .مثل لابلاس وغیرها

 

 

  :الفصل الرابع

  :مقدمة ) 4-1(

بالمعادلات التفاضلیة )الفیزیاء و الكیمیاء والهندسة(في هذا الفصل نتحدث عن حل المسائل التطبیقیة 

  .التحویل اللابلاسي و 

  :التطبیقات ) 4-2(

  :ولآ الفیزیاءأ

  :)1-4(تطبیق

اعلي موضع  6inبدأ الوزن الحركة بدون سرعة إبتدائیة بإزاحة ,  f t/6416في ذنبرك  ib-120علق وزن 

(ݐ)݂الإتزان وبتاثیر قوة خارجیة  = 8sin أوجد الحركة الناشئة للوزن , في نفس الوقت علي الوزن  ݐ4

  .بفرض إهمال مقاومة الهواء

  :الحل

ܽلدینا  = 0, ݇ = 4,݉ = (ݐ)݂			,64 = 8 sin  ݐ4
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  وعلیة تصبح المعادلة 

ݔ̇ + ݔ16 = 2 sin  ݐ4

  :المتضائلة القسریة ویكون حل المعادلة المتجانسة المصاحبة هووبالتالي تكون هذه المسألة مثالآ للحركة 

௛ݔ = ܿଵ cos ݐ4 + ܿଶ sin  ݐ4

  أوجد الحل الخاص بطریقة المعادلات غیر المعنیة 

௣ݔ = −
1
4
ݐ cos  ݐ4

x = ܿଵ cos ݐ4 + ܿଶ sin ݐ4 −
1
4
ݐ cos  ݐ4

(0)ݔبتطبیق الشرطین الإبتدائین   = − ଵ
ଶ
	 , (0)ݔ =   :نحصل علي  0

x = −
1
2

cos ݐ4 +
1

16
sin ݐ4 −

1
4
ݐ cos  ݐ4

|ݔ|لاحظ ان  → ݐعند  ∞ → التي  f(t)وهو نتیجة الدالة القسریة .تسمي هذه الظاهرة بالرنین الصافي  ∞

  1لها نفس التردد الدائري مثل التي للنظام الحر غیر المتضائل المصاحب

  :ما في تحویل لابلاس ا

ݔ + ݔ16 = 2 sin ݐ4 (0)ݔ													 = −
1
2
	 , x(0) = 0 

                                                             
الدار الدولیة للإستثمارات الثقافیة  مكان   200الطبعة الاولي العربیة سنة -سلسلة ملخصات شوم للمعادلات التفاضلیة -ریتشارد برتسون :فتألی -1

  ). 246(ص –) 78(ص –الطبعة مصر 
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(ݏ)ݔنضع , tفي المتغیر المستقل x(t)هذه المعادلة المجهولة للدالة المجهولة  = ℒ[(ݐ)ݔ]  بأخذ تحویل

  لابلاس للمعادلة التفاضلیة المعطاة 

(ݏ)ݔଶݏ] − (0)ݔݏ − [(0)ݔ + (ݏ)ݔ16 = 2(
4

ଶݏ + 16
) 

൤ݏଶ(ݏ)ݔ − ݏ ൬
1
2
൰ − 0൨ + (ݏ)ݔ16 =

8
ଶݏ + 16

 

ଶݏ) + (ݏ)ݔ(16 =
8

ଶݏ + 16
−
ݏ
2

 

(ݏ)ݔ =
8

ଶݏ) + 16)ଶ −
1
2
ቀ

ݏ
ଶݏ + 16

ቁ 

aومع = 0  

(ݐ)ݔ = ℒିଵ[(ݏ)ݔ] = ℒିଵ ൤
8

ଶݏ) + 16)ଶ −
1
2
ቀ

ݏ
ଶݏ + 16

ቁ൨ 

=
1

16
ℒିଵ ൤

128
ଶݏ) + 16)ଶ

൨ −
1
2
ℒିଵ ቂ

ݏ
ଶݏ + 16

ቃ 

=
1

16
(sin ݐ4 − ݐ4 cos (ݐ4 −

1
2

cos  ݐ4

  :)2-4(تطبیق

باوندآ یسقط من السكون تحت تاثیر الجاذبیة الارضیة وتؤثر علیة ایضآ قوة مقاومة الهواء  64جسم كتلته 

R=8vحیث , باونداv ث عین /السرعة بالقدمv  بدلالة الزمنt  , إستعن بأنg=32  ث/قدمآ  

  :الحل
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  عجلة الجاذبیة   gحیث

  :بتطبیق قانون نیوتن الثاني نحصل علي

64
32

(ݐ)ᇱݔ = 64 −  (ݐ)ݔ8

(ݐ)ᇱݔ + (ݐ)ݔ4 = 32 

xوهذه المعادلة خطیة ویكون حلها عندما = 0, t = 0  

  :وبالتالي

ݔ = ܿ݁ିସ௧ + 8 

0 = ܿ݁ିସ(଴) + 8		 

∴ ܿ = −8	 

(ݐ)ݔ = 8 − 8݁ିସ௧1 

  لابلاساما في 

(0)ݔ = 0	 

(ݏ)ݔݏ + (ݏ)ݔ4 = 32 

(ݏ)ݔومن ثم  = ଷଶ
௦(௦ାସ) = ଼

௦
− ଼

௦ାସ
  

  :وباستخدام تحویل لابلاس العكسي نحصل علي

                                                             
 (511)مرجع سابق صفحة -ریتشارد برتسون :تألیف-1
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(ݏ)ݔ = 8 − 8݁ିସ௧ 

 

 

 

 

  :ثانیآ الكیمیاء

  :)3-4(تطبیق 

ینساب , من محلول ملحي یحتوي علي رطل واحد من الملح  100galیحتوي مستودع في البدایة علي 

دقیقة /جالون  3 محلول ملحي اخر یحتوي علي رطل واحد من الملح لكل جالون الي المستودع بمعدل 

tعندما  =   وفي نفس اللحظة یخرج المخلوط الممتزج جیدآ من المستودع بنفس المعدل , 0

  اوجد

  	tكمیة الملح في المستودع عند اي لحظة

  :الحل

bلدینا  = 1, a = 1	, v = 100, e = f = 3 

  وبالتالي تصبح المعادلة 

ݔ݀
ݐ݀

+ ݔ0.03 = 3 
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  ویكون حل هذه المعادلة التفاضلیة الخطیة هو 

ݔ = ܿ݁ି଴.଴ଷ௧ + 100 

tعند  = 0, x = 0  

1 = ܿ݁଴ + 100			, ܿ = −99 

  یمكن كتابة المعادلة علي الصورة

x = 100 − 99݁ି଴.଴ଷ௧ 

  اما في لابلاس 

(ݏ)ݔݏ − (0)ݏ + (ݏ)ݔ0.03 = 3
1
ݏ

 

s(0)عند = 1	  

ݏ)(ݏ)ݔ + 0.03) =
3
ݏ

+ 1 

(ݏ)ݔ =
3

ݏ)ݏ + 0.03) +
1

ݏ) + 0.03) 

100
ݏ

−
100

ݏ + 0.03
+

1
ݏ + 0.03

 

  :باخذ لابلاس العكسي

ℒିଵ ൬
3

ݏ)ݏ + 0.03)൰ + ℒିଵ ൬
1

ݏ) + 0.03)൰ 

= 100 − 100݁ି଴.଴ଷ௧ + ݁ି଴.଴ଷ௧ 
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= 100 − 99݁ି଴.଴ଷ௧ 

  

 

 

  :)4-4(تطبیق 

ینساب محلول ملحي یحتوي علي رطل , جلونات من المیاة العذبة  10علي   gal-50 یحتوي مستودع سعتة 

tدقیقة عندما /جالون  4واحد من الملح لكل جالون الي المستودع بمعدل  = وفي نفس اللحظة یخرج 0

  دقیقة /جالون  2المخلوط الممتزج جیدآ مع المستودع بمعدل 

  :الحل 

  :تصبح المعادلة في هذه المسألة علي الصورة

ݔ݀
ݐ݀

+
2

10 + ݐ2
ݔ = 4 

  وهي معادلة خطیة ویكون حلها

ݔ =
ݐ40 + ଶݐ4 + ܿ

10 + ݐ2
 

xعندما  = 0		, t = ܿفإن 0 = 0 
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ݔفتصبح  = ସ଴௧ାସ௧మ

ଵ଴ାଶ௧
1  

  

  

  

  :ثالثآ الهندسة

  :)5-4(تطبیق 

 :في الشكل الموضح یكون

ଵ(0)ܫ = ଶ(0)ܫ = ଷ(0)ܫ = 0 

,ଵܫعین  ݐفي اللحظة   ଷܫଶܫ sec   بعد إغلاق الدائرة ܫ

  

  :الحل

                                                             
 ). 247(ص) 94 -93(ص -مرجع سابق -تألیف ریتشارد برتسون -1
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 :كرتشوف علي الدائرة الیسري نحصل عليبطبیق قانون 

(ݐ)ଵܫ10 + (ݐ)ଷܫ10 + (ݐ)ଵᇱܫ10 = 100 

  ومن الدائرة الیمني

(ݐ)ଶܫ10 + ଶᇱܫ10 − (ݐ)ଷܫ10 = 0 

(ݐ)ଷܫوبالإستعانة بأن  = (ݐ)ଵܫ −  (ݐ)ଶܫ

  :نحصل علي 

(ݐ)ଵܫ2 − (ݐ)ଶܫ + (ݐ)ଵᇱܫ = 10 

(ݐ)ଶܫ2 − (ݐ)ଵܫ + (ݐ)ଶᇱܫ = 0 

(ݏ)ଵܫ2 − (ݏ)ଶܫ + (ݏ)ଵܫݏ =
10
ݏ

 

(ݏ)ଶܫ2 − (ݏ)ଵܫ + (ݏ)ଶܫݏ = 0 

(2 + s)ܫଵ(ݏ) − (ݏ)ଶܫ =
10
ݏ

 

(2 + s)ܫଶ(ݏ) − (ݏ)ଵܫ = 0 

[−1 + (2 + (ݏ)ଶܫ[ଶ(ݏ =
10
ݏ

 

(ݏ)ଶܫ =
10

2)]ݏ + ଶ(ݏ − 1] 

(ݐ)ଶܫ = 10݁ିଶ௧ℒିଵ[
1

ݏ) − ଶݏ)(2 − 1)] 



66 
 

  

= 10݁ିଶ௧ℒିଵ[
1
3

1
ݏ) − 2) −

1
2

1
ݏ) − 1)

+
1
6

1
ݏ) + 1)

] 

= 10݁ିଶ௧ ቆ
݁ଶ௧

3
−
݁௧

2
+
݁ି௧

6
ቇ 

=
5
3

(2 − 3݁ି௧ + ݁ିଷ௧) 

 :    عندئذ فأن 

=
10
3

(2 − 3݁ି௧ + ݁ିଷ௧) +
5
3

(3݁ି௧ − 3݁ିଷ௧) 

=
5
3

(4 − 3݁ି௧ − ݁ିଷ௧) 

(ݐ)ଷܫ = ݅ଵ(ݐ) −  (ݐ)ଶܫ

=
5
3

(4 − 3݁ି௧ − ݁ିଷ௧) −
5
3

(2 − 3݁ି௧ + ݁ିଷ௧) 

= ଵ଴
ଷ

(1 − ݁ିଷ௧)1 

  

  :)6-4(تطبیق

                                                             
 ).518(،ص   (517-)مرجع سابق صفحة  -ریتشارد برتسون :تألیف -1
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واحد هنري ولا یوجد تیار إیتدائي أوجد التیار في      50فولت ومقاومة   5لها قوة دافعة كهربیة  ܮܴدائرة 

  ݐالدائرة عند اي لحظة

  الحل

ܴلدینا  = ܧ,		50 = ܮ,		5 =   وبالتالي 1

dx
dt

+ ݔ50 = 5 

ݔویكون حلها عندما , وهي معادلة خطیة  = 0, ݐ = 0 

ݔ = ܿ݁ିହ଴௧ +
1

10
 

		0 = ܿ݁଴ +
1

10
 

		ܿ = −
1

10
 

ݔ		 =
1

10
−

1
10

݁ିହ଴௧ 

(ݏ)ݔاما في لابلاس  عند  = 0  

(ݏ)ݔݏ − (0)ݔ + (ݏ)ݔ50 = 5 ൬
1
ݏ
൰ 

(ݏ)ݔ	 =
5

ݏ)ݏ + 50) 

  باستخدام الكسور الجزیئیة ولابلاس العكسي
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(ݐ)ݔ = ℒିଵ[(ݏ)ݔ] = ℒିଵ[
5

ݏ)ݏ + 50) 

ℒିଵ

⎣
⎢
⎢
⎡
1

10ൗ

ݏ
−

1
10ൗ

ݏ + 50
⎦
⎥
⎥
⎤
 

=
1

10
−

1
10

݁ିହ଴௧ 

 

  :النتائج )4-3(

من خلال البحث تمكن الباحثون من التعرف على حل المعادلات التفاضلیة بالطرق الجبریة وحل المعادلات 

  توصل الباحثون .التفاضلیة بطریقة لابلاس بشكل منفصل وثم مقارنة الحل بالطریقتین  

  :المقارنة في النقاط التالیة وتتلخص 

 أن طریقة لابلاس تحتوي علي خطوات حل أقل من الطریقة الجبریة مما یساعد في تقلیل نسبة الخطأ )1

سهولة التعامل مع الخواص التي تساعد في حل المسائل حیث أن هناك صیغة مباشرة لأیجاد الحل  )2

 .تلفة عن الأخري في الحل خلافاً عن الطریة الجبریة حیث لكل مسألة طریقة محدودة مخ

للطریقة الجبریة هناك صور أساسیة للحل حیث أن كل مسألة یمكن یمیز طریقة حلها بمجرد النظر ابد  )3

 تي لیست لها طریقة محدودة للحل  المناسبة حلاً لطریقة لابلاس الأستخدام طریقة الحل 

 ربیة والهندسیة والكیمیاء  و الكه أمكانیة أستخدام تحویل لابلاس في حل مسائل التقنیات الفیزیائیة )4
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  :التوصیات ) 4-4(

  :فتلخص التوصیات في الاتى 

التوسع في دراسة تحویل لابلاس بطریقة أوسع للتعرف علي مزایا تحویل لابلاس في یوصى الباحثون ب )1

 حل المعادلات التفاضلیة وغیرها من الأستخدامات 

التفاضلیة من الرتب العلیا وبالأخص طریقة المؤثر للتعرف علي لإجراء بحث منفصل في حل المعادلات  )2

 .هذه الطریقة بصورة أوسع
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