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  ةـــــــــالآی
  :قال تعالى 

)) َُّଲ  ُاوَاتِ  نُور ضِ  السَّمَ الأْرَْ  مَثَلُ  وَ
هِ  احٌ  فِیھَا كَمِشكَْاةٍ  نُورِ بَ  مِصْ

احُ  بَ ةٍ  فِي الْمِصْ اجَ ةُ  زُجَ اجَ  الزُّجَ
نَّھَا كَبٌ  كَأَ ةٍ  مِن یُوقَدُ  دُرِّيٌّ  كَوْ رَ  شجََ

كَةٍ  قِیَّةٍ  لاَّ  زَیْتُونِةٍ  مُّبَارَ لاَ  شرَْ  وَ
بِیَّةٍ  لَوْ  یُضِيءُ  زَیْتُھَا یَكَادُ  غَرْ  وَ

ھُْ  لَمْ  سسَ لَى نُّورٌ  نَارٌ  تَمْ  نُورٍ  عَ
هِ  ଲَُّ  یَھْدِي بُ  یَشاَءُ  مَن لِنُورِ یَضْرِ  وَ

 َُّଲ  َلِلنَّاسِ  الأْمَْثَال  َُّଲ ءٍ  كُلِّ بِ  وَ  شيَْ
لِیمٌ   ) عَ
  

                                                                                        
  صدق ଲ العظیم

                                                                                           
  )) 35:  النور(



4 
 

  الإھـــــــداء 
بدأنا بأكثر من ید وقاسینا أكثر من ھم 
وعانینا الكثیر من الصعوبات وھا نحن 
الیوم والحمد الله  نطوي سھر اللیالي 
وتعب الأیام وخلاصة مشوارنا  بین دفتي 

 ھذا العمل  المتواضع 
إلي منارة العلم  و الإمام المصطفي إلي  

الأمي الذي علم المتعلمین  سید الخلق 
م سیدنا محمد صلي ଲ إلي رسولنا الكری

 .علیھ وسلم 
إلي الینبوع الذي لا یمل العطاء إلي من 
حاكت سعادتي بخیوط منسوجة من قلبھا 

 إلي
 والداتي العزیزة

إلي من سعي وشقي لأنعم بالراحة والھناء 
الذي لم یبخل  بشئ من أجل دفعي في 

طریق النجاح الذي علمني أن أرتقي سلم 
 الحیاة بحكمة وصبر إلي

 والدي العزیز
إلي من حبھم یجري في عروقي و یلھج 

 بذكراھم فؤادي إلي
 إخوتي وإخواني

إلي من سرنا سویاً ونحن نشق الطریق معاً 
نحو النجاح والإبداع إلي من تكاتفنا 
 یداً بید ونحن نقطف زھرة تعلمنا إلي

 أصدقائنا وزملائنا
إلي من علمونا حروفاً من ذھب وكلمات من 

ن أسمي واجلي عبارات في درر وعبارات م
العلم من صاغوا لنا علمھم حروفاً ومن 
فكرھم منارة تنیر لنا سیرة  العلم  

 والنجاح  إلي
 أساتذتنا الكرام

  الشكر والتقدیر 



5 
 

فــي مثــل  هــذه اللحظــات یتوقــف الیــراع لیفكــر قبــل أن یخــط الحــروف لیجمعهــا 
  . في كلمات تبعثر الأحرف وعبثاً أن یحاول تجمیعها في سطور 

ســطوراً كثــرة تمــر فــي الخیــال لا یبقــي لنــا فــي نهایــة المطــاف إلا قلــیلاً مــن الــذكریات 
  ......وصور تجمعنا برفاق إلي جانبنا 

  اعهم ونحن نخطو خطوتنا الأولي في غمار الحیاة فواجب علینا شكرهم وود

والعرفــان إلــي كــل مــن أشــعل شــمعة فــي دروب عملنــا و إلــي  ونخــص بالجزیــل الشــكر
  .من وقف علي المنابر وأعطي من حصیلة فطره لینیر دربنا 

ـــة  ــــي كلیـــــ ــرام فــــ ــــ ـــاتذة الكــ ــــ ـــــي الأسـ ــــــةإلـــ ــــي التربیــ ــــ ــــل إل ـــــكر الجزیــــ ـــه بالشـــ         ونتوجـــــ
بالإشــراف علــي هــذا البحــث   الــذي تفضــلالبشѧѧرى الضѧѧي  عبѧѧد القѧѧادر/ الأستـѧѧـاذ 

  . فجزاه االله عنا كل خیر 
  . فلها منا كل التقدیر والاحترام 

  

  

  

  

  

  

  :  المقدمة
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ما زالت المعادلات التفاضلیة منذ عهد نیوتن یستخدم في فهم العلوم الفیزیائیة والهندسـیة والحیویـة 
الریاضـي وامتـدت اسـتخداماتها فـي العلـوم الاقتصـادیة بالإضافة إلي مساهمتها في دراسة التحلیـل 

والاجتماعیة وتطورت المعادلات التفاضلیة وتزایدت أهمیتها في جمیـع مجـالات العلـوم وتطبیقاتهـا 
.  

وفــي هــذا البحــث درســنا كیفیــة تكــوین المعــادلات التفاضــلیة مــن الرتبــة الثانیــة وبعــض طــرق حلهــا 
غیر متجانسة وذات معاملات ثابتة أو متغیره مـن  هاومتجانس سواء كانت خطیه او غیر خطیه 

  .الرتبة الثانیة وتناولنا بعض التطبیقات المختلفة في شتى فروع العلوم الفیزیائیة والهندسي
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  :أهداف البحث

 التعرف على المعادلات التفاضلیة العادیة من الرتبة الثانیة  )1

 عادیة من الرتبة الثانیةالتعرف على بعض طرق حلول المعادلات التفاضلیة ال )2

التعــرف علـــى تطبیقـــات المعـــادلات التفاضـــلیة العادیـــة مـــن الرتبـــة الثانیـــة فـــي بعـــض مجـــالات  )3
 .العلوم 

  :أهمیة البحث

تكمـــن أهمیـــة  هـــذا البحـــث فـــي تناولـــه للمعـــادلات التفاضـــلیة العادیـــة بخاصـــة المعـــادلات 
فـــرع مـــن علـــم الریاضـــیات بالتطبیقـــات التفاضـــلیة العادیـــة مـــن الرتبـــة الثانیـــة وذلـــك لارتبـــاط هـــذا ال

المختلفة في العلوم ومجالات الحیاة الیومیة ونسبة لهذه الأهمیة تناولنا فـي هـذا البحـث المعـادلات 
  .التفاضلیة من الرتبة الثانیة وبعض تطبیقاتها 
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  ةالتفاضلی ةالمعادل )1-1(

من  أكثر أود وواح y(x)ومتغیر تابع ولیكن xھي علاقة تساوي بین متغیر مستقل ولیكن 

,′′ݕ,′ݕ ةالمشتقات التفاضلی  ةالعام الصورةعلى  أنھا أي ………′′′ݕ

,′′ݕ,′ݕ,ݕ,ݔ)݂ … … ) = 0  

  .ةعادیة تسمى معادلھ تفاضلی ةوھذه المعادل

,	xمن واحد ولیكن  أكثر ةكان عدد المتغیرات المستقل إذا أما y  مستقلان وكان  

 ةالمشتمل ةسمیت المعادل, جزئیا   ݕ,	ݔمتغیر تابع قابل للاشتقاق بالنسبھ لكل من 	(ݕ,		ݔ)ܼ

وھي , جزئیھ  ةھ تفاضلیمعادل,  ةالتابع ومشتقاتھ الجزئی والمتغیر ةعلى المتغیرات المستقل

  : ةالصور

,ݕ,	ݔ)ܩ డ௭,ݖ
డ௫

, డ௭
డ௬

, డ௭
మ

డ௫మ
	 , … . ) = 0  

  :ةضلیسبیل المثال المعادلات التفاوعلى 

ଶ′′′ݕ .1 + ଷ′ݕ2 − ݕ5 = sinݔ 

′ݕ .2 +  ଶݔ=ݕݔ

3. డ
మ௭

డ௫మ
+ ݕݔ2 డమ௭

డ௫௬
+ డ௭

డ௬
=  ݔ

 ةمعادلھ تفاضلی 3 ةالمعادلعادیھ بینما  ةلھ تفاضلیكلا منھما معاد2و 1المعادلتین  أننلاحظ 

  جزئیھ

  .ةمعامل تفاضلي في المعادل أعلىھي رتبة :ةرتبة المعادل )1-1-1(

تكون  أنبشرط  ةمعامل تفاضلي في المعادل أعلى) قوة(ھي درجة :ةدرجة المعادل )1-1-2(

  .ةالكسری خالیھ من القوه  ةجمیع المعاملات التفاضلی

  )1(مثال

  :ةة ودرجة كلا من المعادلات التالیاوجد رتب

1) y"=(5ݔ + ᇱ)ଶݕ2 = 0												 
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2)      Y'-3ݕସ=0 

  -:الحل

 ةالثانی ةوالدرج ةالثانی ةمن الرتب ةالمعادل )1

   الأولى ةوالدرج ةالرابع ةمن الرتب ةالمعادل )2

  )2(مثال

  :ةفي كلا من المعادلات التالی ةوالدرج ةاوجد الرتب

1) t y''+ݐଶy'-(sin)ඥݐ=࢟ଶ − ݐ + 1 

2)      5(ௗ
ర

ௗర
)ହ + 7(ௗ

ௗ
)ଵ+ܾ − ܾହ =  

-:الحل  

 الأولى ةوالدرج ةالثانی ةمن الرتب ةالمعادل )1

  مسةالخا ةوالدرج ةالرابع ةن الرتبم ةالمعادل )2

  :ةالتفاضلی ةحل المعادل )1-2(

yةالدال = y(x)	  ݔ)݂حلا للمعادلھ التفاضلیھ	ݕ,	, ,′	ݕ ,′′ݕ … . ) =   :اذا كانت  0

 من المرات  nقابلھ للاشتقاق     )1

,	f(x  أي ةالتفاضلی ةتحقق المعادل   )2 y(x),y′(x), … . y୬(x)	) = 0	 

  )3(مثال

y(x)  أناثبت  = c	sinݕحلاࡧللمعادلھࡧالتفاضليھߠ′′ + ݕ	 =   ثابتࡧ c حيثࡧ	0

  - :اݍݰل

(ݔ)	ݕ 	= (ݔ)′ݕ							,															ߠ	݊݅ݏ	ܿ	 = (ݔ)"ݕ					,							ߠ	ݏܿ	ܿ	 = 	  ߠ	݊݅ݏ	ܿ−

  وعڴʄࡧذلكࡧنجدࡧانࡧ

(ݔ)′′ݕ + (ݔ)ݕ = 	 ݔ	݊݅ݏ	ݔ− + ݔ݊݅ݏ	ݔ	 = 0 

  )4(مثال

ܖܔ  إناثȎتࡧ +࢟ ௫
௬

= ݕ,												ܿ > 0	… … …  ةثابتࡧࡧɸوࡧحلࡧللمعادلࡧcحيثࡧࡧࡧ(1)
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(y - x)ௗ௬
ௗ௫

+ ݕ = 0 … … … … … . . (2)  

  - :اݍݰل

ʏةالمعادلࡧنفاضلࡧطرࡩ l݊	ݕ + ௫
௬

=   xبالɴسبھࡧلࡧ0

1
ݕ
ݕ݀
ݔ݀ +

ݕ − ݔ ݔ݀ݕ݀
ଶݕ = 0 = ൬

1
ݕ −

ݔ
ଶ൰ݕ

dy
dx +

1
ݕ = ݕ,																								0 ≠ 0 

∴ 				 	ݕ) − (ݔ
ݕ݀
ݔ݀

+ ݕ = 0 

  )2( ةحل للمعادل) 1( ةالمعادل أن أي

  :)5(ل مثا

=y=f(x) ةبالصور ةالمعرف ةالدال أنحقق  ݁ଶ௫ݕ ةتكون حلا للمعادل′ − ݕ2 =0   

, ݔ ∈ (−∞,∞)  

  -:الحل

,yبالتعویض عن  y′	نحصل على  ةالتفاضلی ةفي المعادل  

(݁ଶ௫) − 2(݁ଶ

yة الدال وأیضا  xلجمیع قیم  = g(x) = e୶ (0,1)حیثx ∈  

′yة التفاضلی ةحلا للمعادل − 2y = 0  

  )6(مثال

ଶݕ ةھل الدال = ଶݔ3 + "ݕݕھو حل للمعادلھ  ଷݔ + ଶ(′ݕ) − ݔ3 = 5  

  -:الحل

ଶݕ = ଶݔ3 +  ଷݔ

= ᇱݕݕ2 = ݔ6 +  ଶݔ3
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= (ᇱᇱݕ)ݕ2 + ᇱݕᇱ(2)ݕ = 6 +  ݔ6

  2على  ةبالقسم

′′ݕ	ݕ + (′ݕ) = 3 +  ݔ3

 LHS    	= +′′ݕ	ݕ ଶ(ᇱݕ) − ݔ3 = 3 ≠ 5 

ଶݕوعلیھ  = ଶݔ3 +   لیس حلا للمعادلھ التفاضلیھ    	ଷݔ

  )7(مثال

ଷݔ=ݕھل     + ݔ − ௗమ௬حلا للمعادلھ التفاضلیھ      2
ௗ௫మ

=   ؟ ݔ6

  -:الحل

ݕ = ଷݔ + ݔ − 2														 

ௗ௬
ௗ௫

= ଶݔ3 + 1                     =       ௗ௬
మ

ௗ௫మ
=  ݔ6

ଷݔ=yوعلیھ + ݔ − ௗమ௬ھو حل للمعادلھ التفاضلیھ   2
ௗ௫మ

=   ؟ ݔ6

  :ةحلول المعادلات التفاضلی )1-3(

  - ):التابع(الحل العام ) 1-3-1(

  .ثابتا اختیاریا اساسیا nبین المتغیرات وتحتوي على  ةعلاقھو 

ସݔ=y: مثل + ଶݔy=aݔܿ +   ).الحل العام( أصلیاتسمى تابعا     ,ݔܾ

 nیحوي  أصليیعطى كل تابع , وتمثل دائما بحروف كبیره أساسیھثابتا بثوابت   nألتدعى ھذه 

نحصل على  أنیمكن ,  ةالاختیاریخالیھ من الثوابت   n الرتبةمن  ةھ تفاضلیثابتا اختیارا معادل

معادلھ التي  nوال الأصليمن التابع  ةالمكون ةالمعادل (n-1)ثابتا بین  n ألبعد حذف  ةالمعادل

  .للمتغیر الداخلي في ھذا التابع ةبالنسب ةمره متتالی n الأصلينحصل علیھا باشتقاق التابع 
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  )8(مثال

  :الأتي) الحل العام( الأصليللتابع  ةرافقالم ةالتفاضلی ةاوجد المعادل

A݁ଶ௫=ݕ + ௫݁ܤ + ܿ 

  -:الحل

ௗ௬
ௗ௫

=2A݁ଶ௫ + ௫݁ܤ 									, ௗమ௫
ௗ௫మ

= ଶ௫݁ܣ4 +  ௫݁ܤ

  

,						
݀ଷݔ
ଷݔ݀

= ଶ௫݁ܣ8 + ௫݁ܤ  

ௗమ௫وعلى ذلك فان
ௗ௫మ

− ௗ௬
ௗ௫

= 2A݁ଶ௫ 	, ௗయ௫
ௗ௫య

− ௗమ௫
ௗ௫మ

=  	,ଶ௫݁ܣ4

ௗయ௫
ௗ௫య

− ௗమ௫
ௗ௫మ

 =2(ௗ
మ௫

ௗ௫మ
− ௗ௬

ௗ௫
 وبالتالي																							(

ௗయ௫ھي  ةالمطلوب ةوعلیھ فان المعادل
ௗ௫య

− 3 ௗమ௫
ௗ௫మ

+ 2 ௗ௬
ௗ௫

  

  )9(مثال

ଶݔy=c:للحل العام ةالتفاضلی ةاوجد المعادل + ܿଶ  

  -:الحل

୷ୢ أنبما 
ୢ୶

= ܿ													,				ݔ2ܿ = ଵ
ଶ௫

ௗ௬
ௗ௫

 

y=cݔଶ + ܿଶ 						= 		 ଵ
ଶ௫

ௗ௬
ௗ௫
ଶݔ + ଵ

ସ௫మ
ቀௗ௬
ௗ௫
ቁ
ଶ

  

ଷݔھي ةالمطلوب ةالمعادل إذن
ௗ௫
− ݕଶݔ4 = 0																									 ቀୢ୷

ୢ୶
ቁ
ଶ

+ 2  
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  - :الحل الخاص

 ةقیم معینھ للثوابت الاختیاری بإعطاء) الأصليالتابع (ھو حل نحصل علیھ من الحل العام 

  .في تكوینھ الداخلة

  )10(مثال

yةللمعادل ةاوجد الحلول الخاص = xଶ + 2x + 3     

  -:الحل

A=1       ,   B=2    ,    C=3 

  )11( مثال

ݕ:       ةاوجد الحل الخاص للمعادل التفاضلی = ݔ6 + 2       

y(0)  ةمع الشروط الحدی = 2																							y(2) = 8					  

  -:الحل

  :نجد ان  x إلية مرتین بالنسب ةبتكامل طرفي المعادل

y=ݔଷ + ଶݔ + ݔܣ +   ܤ

(0)ݕفنحصل على         ةبالتعویض  من الشروط الحدی =2             ∴ 2 =  ܤ

 2A+2                     ,        A=-3+4+8=8        ∴         8=(2)	ݕ

ଷݔ=y   :               وعلیھ فان الحل المطلوب ھو    + ଶݔ − ݔ3 + 2  

  -:ةالتفاضلی ةتكوین المعادل )1-4(

من الثوابت nذلك الحل یعتمد   أننجد  n ةمن الرتب ةالحل العام لمعادلھ تفاضلی أعطینا إذا

,		y			,		f(x: ةویكون على الصور الاختیاریة cଵ		, cଶ		, … … … c୬) = 0								_______(1)  
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,		cଵحیث  cଶ		, … … … c୬ للحل  ةالتفاضلی ةوللحصول على المعادل  ,    ثوابت اختیاریھ

  )1(  ةات للمعادلمن المشتقnالمعطي نجري 

معادلھ من العملیات n إلي بالإضافة)  1( ةعن المعادل ةمن المعادلات عبارn+1یكون لدینا 

 المعادلةومنھا نحصل على  الاختیاریةوبذلك یمكن حذف الثوابت   nالتي عددھا  ةالتفاضلی

  . التفاضلیة

  )12(مثال

yالتي حلھا العام   ةالتفاضلی ةاوجد المعادل = c	sinx_____________(1) 

  -:الحل

ݕنفاضل مره واحده   =           (2)________________		ݔ	݊ܿ	

  ھي ةالمطلوبیة التفاضل ةوتكون المعادل) 1(على ) 2(قسمة  ب)  2(و ) 1( ةمن المعادل cنحذف 

′ݕ = 	ݕ ݔݏܿ  (2)_______	ݔ	

  

  : أخرحل 

  :نستخدم المحدد )   1(و) 2(من  cیمكن لحذف 

ฬ
ݕ ݔ݊݅ݏ
ᇱݕ ฬݔݏܿ = 0 

	ݕ ݏܿ ݔ 		– ′	ݕ	 ݊݅ݏ ݔ 	= 0                 ∴ ᇱݕ =  ݔݏܿ

  

  )12(مثال

ଵ݁ଶ௫ܿ=ݕ:  التي حلھا العام  ةالتفاضلی ةاوجد المعادل + ܿଶ݁ଷ௫_____________(1)  

,			cଵحیث  ܿଶ   ثابتان اختیاریان  
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  -:الحل

  مرتین) 1(بتفاضل 

′ݕ = 2ܿଵ݁ଶ௫ + 3ܿଶ݁ଷ௫__________(2) 

′′ݕ = 4ܿଵ݁ଶ௫ + 9ܿଶ݁ଷ௫__________(3) 

  :   			,							ଶܿଵܿلحزف 


ݕ ݁ଶ௫ ݁ଷ௫

yᇱ 2݁ଶ௫ 3݁ଷ௫

ᇱᇱݕ 4݁ଶ௫ 9݁ଷ௫
,     

ݕ 1 1
ᇱݕ 2 3
ᇱᇱݕ 4 9

 = 0  

18)	ݕ − 12) 		− −9)′ݕ		 4) 			+ −3)′′ݕ		 2) 	= 0 

∴ ᇱᇱݕ − ᇱݕ5 + ݕ6 = 0 

  )13(مثال 

ଵܿ=ݕالتي حلھا العام ة التفاضلی ةمعادلاوجد ال + ܿଶݔ +   ଶݔ

  -:الحل

ଶݔ-ݕ ةنضع الحل العام على الصور = ܿଵ + ܿଶݔ																	  

,	ଵܿنفاضل ھذا الحل مرتین ثم نحذف  ܿଶ  فنحصل على:  


ݕ − ଶݔ 1 ݔ
yᇱ − 2x 0 1
ᇱᇱݕ − 2 0 0

 = 0 

′′ݕ:    ھي  ةالمطلوب ةوتكون المعادل − 2 = 0																									 ∴ ′′ݕ				 = 2												  

  :ةوالشروط الحدی ةالشروط الابتدائی )1-5(

 ةحقق المعادلت أننعطي بعض الشروط التي یجب  ةالعادی ةفي بعض مسائل المعادلات التفاضلی

التي تظھر في  كننا من تحدید الثوابت الاختیاريوھذه الشروط ھي التي تم. ةالعادی ةالتفاضلی

  .الحل العام  لإیجاد المستخدمةنتیجة لعملیات التكامل  الحل العام
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  )14(مثال

′ݕ ةاوجد حل المعادل = (2)ݕالتي تحقق الشرط         ݔ2 = 3    

  -:الحل

ଶݔ=(ݔ)ݕ ةالتفاضلی ةبتكامل المعادل + ܿ  

               c                                    ∴     c=-1+4=3بالتعویض في الشرط 

ଶݔ=(ݔ)ݕالحل المطلوب ھو  إذن − 1  

, یحتوي على ثابتین اختیاریین  ةالثانی ةمن الرتب ةالعادی ةالتفاضلی ةولما كان الحل العام للمعادل

صورا  یأخذانو ھذان الشرطان  ةللمعادل  إضافیانلذا یستلزم لتحدید الثابتین وجود شرطان 

  - :منھا ةمختلف

 :مثل    °ݔ النقطةھذان الشرطان عند  يأعط إذا  )1

(°ݔ)ݕ = (°ݔ)′ݕ							,															ܽ = ܾ 

°ݔ)فان تلك الشروط تعرف بالشروط الابتدائیھ عند   ةالتفاضلی ةوتسمى المعادل  (

  Initial  value الابتدائیة ةالقیم مسالةالشروط  إلي بالإضافة

(ଶݔ)′ݕمختلفتین    نقطتینالشرطان عند  أعطي إذا  )2 = (ଵݔ)ݕ																	,								ଶݕ =

  ଵݕ

 مسالة ةالشروط الحدی إلي بالإضافة ةالتفاضلی ةالمعادلكانت الشروط شروطا حدیھ وسمیت 

  Boundary  Value  Problem ةالحدیة القیم

  )15(مثال

′′ݕ      ةالابتدائیة اوجد حل مسالة القیم = (0)ݕ					,						ݔ = 1			, (0)′ݕ = 	 −1 

  -:الحل
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	yالتكامل مرتین                بإجراء = 			 ଵ


xଷ + cଵx + cଶ 

	′ݕحیث  ةالمعطاة الذي یمثل الحل العام للمعادل = 	 ଵ
ଶ
ଶݔ + ܿଵ											  

    الابتدائیةبالتعویض في الشروط 

(0)	′ݕ = 	 −1																			-1=ܿଵܿଵ = −1 

(0)	ݕ = 1														1 = ܿଶܿଶ=1          

  :ھو  ةالمعطا المسالةویكون حل 

ݕ =
1
6 ݔ

ଷ − ݔ + 1 
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  المعادلات التفاضلیة الخطیة المتجانسة من الرتبة الثانیة) 2-1(

  :تعریف المعادلة التفاضلیة من الرتبة الثانیة

  : ھي معادلات جبریة مناظرة للمعادلة التفاضلیة وتكب على الصورة

ᇱᇱݕ + ܽଵ	ݕᇱ + ܽଶ	y =0 → 1   

  : ثابتان وتكون المعادلة على الصورة 	ܽଶ	 ଵܽ,حیث أن

ویمكن الحصول علیھا مباشرة من المعادلة التفاضلیة  ) المساعدة(وتسمى بالمعادلة الممیزة 
وھزه المعدلة عبارة عن معادلة ) D(بدلا من ) גּ(وذلك بوضع ) D(المؤثر الأصلیة بدلالة 

    	ଶגּ	,	ଵגּوبالتالي لھا جذران )  גּفيمن الدرجة لثانیة (تربیعي 

  : تعریف الحل العام

حیث  ,) 1(یمثل الحل العام للمعادلة  ଵݕ	ଶ +y =ܿଵݕଶܿ: فإن ) 1(للمعادلة  	ଵݕ	,	ଶݕإذا  كان 
ܿଵ	,ܿଶ    ثابتان اختیاریان  

إیجاد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الخطیة المتجانسة من الرتبة الثانیة ذات ) 2-1-1(
 :   المعاملات الثابتة 

  : ثابتان  ଶܿଵܿحیث  ᇳݕ	+ ᇱ ܽଵݕ+ ଶܽ 	=   0نفترض أن المعادلة     -1

   .نحاول إیجاد حلین خاصین مستقلین خطیا , للحصول على الحل العام لتلك المعادلة 

  .مقدار ثابت )  ג(حیث )  1(حلا للمعادلة )  ௫ג݁=y(نحاول استخدام  -2
 :نضع المعادلة على الصورة  -3

ଶܦ)      + ܽଵD + 	ܽଶ)ݕ =   ثم نعوض بالحل المفروض  0

୷ܦ   = ௫ג݁ܦ = ݕଶܦ,	୶ג݁ג = ௫גଶ݁ܦ = ג
ଶ
   ୶ג݁

ג	)+ ଵܽ ג+  ୶ )ܽଶג݁=     0:نحصل على المعادلة -4
ଶ
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ג	+  			ଵܽ				ג+  ଶୀܽ:                   ینتج أن 	୶ג݁	 ≠ 0حیث  -5
ଶ

  

  طرق حل المعادلات التفاضلیة من الرتبة الثانیة ) 2-2(

 :ضليفاطریقة المؤثر الت )2-2-1(
o  تعریف المؤثر التفاضليD  

D = ௗ
ௗ௫

   xالمشتقة الأولى بالنسبة إلى  ≡  

=ଶܦ ௗమ

ୢ୶మ
   xالمشتقة الثانیة بالنسبة إلى  ≡ 

=ௗܦ 0000وھكذا 
಼

಼
    

o  بعض خواص المؤثر التفاضليD  : 
i. D[ ଵ݂(ݔ) ± ଶ݂(ݔ)] = ܦ ଵ݂(ݔ) ± ܦ ଶ݂(ݔ)   

 
ii. D[ k f(x)  ]  =  K d f(x)    
iii. F(D)݁௫=f(a)݁௫,            f  كثیرة حدود فيD  

مما سبق یمكن كتابة المعادلة                                      
ܽ(୷)+ܽଵ(ݕ)ିଵ+ܽଶ(ݕ)ିଶ…..ܽିଵݕ + ܽݕ =    (ݔ)݂

D୬ܽعلى الصورة  + ܽଵܦିଵ + ܽଶܦିଶ + ⋯+ ܽିଵܦ + ܽݕ(ܦ =   )  (ݔ)݂

ܦିଵ+….ܽିଵܦ+ܽଵܦD)=ܽ:          حیث نجد أن + ܽ(∅    

   ⁿمن الدرجة  ᴅدالة كثبره حدود في 

وھي معادلة خطیة غیر  ∅)          D)y=f(x)ویزلك تصبح المعادلة على الصورة الرمزیة
  فھي معادلة خطیة متجانسة∅	) D)y=0متجانسة أما المعادلة  

  :یمكن الحصول على الحل العام بثلاث حالات )2-2-2(

A. جزرا المعادلة الممیزة حقیقیان ومختلفان : 
ଶג		:  أي أن  ≠ حلان خاصان للمعادلة   ଵݕ= భଡ଼ג݁ , ଶݕ=  భଡ଼ג݁	نجد أن       	ଵג

   .التفاضلیة  
  : بالتالي فإن الحل العام یكون على الصورة 

y=ܿଵ݁גభ + ܿଶ݁גమ ܿଵ, cଶ																					     ثابتان اختیاریان  

                                                                                                1مثال      

       ᇱ-4y=0ݕᇳ+3ݕاوجد الحل العام للمعادلة 
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  الحل 

= Dحیث  )                     ଶ+3D-4)y=0ܦ نضع المعادلة على صورة   ௗ
ௗ௫

   

y=݁ג  ג 0=4-:         حلا للمعادلة
ଶ

+    ג3

ଵג)  ג+4)(ג-1: (فإن المعادلة المساعدة ھي  = −	4, ଶג =     				؞				

           y=ܿଵ݁ିସ+ܿଶ݁:  فیكون الحل العام ھو

B.  جزرا المعادلة الممیزة حقیقیان متساویان                                                                                               :
ଵג أي آن = ଵݕ	في ھزه الحالة یكون   	ଶג = الحل الأول مرتبط بالحل   భ௫ג݁

ଶג = eגమ୶  لذا نبحث عن حل آخر لyଶ ݕ غیر مرتبط بالحلଵ   ݕوقد ثبت أنଶ  
    ଵݕیمثل حلا  للمعادلة وغیر مرتبط بالحل الأول 

   			మ௫ג݁ݔభ௫+ ܿଶגcଵ݁وعلى ذلك یكون الحل العام على الصورة 

௫ג݁(ݔଵ+ܿଶܿ) = yأو  ଶג			=ଵגحیث                     =    ג

  2مثال 

    ᇱ+4y =0ݕyᇳ-4أوجد الحل العام للمعادلة  

  الحل 

  نضع المعادلة على صورة 

 Y=0(ଶ-4D+4ܦ)

  حلا للمعادلة المعطاة       y=݁௬௫نفرض أن  

גּ:     المعادلة المساعدة
ଶ
− ג4ּ + 4 = −גּ)         0 2)ଶ  

  ویكون جزر المعادلة 

  :ویكون الحل العام ھو 

y=(ܿଵ + ܿଶגּ݁(ݔ௫    

  3مثال 
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  اوجد الحل العام للمعادلة

y''-8y'+16y=0  

  نضعھا في الصرة 

Y=ּ݁ג௫ حلا للمعادلة المعطاة  

  :المعادلة المساعدة ھي ؞

  فیمكن تحلیلھا إلي 

  :فیكون جزراھا  

  :الحل العام ھو ؞

Y=(ܿଵ + ܿଶݔ)݁ସ௫ 

  4مثال    

  y''=0:   حل المعادلة 

ג:            تكون المعادلة المساعدة 
ଶ

= 0   

ଵג           فیكون جزراھا         = ଶג = 0       

  :          حل العام ھو  ال؞

   Y=(ܿଵ + ܿଶݔ)   

  5مثال 

  حل المعادلة 

  ܺ + 4ܺ + 4ܺ = 0̇̈    

  نضع المعادلة على الصورة  
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ଶܦ)   + 4D + 4)X = 0   

  المعادلة المساعدة ھي 

ג)نحللھا إلى   + 2)ଶ   

ଵגیكون  الجذران  ھما                                                            ؞ = ଶג = −2            

  :الحل العام ھو 

X=(ܥଵ + ଶ௫݁(ݐଶܥ    

C.  الصیغة الربیعیة(مركبان جزرا المعادلة الممیزة: ( 

גּ      كان احد جزري المعادلة عدد مركب إذا = ܉ + ܑɮ       حیثi=√−1  فان الجزر
ଶגּیكون على صورة     ଶגּالاخر  = a − iB  )حیث)  الجزر المرافق، B=0    من ذلك فان

ଵגּ ≠   ویكون الحل العام ھو    ଶגּ

    Y=ܣଵ݁(ା)௫ +  ଶ݁(ି)௫—1ܣ

  :إن الحل العام یكون على صورة ویمكن إثبات 

Y=݁௫[ܿଵ	ܿݔܤݏ + ܿଶݔܤ݊݅ݏ]  

  :على الصورة 1—نضع الحل 

Y=ܣଵ݁௫݁ + ଶ݁௫݁ି௫ܣ 		= ݁௫[ܣଵ݁௫ +    [ଶ݁ି௫ܣ

  :   ونعلم أن

࢞ࢋ = ࢙ࢉ

  :وعلى ذلك فان 

Y=݁௫[ܣଵ(ܿݔܤݏ + (ݔܤ݊݅ݏ݅ + ݔܤݏܿ)ଶܣ −  [(ݔܤ݊݅ݏ݅

݁௫[(ܣଵ + ݔܤݏܿ(ଶܣ + ଵܣ)݅ −   =[ݔܤ݊݅ݏ(ଶܣ

  :فیكون الحل ھو 

Y=݁௫[ܿଵܿݔܤݏ + ܿଶݔܤ݊݅ݏ] 
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  6مثال

                                                y''+2y'+5y=0لة   العام للمعاد لحلاوجد ا

  

ଶܦ)نضع المعادلة في الصورة                                      + 2D + 5)y = 0  

        Y=࢞גּࢋ		للمعادلة المعطاة حلا       

גּالمعادلة المساعدة ھي      
ଶ

+ ג2 + 5 = 0  

  :إلى الصورة  التربیعیة  نحولھا ؞

      -1±2i   =ିଶ±√ସିଶ
ଶ

 ג=

  :لحل العام ھو   ا

Y=݁ି௫[ܿଵ	ܿݔ2ݏ + ܿଶ	ݔ2݊݅ݏ]   

  :طرق إیجاد الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة الخطیة غیر المتجانسة المؤثر العكسي )2-3(

                                          ∅)  D)y =f(x)حل یحقق المعادلة  y p   حیث أن 
(D)y p=f(x) ∅  

ଵباستخدام التأثیر العكسي على الطرفین 
∅(ୈ)

	∅(D)yp = ଵ
∅(ୈ)

	f(x)												   

ݕ  = ଵ
∅()

f(x)                                           

  : لھ صور مختلفة  f(x)استخدام التأثیر العكسي على الدالة 

  ∅	 																		f(x) = ݁௫إذا كان  .1

∅(ܽ) ଵ
∅() ݁

௫ = ݁௫    

   ∅)a)≠ 0بالقسمة على 
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≠ (a )أي أن  		0 ≠			,			 ଵ
∅()

݁௫ = ଵ
∅()

݁௫		 ∅    

  
= f(x)إذا كان  .2   (࢞)࢟࢞ࢇࢋ

  نعلم أن 
D[݁௫(ݔ)ݒ] = ݁௫(ݔ)ݒܦ + ܽ݁௫(ݔ)ݒ = ݁௫(ܦ +    		(ݔ)ݒ(ܽ

  أیضا 
 Dଶ[eୟ୶v(x)] = D[eୟ୶(D + a)v(x)				  

eୟ୶[Dଶv(x) + adv(x) + aeୟ୶(D + a)v(x)    
   = eୟ୶[D + a]ଶv(x)    

  وھكذا نجد أن 

D[݁௫v(x)]=݁௫∅(ܦ +     (ݔ)ݒ(ݔ

  ومن ذلك یمكن إثبات أن 

   ∅) (Dبالتأثیر على الطرفین بالمؤثر

L.H.S   = (ܦ)∅ ଵ
∅() ݁

௫(ݔ)ݒ = ݁௫(ݔ)ݒ   

R.H.S = ௫݁(ܦ)∅ ଵ
∅(ା௫)    (ݔ)ݒ

 = eୟ୶(D + a) ଵ
∅(ୈାୟ) v(x)   

 = eୟ୶v(x)   

ଵإذا كان  .3
ୈ

f(x) = ∫   ݔ݀(ݔ)݂
  : الإثبات

ଵ
ୈ

f(x) = z	 → f(x) = D = ୢ
ୢ୶

   

=z؞ ݔ݀(ݔ)݂∫ = ଵ

  (ݔ)݂

ଵحیث 
ୈ
ଵ، أي  Dالتأثیر العكسي للمؤثر  

ୈ
ଵ،بینما  xیمثل التكامل بالنسبة إلى 

ୈౡ
یمثل التكامل  

  من المرات  kعدد x بالنسبة 

 نأخذ إحدى صور ∅) D (وكان  nدالة كثیرة حدود من درجة   f(x)إذا كان  .4
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(1+D) , (1-D) , (1+ܦଶ)	, (1 − ,(ଶܦ … … …   

ଵ
(ଵାୈ

f(x) = [1 − D + Dଶ + ⋯+ (−1)୬D୬]f(x)                                    
ଵ

ଵିୈ
f(x) = [1 + D + Dଶ + ⋯+ D୬]f(x)                                          

ଵ
ଵିୈ

f(x) = [1 + 2D + 3Dଶ + ⋯+ (n + 1)D୬]f(x)   

ଵأو نتبع القسمة المطلوبة لإیجاد 
∅(ୈ)

  

  c f(x)=إذا كان        .5
  مقدار ثابت   c   حیث 

 ଵ
∅(ୈ)

c = ଵ
∅(ୈ)

ceୟ୶ = c ଵ
∅(ୈ)

eୟ୶ = ୡ
∅(ୈ)

  

(ܦ)∅				  ≠ 0  
(ܦ)∅فإذا كان   = ଷܦ − ଶܦ3 + ܦ2 + 5   

(ܦ)	∅						  = 5    
ଵ

∅(ୈ)
c = ୡ

∅(ୈ)
= ୡ

ହ
     

 ∅(ܦ) = ଷܦ − ଶܦ2 + ܦ6 → (ܦ)∅ = 0  

؞ ଵ
∅(ୈ)

c = ଵ
ୈయିଶୈమାୈ

c = ଵ
ୈ

. ଵ
ୈమିଶୈୀ

c = ଵ
ୈ

. ଵ


= େ


x    

(ݔ)݂إذا كان  .6 = ⌠		 sin(ܽݔ +)
cos(ܽݔ +    							(ܤ

ଵفإن
∅(ୈమ)

⌠ sin(ax + B)
cos( ax + B) = ଵ

∅(ିୟమ)
	⌠sin( ax + B)

cos( ax + B)   

ݔܽ)Dsinنعلم أن    +) = ܽ cos(ܽݔ +   (ܤ

 Dଶ sin(ܽݔ + (ܤ = −ܽଶ sin(ܽݔ +   					(ܤ

ଷܦ sin(ax + B) = −aଷ cos(aସ sin(ax + B))   

Dସ sin(ax + B) = Dସ sin(ax + B) = (−aସ)ଶ sin(ax + B)   

  ومن ذلك یمكن استنتاج 

୩(ଶܦ) sin( ax + B) = (−aଶ)୩ sin(ax + B)→    

  وبالمثل یمكن نثبت أن 

୩(ଶܦ)     cos(ܽݔ + (ܤ = (−ܽଶ) cos( ݔܽ +   (ܤ
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  وعلى ذلك فإن 

∅(Dଶ

(ݔ)݂بأخذ  = sin(ܽݔ +    (ܤ

(ଶܦ)∅ sin(ܽݔ + (ܤ = ∅(−ܽଶ) sin(ܽݔ +    ؞(ܤ

ଵبالمؤثر العكسي  وبالتأثیر على الطرفین 
∅(ୈమ)
   

ଵ
∅(ୈమ)

∅(−ܽଶ) sin(ܽݔ + (ܤ = sin(ܽݔ +    ؞(ܤ

  مقدار ثابت  (ଶܽ−)∅وحیث 

(aଶ−)∅	؞ ଵ
∅(ୈమ)

sin(ax + B) = sin(ax + B)   

(ଶܽ−)∅بالقسمة على  ≠ 0  

ଵ
∅(ୈమ)

sin(ax + B) = ଵ
∅(ିୟమ)

sin(ax + B) = sin(ax + B)؞  

  f(x)=0إذا كان      1 من الحالة  .7

eୟ୶نضع  = eୟ୶. 1 = eୟ୶	, v(x)				   

  2من 

؞ ଵ
∅(ୈ)

eୟ୶ = ଵ
∅(ୈ)

(eୟ୶. 1) = eୟ୶ ଵ
∅(ୈ) (1)    

(ଶܽ−)∅إذا كان  6من الحالة  .8 = 0  

ݔܽ)sinفي ھزه الحالة نضع   + (ܤ =    (ା)݁ܫ

؞
1

∅(D

  

  :أمثلة متنوعة 

  7مثال 

ଶܦ)اوجد الحل العام للمعادلة   + ܦ2 = ݕ(3 = 42݁ସ௫   
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  الحل 

Dଶ)نوجد حل    : أولا + 2D − 3)y = 0   

ݕنفرض أن   =   حلا للمعادلة   ௫ג݁

גازن المعادلة الممیزة ھي  
ଶ

+ ג2 − 3 = 0    

൫ג − 1൯൫ג + 3൯ = 0 → ג = 1	, ג = −3   

גݕ = ܿଵ݁௫ + cଶeିଷ୶    

   ݕنوجد حلا خاصا : ثانیا

ݕ = ଵ
మାଶିଷ

42eସ୶ = 42 ଵ
(ୈିଵ)(ୈାଷ) eସ୶ = 42 ଵ

(ଷ)() eସ୶ = 2eସ୶   

  الحل العام : ثالثا

݃ݕ = גݕ +    ݕ

݃ݕ = ܿଵ݁௫ + ܿଶ݁ିଷ௫ + 2݁ସ௫   

  ثابتان اختیاریان  ,cଶ	cଵحیث 

  8مثال 

  اوجد حل مسألة القیمة الابتدائیة 

ଶܦ) + ܦ4 + ݕ(3 = ௫݁ݔ8 − (0)ݕ,	6 = ିூଵ
ସ
	 , ᇱ(0)ݕ = ଵ

ସ
     

  الحل 

  نوجد حل المعادلة المتجانسة : أولا

ݕنفرض أن  =   حلا للمعادلة  وتكون ا لمعادلة الممیزة ھي   ௫ג݁

ג
ଶ

+ ג4 + 3 = 0   

ג൫؞ + 1൯൫ג + 3൯ = 0	 → ג	 = −1	,−3    

גݕ؞ = ܿଵ݁ି௫ + ܿଶ݁ିଷ௫   

   ݕنوجد الجل الخاص : ثانیا
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ଵ
(ୈାଵ)(ୈାଷ) 8xe୶ = 8e୶ ଵ

(ୈାଶ)(ୈାସ) x    

= ଼
(ଶ)(ସ) eଡ଼ = ଵ

ቀଵାವమቁቀଵା
ీ
ర
ቁ

x = eଡ଼ ቀ1 − ୈ
ଶ
ቁ ቀ1− ୈ

ସ
ቁ x    

= e୶ ቀ1 − ୈ
ଶ
ቁ ቀx − ଵ

ସ
ቁ = e୶ ቂx − ଵ

ସ
− ଵ

ଶ
ቃ = ଵ

ସ
e୶(4x − 3)   

  وكذلك   

ଵ
(ୈାଵ)(ୈାଷ) 6 = 

ଷ
= 2   

ݕ = ଵ
ସ
݁௫(4ݔ − 3) + 2   

  نوجد الحل العام : ثالثا

݃ݕ = גݕ +    ݕ

݃ݕ = ܿଵ݁ି௫ + ܿଶ݁ିଷ௫ + ଵ
ସ
݁௫(4ݔ − 3) + 2	 → 1   

  ولإیجاد الحل الذي یحقق الشروط الابتدائیة نوجد 

ᇱݕ = −cଵeି୶ − 3cଶeିଷ୶ + ଵ
ସ

e୶(4 + 4x − 3)      

ᇱݕ؞ = −ܿଵ݁ି௫ − 3ܿଶ݁ିଷ௫ + ଵ
ସ
݁௫(4ݔ + 1) → 2   

  والشروط الابتدائیة  2و1من

(0)ݕ = ିூଵ
ସ
	→ ିூଵ

ସ
ܿଵ + ܿଶ −

ଷ
ସ
− 2		 → 3    

ᇱ(0)ݕ = ଵ
ସ
		→ ିଵ

ସ
= −ܿଵ − 3cଶ + ଵ

ସ
			→ 4   

؞ 4 و  3   بجمع  ିଵ
ସ

= −2cଶ −
ହ
ଶ
	→ 2cଶ = 0	 → cଶ = 0   

cଵ  3وبالتعویض في  = ିூଵ
ସ

+ ூଵ
ସ

= 0	 → ܿଵ = 0   

ݕالحل المطلوب ھو   ؞ = ଵ
ସ
݁௫(4ݔ − 3) − 2   

  9مثال 

ଷܦ)اوجد الحل العام للمعالة   ଶ)yܦ− = 2 cosݔ														  
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  الحل 

ଷܦ)نوجد حل   : أولا ଶ)yܦ− = 0																															   

ቀג
ଷ
− ג

ଶ
ቁ = 0		 → ג

ଶ
൫ג− 1൯ = 0	 → ג = 0,0, ג = 1   

גݕنجد أن   = ܿଵ + ܿଶݔ + ܿଷ݁௫  

  حیث  ݕنوجد : ثانیا

ݕ = ଵ
(యିమ) 2 cos ݔ = 2 ଵ

ିାଵ
cosݔ    

1بالضرب في مرافق  +    ܦ

ݕ  = 2 ଵା
ଵିమ

cosݔ = 2 ଵା
ଵାଵ

cosݔ = (1 + (ܦ cos ݔ = cos ݔ − sin   ݔ

  الحل العام :ثالثا

ݕ = גݕ + ݕ = ܿଵ + ܿଶ݁ି௫ + 	cosݔ − sin     ݔ

   10مثال 

  اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة 

ଶܦ) − ܦ + 5)y = sin 2x	    

  الحل 

Dଶ)نحل المعادلة المتجانسة  :أولا  − D + 5)y = 0															   

  بافتراض أن الحل ھو 

ݕ = גبالتفاضل والتعویض نجد أن المعادلة المساعدة ھي    ௫ג݁
ଶ
− ג + 5 = 0  

גبالتحلیل نجد أن    = ଵ±√ିଵଽ
ଶ

= 		 ଵ
ଶ

± √ଵଽ
ଶ
݅    

  بذلك حل المعادلة المتجانسة ھو 

גݕ = ݁
భ
మ௫(ܣ cos √ଵଽ

ଶ
ݔ + ܤ sin √ଵଽ

ଶ
    (ݔ

  ثابتان اختیاریان ܤ,	ܣ  حیث  
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  یعطى من  ݕالحل الخاص : ثانیا

ݕ = ଵ
మିାହ

[sin    [ݔ2

= ଵ
ି(ଶ)మିୈାହ

[sin 2x]    

 = ଵ
ଵିୈ

[sin 2x]  

 = ଵାୈ
(ଵାୈ)(ଵିୈ) [sin 2x]  

ଵା
(ଵି)మ

݊݅ݏ] [ݔ2 = ଵା
ହ

݊݅ݏ]    [ݔ2

  = ଵ
ହ

(sin 2x + 2 cos 2x)  

ܲݕأي أن                                          = ଵ
ହ

(sin ݔ2 + 2 cos    (ݔ2

  یزلك یكون الحل العام للمعادلة التفاضلیة المعطاة ھو

ݕ = ݁
భ
మ௫(ܣ cos √ଵଽ

ଶ
ݔ + ܤ sin √ଵଽ

ଶ
(ݔ + ଵ

ହ
(sin ݔ2 + cos    (ݔ2

  ثابتان اختیاریان                                                                              ܤ,	 حیث 

(܉−)∅في المثال أدناه نناقش الحل عندما یكون : ملاحظة  =    

  11مثال 

ଶܦ)اوجد الحل للمعادلة التفاضلیة   + ݕ(4 = sin   													ݔ2

  الحل 

ଶܦ)نوجد المعادلة المتجانسة ھو    :أولا  + ݕ(4 = 0													  

ݕبافتراض أن الحل ھو  = ௫ג݁   بالتفاضل والتعویض نجد أن المعادلة المساعدة ھي  	

ג
ଶ

+ 4 = 0	 → ଵ,ଶג = ±2݅   

גݕیزلك یكون حل المعادلة المتجانسة ھو    = ܣ 	cos ݔ2 + ܤ sin    		ݔ2

  ثابتان اختیاریان  ܤ,ܣحیث 
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ݕیعطى    ݕنوجد الحل الخاص :ثانیا = ଵ
మାସ

[sin   											[ݔ2

(ଶ݉−	)∅واضح أن  = ∅(−4) =   :في ھزه الحالة نستخدم الطریقة التالیة    0

e୧୶موقر نجد أن  یمن نظریة د  = cos x + i sin x			   

ݔcosأي أن  = ܴ݈݁(݁௫) =   الجزء الحقیقي  

   = sin ݔ =   الجزء التخیلي   										൫݁௫൯݉ܫ

ݕوعلى ھذا فان   = ଵ
మశర

ଶ௫൧݁ൣ݉ܫ = .݉ܫ ݁ଶ௫ ଵ
(ାଶ)మାସ

[1]   

ݕ = .݉ܫ ݁ଶ௫ ଵ
మାସିସାସ

[1] = .݉ܫ ݁ଶ௫. ଵ
మାସ

[1]   

.݉ܫ ݁ଶ௫. ଵ
ସ

ቀ1 − 
ସ

+ ⋯ቁ [1] = .݉ܫ ݁ଶ௫. ( ଵ
ସ

+ ଵ
ଵ

+ ⋯ )[1]   

= .ଶ௫݁.݉ܫ (௫
ସ

+ ଵ
ଵ

)   

= cos)݉ܫ ݔ2 + ݅ sin −)(ݔ2 ௫
ସ
݅ + ଵ

ଵ
)   

ݕومنھا  = ଵ
ଵ

sin ݔ2 − ௫
ସ

cos   ݔ2

  بذلك یكون الحل العام للمعادلة التفاضلیة المعطاة ھو 

ݕ = ܣ cos ݔ2 + ܤ sin ݔ2 + ଵ
ଵ

sin ݔ2 − ௫
ସ

cos    ݔ2

  ثابتان اختیاریان  ܤ,حیث  

(ݔ)݂	على الصورة (ݔ)݂إذا كان   .9 = [cosh݉ݔ
sinh݉ݔ													  

  حیث )  6(في ھزه الحالة فإننا نستخدم الحالة 

ଵ
∅(ୈమ)

= [cosh݉ݔ
sinh݉ݔ = ଵ

∅(మ) = [cosh݉ݔ
sinh݉ݔ	   

)∅بشرط أن  ଶ) ≠ 0   

  12مثال

ସܦ)اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة   − ଶܦ8 − ݕ(9 = 50 sinh    		ݔ2

  الحل 
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ସܦ)نحل المعادلة المتجانسة  :أولا − ଶܦ8 − ݕ(9 = 0   

ݕبافتراض أن الحل ھو  =   بالتفاضل والتعویض نجد أن المعادلة المساعدة ھي  ௫ג݁

ג
ସ
− ג

ଶ
− 9 = גቀوالتحلیل ھو   	0

ଶ
− 9ቁ ቀג

ଶ
+ 1ቁ = 0  

൫ג− 3൯൫ג + 3൯ ቀג
ଶ

+ 1ቁ = 0   

ג الجذور ھي   = 3	, ג = −3, ג = ±݅   

ݕ

  ھو  	ݕالحل الخاص : ثانیا

ݕ = ଵ
రି଼మିଽ

[50 sinh    		[ݔ2

ݕومنھا    = −2 sinh   ݔ2

  وبذلك یكون  الحل العام للمعادلة التفاضلیة المعطاة ھو

ݕ = cଵeଷ୶ + cଶeିଷ௫ + cଷ cosݔ + ܿସ sin ݔ − 2 sinh                          ݔ2
,ଵܿحیث   cଶ, cଷ, cସ ثوابت اختیاریة  

  13    مثال 

ସܦ)اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة   − ݕ(1 = 10 cosݔ. coshݔ		  

  الحل 

ସܦ)المعادلة المتجانسة ھي   − ݕ(1 = 0																																				  

ݕبافتراض أن الحل ھو =   بالتفاضل والتعویض نجد أن المعادلة المساعدة ھي   ௫ג݁

ቀג
ସ
− 1ቁ = גቀبالتحلیل نجد أن   0

ଶ
− 1ቁ ቀג

ଶ
+ 1ቁ = 0   

ג	ا الجذور ھي ومنھ = 1, ג = −1, ג = ±݅   

גݕبذلك یكون حل المعادلة المتجانسة ھو    = ܿଵ ௫ + cଶeି୶ + cଷ cosݔ + cସ sin x   

,cଵحیث  ܿଷ, ܿଷ, ܿସ  ثوابت اختیاریة  
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ݕویكون الحل الخاص ھو  = ଵ
రିଵ

[10cos .ݔ cosh    [ݔ

= ܴ݁		 ଵ
(మିଵ)(మାଵ)

ቂ݁௫ 
ೣାషೣ

ଶ
ቃ   

= 5.ܴ݁	 ଵ
(మିଵ)(మାଵ)

[݁(ଵା)௫ + ݁(ଵି)௫]   

= 5.ܴ݁	[ (భశ)ೣ

(	(ଵା)మିଵ)(	(ଵା)మାଵ)
+ (షభ)ೣ

(	(ିଵ)మିଵ)(	(ିଵ)మାଵ)
	]   

= 5.ܴ݁	 ቂ
ೣೣ

ିହ
+ షೣೣ

ିହ
ቃ	    

= 		−ܴ݁. (݁௫+݁ି௫)݁௫ − ܴ݁. 2 coshݔ(cosݔ + ݅ sin       																																	(ݔ

 = −2 coshݔ. cosݔ  

  ذلك یكون الحل العام ھو 

ݕ = ܿଵ݁௫ + ܿଶ݁ି௫ + ܿଷ cosݔ + ܿସ sin ݔ − 2 coshݔ. cos     ݔ

,cଵحیث  cଶ	, cଷ	, cସ  ثوابت اختیاریة  

  14مثال

ܦ)اوجد حل المعادلة التفاضلیة   − 1)ଶ(ܦ + ݕ(1 = −2݁௫									  

  الحل 

ܦ)المعادلة المتجانسة ھي     − 1)ଶ(ܦ + ݕ(1 = 0																		  

ݕنفرض أن الحل ھو  =   بالتفاضل والتعویض نجد أن المعادلة المساعدة ھي  ௫ג݁

ג) − 1)ଶ൫ג + 1൯ = גبالتحلیل نجد أن  	0 = 1, ג =   مكرر مرتین   		1−

גݕ					بذلك یكون حل المعادلة المتجانسة ھو  = ܿଵ ି௫ + (ܿଶ + ܿଷݔ)݁௫					   

,cଵ	حیث  cଶ, cଷ  ثوابت اختیاریة  

ݕھو   ݕویكون الحل الخاص  = ଵ
(ିଵ)మ(ାଵ)

[−݁௫]						   

= ିଶ
(ିଵ)మ(ଵାଵ)

[e୶] = ିଶೣ

ଶ(ାଵିଵ)మ
[1]   

= −e୶ ଵ
ୈమ

[1] = − ଵ
ଶ

xଶe୶									ݕ؞ = − ଵ
ଶ
   ଶ݁௫ݔ
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  بذلك یكون الحل العام للمعادلة التفاضلیة المعطاة ھو 

ݕ = ܿଵ݁௫ + (ܿଶ + ܿଷݔ)݁௫ − ଵ
ଶ
   ଶ݁௫ݔ

,cଵحیث  ܿଶ, ܿଷ  ثوابت اختیاریة  

                                                    : معادلة أویلر التفاضلیة من الرتبة الثانیة )2-4(
ଶxଶyᇳܽتأخذ الصورة   + aଵxyᇱ + aݕ = (ݔ)݂ 						→ 1																	  

,	aଶحیث  aଵ	, a		   ثوابت  

ݔفإننا نستخدم التعویض   1لحل المعادلة  = ݁௫	, ݐ	ݎ = lnݔ							  

θنفترض أن                                       = ୢ
ୢ୲
			,			D = ௗ

ௗ௫
     

୷ୢبذلك نجد أن                               
ୢ୶

= ୢ୷
ୢ୲
	 . ௗ௧
ௗ௫

= ଵ
௫
	 . ௗ௬
ௗ௧

   

ݔأي أن  ௗ௬
ௗ௧

= ௗ௬
ௗ௧
												→ 2																																									   

	xDومنھا   = 	0								 → 3																																											  

Dଶ		وأیضا                  = ୢమ

ୢ୶మ
= ୢ

ୢ୶
( ୢ
ୢ୶

) = ୢ
ୢ୶

( ୢ
ୢ୲
	ୢ୲
ୢ୶

)   

= ୢ
ୢ୶
ቀ ୢ
ୢ୲
	 . ଵ
୶
ቁ = 	 ୢ

ୢ୲
. ିଵ
୶మ

+ ଵ
୶
ୢ
ୢ୶

( ୢ
ୢ୲

)   

= ିଵ
௫మ
	 ௗ
ௗ௧

+ ଵ
௫
	ቀ ௗ
ௗ௧
ቁ . ௗ௧

ௗ௫
   

Dଶبذلك  یكون     = ିଵ
୶మ
θ + ଵ

௫మ
  						ଶߠ

xଶDଶأي أن  = 	θ(θ − 1) 										→ 4																						   

  یمكن بسھولة إثبات أن  3و 4من العلاقة 

xଷDଷ = θ(θ − 1)(θ − 2)   

…         …    …      …  

xଷDଷ = θ(θ − 1)(θ − 2) … (θ − n + 1)   

  نجد أن  1في المعادلة  3و4وألان بالتعویض من المعادلتین 

aଶθ(θ − 1)y + aଵθy + ay = ݂(݁ᇱ)   
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ݕ(aଶθଶ(aଵ−aଶ)θ+a)	ܳܦ,ومنھا  = ݂(݁ᇱ) 

  لرتبة الثانیة ذات معاملات ثابتةھزه معادلة  تفاضلیة غیر متجانسة من ا

   15مثال

  اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة  

ଶܦܺ) − ܦ2ܺ + 2)ܻ = 4ܺଷ 

  :الحل 

xباستخدام التعویض  = e୲       ونفرض ان∅ = ୢ୷
ୢ୲

XDفان      = ∅  

ܺଶDଶ = ∅(∅ − 1)( 

∅)∅൫نجد أن   طاةبالتعویض في المعادلة التفاضلیة المع − 1) − 2∅ + 2൯ܻ = 4݁ଷ௧  

                          (∅ଶ − 3∅ + 2)y = 4eଷ୲  

  وھزه معادلة تفاضلیة من الرتبة الثانیة غیر متجانسة ذات معاملات ثابتة 

ଶ∅)لحل المعادلة المتجانسة       − 3∅ + ݕ(2 = 0 

  بالتفاضل والتعویض نجد ان المعادلة المساعدة ھي   ௫ג݁=yنفترض أن الحل ھو    

גּ
ଶ
− ג3 + 2 = 0        

ଶגּوبالتحلیل نجد أن الجذور ھي     = 2			, ଵגּ = 1  

y୦ذلك یكون حل المعادلة المتجانسة ھو وب = cଵe୲ + cଶeଶ୲  

  ثابتان اختیاران   cଵ			ଶ,حیث 

  :  ھو ୮ݕ          ویكون الحل الخاص 

୮ݕ =
∅ଶ −

  ذلك یكون الحل ھو وب

xولكن              = e୲	  

  ھو  عادلة التفاضلیة المعطاةذلك یكون الحل العام للم
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ܻ=ܿଵݔ + ܿଶݔଶ +                                            ଷݔ2

  ثابتان اختیاران,cଶ			ଵܿ     حیث     

  :معادلة لاجرانج التفاضلیة )2-5(

  ه معادلة تأخذ صورة عامة لمعادلة أویلر السابقة وھي على الصورةھذ

ݔ[	ܽ)]ܨ + ݕ[ܦ(ܾ =  (ݔ)ܨ

	a, b     ثوابت	Dلمؤثر التفاضلي    ا    ୢ
ୢ୶

  وعلى الصورة الخطیة نأخذ الصورة 

ܽ(a୶ + b)୬y୬ + aଵ(a୶ + b)୬ିଵy୬ିଵ + a୬ିଵ(a୶ + b)yᇱ + a୬y = f(x)   

,	ܽحیث  ܾ	,݉	ܽ,	,ܽଵ				, … . , ܽିଵ     ܽثوابت ≠ 0  

bواضح انھ عندما نأخذ  = 0	, a = 0 

دلة لاجرانج تتحول إلى معادلة اویلر التفاضلیة  أي أن معادلة أویلر التفاضلیة صورة فان معا
  خاصة من معادلة لاجرانج التفاضلیة  ولحل معادلة اویلر التفاضلیة فإننا نستخدم التعویض 

ݖ = ݔܽ + ܾ			, ݖ = ݁௧ فتتحول المعادلة إلى معادلة تفاضلیة ذات معاملات ثابتة  

  16مثال 

  العام للمعادلة التفاضلیة اوجد الحل

(3

  :الحل

  :فان  z=3x+2 باستخدام التعویض

ୢ୷
ୢ୶

= 3 ௗ௬
ୢ

,   ௗ
మ௬

ௗ௫మ
= 9 ௗమ௬

ௗ௭మ
 

  وبالتعویض في المعادلة التفاضلیة نحصل علي 

ଶݖ9 ௗ
మ௬

ௗ௭మ
+ ݖ9 ௗ௬

ௗ௭
− ݕ36 = 3(௭ିଶ

ଷ
)ଶ + 4 ቀ௭ିଶ

ଷ
ቁ + 1  

=ଵ
ଷ
ଶݖ) − ݖ4 + 4 + ݖ4 − 8 + 3) = ଵ

ଷ
ଶݖ) − 1) 

z=݁௧استخدام التعویض ب ௗ وبوضع  	
ௗ௧
	=ᶱ  فان:  

36)y=ଵ
ଷ
 (݁ଶ௧ − 1)  -ᶱ9)+1 -ᶱ(ᶱ9(  
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ଵومنھا
ଶ

(݁ଷ௧ − 1) =(ᶱ
ଶ
− 4)  

  وھزه معادلة تفاضلیة ذات معاملات ثابتة 

0ھيالمعادلة المتجانسة  = (ᶱ
ଶ
− 4)y  

بالتفاضل والتعویض نحصل علي المعادلة المساعدة  	௫ג݁=yنفرض أن الحل العام علي صورة 

ג
ଶ
− 4 = ଵגوبالتحلیل نجد جذورھا ھما  		0 = 2	, ଶג = ذلك یكون حل المعادلة وب   2−

ୌݕالمتجانسة ھو  = ܿଵ݁ଶ௧+ܿଶ݁ିଶ௧ ܿحیثଵ	,cଶ	  ثابتان اختیاریان  

  :الحل الخاص یعطى 

=ܻ ଵ

ᶱ
మ
ିସ

[ ଵ
ଶ

(݁ଶ௧ − 1)] 

ଵ
ଶ

[ ୣమ౪

(ᶱାଶ)మିସ
(1) + ଵ

ଵ଼
(1 − 

మ

ସ
)ିଵ[1]=  

మ

ଶ
ቀ	 ଵ
ఏమିସఏ

ቁ (1) + ଵ
ଵ଼

	ቀ1 − ఏమ

ସ
ቁ (1)=  

మ

ଵ଼
	ቀଵ

ቁ (1 + 

ସ
)ିଵ(1) + ଵ

ଵ଼
=  

మ

ଵ଼
	(	ଵ


− ଵ

ସ
+ ⋯)(1) + ଵ

ଵ଼
=  

Y=ܿଵ݁ଶ௧ + 	ܿଶ݁ିଶ௧ .
మ

ଵ଼
	ቀ	ݐ − ଵ

ସ	
	ቁ+ 	 ଵ

ଵ଼
  

ݖولكن  = ݁௧  ݐ ومنھا = ݖوأیضا ݔ݈݊ = ݔ3 + 2   

  بذلك یكون الحل العام للمعادلة التفاضلیة المعطاة ھو 

ݕ = ܿଵ(3ݔ + 2)ଶ + ܿଶ(3ݔ + 2)ିଶ + (ଷ௫ାଶ)మ

ଵ଼
ቀ݈݊(3ݔ + 2) − ଵ

ସ
ቁ+ ଵ

ଵ଼
   

  ثابتان اختیاریان cଵ,cଶحیث 
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  :مسائل الزنبرك) 1- 3( 

یتكون نظام الزنبرك البسیط من كتلة متصلة بالطرف السفلي لزنبرك معلق رأسیآ من مكان 

  .مرتفع

یكون النظام في موضع الاتزان عندما یكون في حالة السكون وتبدأ الكتلة بوسیلة أو أكثر مما 

  :یلي 

  .f(t)إزاحة الكتلة من موضع اتزانھا بإعطائھا سرعة ابتدائیة أو تعویضھا بقوة خارجیة  -

  :قانون ھوك  ) 3-1-1(

مساویة ومضادة للقوى المؤثرة على الزنبرك وتتناسب مع )(fتكون قوة استرداد الزنبرك 

و ثابت ھ) k(حیث )f=-kl: (للزنبرك كنتیجة للقوة المؤثرة أي أن ) الانكماش(الاستطالة 

  .التناسب ،ویسمى عادة بثابت الزنبرك

  (1)مثال

في طولھ  2ftفي زنبرك فأحدث استطالة قدرھا  128lbعلقت كرة من الصلب وزنھا 

: وبالتالي فإن  (2ft)ھو القوة المؤثرة المسؤلة عن الاستطالة  128lbالطبیعي،یكون وزن الكتلة 

f=-128lb 128-: ومن قانون ھوك نجد أن=-k(2)  أوk=64lb/ft  نختار الاتجاه الرأسي إلى

أسفل ھو الاتجاه الموجب لنأخذ نقطة الأصل ھي مركز ثقل الكتلة في موضع الاتزان وذلك 

نفرض أن كتلة الزنبرك ناقصة ویمكن إھمالھا وأن مقاومة الھواء عند وجودھا .للملائمة 

  :قوى تؤثر على النظام، توجد ثلاث  (t) وبالتالي عند أي لحظة .تتناسب مع سرعة الكتلة 

(1) (t) وتقاس في الاتجاه الموجب.  

f_sقوة الاسترداد المعطاة بقانون ھوك وھي   (2) = −kx, k > 0  
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 fୱلاحظ أن قوة الاسترداد , ثابت  aحیث  	,ୟவ	fୟୀିୟ୶قوة مقاومة الھواء وتعطى ھكذا  (3)

  .تؤثر دائمآ بحیث تعید النظام لموضع الإتزان

ً ، بینما إذا كانت ݔ݇–تكون سالبة ویكون ݔموضع الاتزان فإن  إذا كانت الكتلة أسفل موجبا

–تكون موجبة ویكون  xفإن  الاتزانالكتلة أعلى موضع  َ 	ݔ݇ نلاحظ أیضا أن قوة مقاومة . سالبا

  a>0تؤثر فى الإتجاه المضاد للسرعة وتعمل على تضاؤل حركة الكتلة وذلك لأن  fୟالھواء 

  :وینتج الآن من قانون نیوتن الثاني أن 

	ݔ	ܯ = –	ݔ݇− 	ݔܽ + x	ـــــــــــــ(1)او        	(ݐ)݂ = f (୲)
୫

+ 	 ୩
୫

ẋ ୟ
୫
	+ 	 ẍ  

ݐإذا بدأ النظام الحركة عندما  = فیكون لدینا  xمن موضع إبتدائي  vبسرعة ابتدائیة 	0

  :الشروط الإبتدائیة 

، وعلى الرقم من ذلك نعوض على ھزه القوة صراحة(1)ة الجاذبیة في المعادلة لاتظھر قو

: بقیاس المسافة من موضع اتزان الزنبرك ، إذا أردنا النص على قوة الجاذبیة صراحة فإنھ

أي أنھ یمكن أن تعطى . یجب قیاس المسافة من الطرف السفلي لطرف الزنبرك الطبیعي 

  -:تزبزب الزنبرك بالعلاقة 

ẍ + 	 ୟ
୫

ẋ + ୩
୫

x =g+(୲)
୫

 

ݔإذا كانت نقطة الأصل  = ھي نقطة نھایة طرف الزنبرك غیر المشدود قبل تعلق الكتلة  0

m.  

  (2)مثال

  .في طولھ الطبیعي   2ft	فاستطال الزنبركفي زنبرك، 	ܾ݈	128 علقت كرة من الصلب وزنھا 

بإھمال مقاومة .الاتزان أعلى موضع 6inبدأت الكرة الحركة بدون سرعة ابتدائیة بإزاحتھا 

  :الھواء أوجد 

 .tتعبیرا عن موضع الكرة عند أي لحظة    ) أ(
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=tموضع الكرة عندما   ) ب( గ
ଵଶ

 .  

  ـ:الحل

f(t)لا توجد قوة خارجیة وبالتالي ) . 1(تعطى معادلة الحركة بالمعادلة   ) أ( = وبإھمال  0

لة تكون الحركة حرة وغیر متضائa=0مقاومة الھواء في الوسط المحیط ، وعلیھ فإن 

݉،ویكون لدینا  = 128/32 = ݕ،   ݏ݃ݑ݈ݏ4 =32ftsecଶ	 ینتج من المثال الأول

kأن  = 64lb/ft  على الصورة   (1)تصبح المعادلةx	̈ + ݔ16 = ویكون  	0

λ: جزراء المعادلة الممیزة ھما  ± cos:ویكون  حلھا ھو   4݅ 4t		x(t) = cଵ  

ଵ=یكون موضع الكرة ھو t=0عندما 
ଶ
الإشارة السالبة تكون مطلوبة لأن الكرة فى ( ݔ		ݐ݂	

  ). البدایة أزیحت أعلى موضع الإتزان، أي أنھا في الإتجاه السالب 

ଵܿ=(0)ݔ	sin0     +ܿଶنجد أن)  1(باستخدام الشرط الابتدائي في المعادلة  cos 0  =ଵ
ଶ

  

  : على الصورة ) 1(وبالتالي تصبح المعادلة 

sin ــــــــــــ)(2 (ݐ)ܺ ݐ4 = −1/2 cos ݐ4 + ܿଶ  

 :نحصل على  (2)بتفاضل  =0ft/secݒ: وقد أعطینا السرعة الابتدائیة وھي 

(ݐ)ܸ 	= 	 (ݐ)	ݔ̇ 	= 2sin ଶܿ 4 +	ݐ4 cos   :وعلیھ فإن 	ݐ4

0 = (0)ݒ =2sin 0 + 4ܿଶ cos 0 = 4ܿଶ  وبالتالي فإن ،ܿଶ =   :(2)وتصبح المعادلة  0

ଵ- =	(ݐ)ܺ
ଶ

cos 			ݐ4 → 	   .(ݐ)كمعادلة الحركة لكرة عند أي لحظة    	(3)

=tوعندما  )ب( గ
ଵଶ

  :فإن   

ܺ( 
ଵଶ

)	= -ଵ
ଶ

cos ସ
ଵଶ

= 	 − ଵ
୬

ft 

  (3)مثال
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عین التردد الدائري والتردد الطبیعي والزمن الدوري للحركة التوافقیة البسیطة المبینة في 

  المثال السابق ؟

  ــ:الحل 

Wالتردد الدائري  = 4eycles/sec = 4hଶ  

Fالتردد الطبیعي    = 	− ସ
ଶ

= 0.6366hଶ  

Tالزمن الدوري  = ଵ


= ଶ
√ହ

= 2.8/sec  

  

  

  (4)مثال

وبعد أن أصبح في حالة 	ܯ/10ܰفي زنبرك معلوم ثابتة ألزنبركي وھو  2kgعلقت كتلة 

ً عن حركة .   150cm/secالسكون وضع في حركتھ بإعطائھ سرعھ ابتدائیة   أوجد تعبیرا

  الكتلة ،بإھمال مقاومة الھواء ؟

  ــ:الحل

وھي تمثل حركھ غیر متضائلة حرة لأنھ لا توجد قوة ) (1تعطى معادلة الحركة بالمعادلة 

f(t)	،خارجیة مؤثرة على الكتلة  ܽ، ولا توجد مقاومة من الوسط المحیط و أن  0= = 0	 ،

mوقد أعطیت كتلة وثابت الزنبرك أي   = 2kg	, k = N/M   وبالتالي تصبح . على الترتیب

ẍعلى الصورة  (1)المعادلة  + 5x = ویكون جزراء المعادلة الممیزة تخیلین ویكون حلھا 	0

  :ھو 

ݐوعندما  x		عند موضع الاتزان ھو  ، یكون موضع الكتلة0= = وبإستخدام ھزا الشرط 0

  :نجد أن  ، (1)الإبتدائي في المعادلة 

 0 = (0)ݔ = ܿଵ 0ݏܿ + ܿଶ ݊݅ݏ 0 =   :على الصورة (1)وتصبح المعادلة 0
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(ݐ)ܺ  = ܿଶ 5√݊݅ݏ ݐ	 →   :وقد أعطیت السرعة الإبتدائیة وھي (2)

v =150cm/sec=1.5m/sec وعلیھ فإن: 

()ݒ=1.5 = √5ܿଶ cos 0 = √5ܿଶ  

ଶܿ: ومنھا  = ଵ.ହ
√ହ

=   :على الصورة  (2)وتصبح المعادلة   0.6708

(௧)ݔ = 0.6708(sin√5 t)  وھو موضع الكتلة عند أي لحظة.  

  

  

  (5)مثال

بدأت الكتلة الحركة .في طولھ الطبیعي  0.7mفي زنبرك فأحدثت إستطالة  10kgعلقت كرة  

أوجد الحركة التالیة . في اتجاه  رأسي إلى أعلى 	ܿ݁ݏ/1݉من موضع الاتزان بسرعة ابتدائیة  

  ؟݊ݔ40−  إذا كانت قوة مقاومة الھواء ھي 

  ــ:الحل

Y = 9.8m/secଶ	فیكون	لدینا		w = mg = 98N			, K = W/L = 140N/M	 وعلاوة

  على ذلك تكون 

A = 90	, f(t) =   :على الصورة  (1)، وتصبح المعادلة  ) لا توجد قوة خارجیة (	0

ଵߣویكون جزرا المعادلة الممیزة المصاحبة ھما  = 	 −2	, ଶߣ = ھما جزران حقیقیان 7−	

  : ویكون حل المعادلة ھو . ومختلفان ، وھزا مثال لحركة زائدة التضائل 

(0)ݔھيوتكون الشروط الابتدائیة  = وباستخدام ھذین ) الكتلة بدأت في الاتجاه السالب( :   0

cଵ: الشرطین نجد أن  = −cଶ =   : وبالتالي فإن 1/5
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X = 	 −1/5	(eି୲ −	eିଶ୲)	 ݔ لاحظ أن → ݐعندما 0 → فبالتالي ھزه الحركة ، 	0

  عابرة 

  (6)مثال

ً بالمقدار    أثبت أن أنواع الحركة الناتجة في مسائل الحركة المتضائلة أن الحركة تتعین تماما

a^2-4k)(  

  ـ:الحل

f(t)	یكون للحركة المتضائلة الحركة =   :على الصورة (1)وتصبح المعادلة ،  0

ẍ + ୟ
୫

ẋ + ୩
୫

x =   :جزرا المعادلة الممیزة المصاحبة ھما ویكون ، 0

λଵ = ିୟ±√ୟమିସ୩୫
ଶ୫

 ,λଶ = ିୟ±√ୟమିସ୩୫
ଶ୫

ଶܽإذا كان  − 4݇݉ > الجزرین : فإن 0

ଶܽحقیقیان ومختلفان ، وإذاكان  −   یكون جزرا المعادلة متساویة ، أما إذا كان  4݇݉

ܽଶ − 4݇݉ <   . فإن الجزرین مركبان مترافقان 0

ائلة ، مضائلة حرجة تزبزبیة مخمدة على الترتیب ، فتكون الحركة المناظرة ھي زائدة المض

ً دائما فإن الحركة الناتجة في الحالات  وحیث أن الجزء الحقیقي في كل من الجذرین یكون سالبا

ଶܽللحركة الزائدة المضائلة ، نحتاج لملاحظة . (الثلاثة عابرة  − 4݇݉ < ، بینما في كل ܽ

−)ھو من الحلتین الآخرتین یكون الجزر الحقیقي  
ଶ

) .  

  (7)مثال

بدأت الكتلة الحركة من موضع . 	ܯ/140ܰفي زنبرك لھ الثابت الزنبركي  10kg	علقت كتلة

في الاتجاه الرأسي إلى أعلى وبقوة مؤثرة خارجیة 1m/secالاتزان بسرعة ابتدائیة 

f(t)=5sin   ؟ Nݔ90̇-: أوجد الحركة الناتج لكتلة إذا كانات قوة مقاومة الھواء ھي. ݐ

  ــ:الحل
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f(t)=5sin ݐ 	 ,݉ = 10	, ݇ = 140	, ܽ = على  (1)وبالتالي تصبح معادلة الركة   90

ݔ̈: الصورة  + ݔ9̇ + ݔ14 = ଵ
ଶ

sin 	ݐ → ویكون الحل العام للمعادلة المتجانسة   (1)

ݔ̈المصاحبة   + ݔ9̇ +   :وبإستخدام طریقة المعاملات غیر المعینة نجد أن   ݔ14

 : ھو  (1)وبالتالي یكون الحل العام للمعادلة 

X= x + ݔ	 = 	 ܿଵ݁ିଶ௧ 	+ 	 ܿଶ݁ି௧ 	+ 	 ଵଷ
ହ

sin ݐ − ଽ
ହ

cos   ݐ

̇وباستخدام الشرطین الابتدائیین  (0) = (0)ݔ			,	1 =   :نحصل على .0

X = ଵ
ହ

	(−90݁ିଶ௧ + 99݁ି௧ + 13 sin ݐ + 9 cos   (ݐ

كون ھزه الحدود ھي الجزء العابر وبالتالي تمثل حركة وت x୦لاحظ أن الحدود الآسیة ناتجة من 

  .في الحل 

  :مسائل الدوائر الكھربیة) 3-2(

وقوه , ومكثف بالفاراد وحث بالھنري , بالاوم Rتتكون الدوائر الكھربیة البسیطة من مقاومھ 

, وبطاریة أو مولدان مستقلان جمیعھم على التوالي , بالفولت  (ݐ)ܧ) ك.د.ق(دافعھ كھربیھ 

  .على المكثف  بالكولوم  ݍ	المار  في الدائرة بالأمبیر والشحنة  Iیقاس التیلر 

  قانون عقدة كیرشوف) 3-2-1(

من المعلوم إن فروق , المجموع الجبري لفروق الجھد حول دائرة بسیطة مغلقھ یساوي صفرا 

L(ௗூمكثف وحث یكونوا , الجھد خلال مقاومھ 
ௗ௧
	)	, ቀூ


ቁݍ		ھي  ݍعلى الترتیب ، حیث  ܫܴ,

  .الشحنة على المكثف

  :وبالتالي من قانون كرشوف یكون لدینا  E(t)ھو ) ك.د.ق(یكون فرق الجھد خلال 
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RI = Lௗூ
ௗ௧

+ ூ

ݍ − (ݐ)ܧ = 0	 →   :ھيI،qوتكون العلاقة بین 	(3)

I = ௗ
ௗ௧
			 , ௗூ

ௗ௧
= ௗమ

ௗ௧మ
→ نحصل على المعادلة  (3)وبتعویض ھاتین القیمتین في  (4)

  التفاضلیة للشحنة على المكثف 

  : ھما   qویكون الشرطان الابتدائیان على 

q (0) = q 			,			
ୢ୯
ୢ୲

|t = 0	, I(0) = I  

 ثم نعوض المعادلة    tبالنسبة إلى   (3)للحصول على معادلة تفاضلیة للتیار ، نفاضل المعادلة 

  :معادلة الناتجة فنحصل على مباشرة في ال (4)

وبحلھا (3)ونحصل على الشرط الثاني من المعادلة I(0) =Iویكون الشرط الابتدائي الأول ھو 

بالنسبة إلى 
ௗ௧

  : وبالتالي فإن  t=0ثم نضع   

بالنسة إلى   (5)مباشرة أو بحل المعادلة (7)ر إما بحل المعدلة یمكن الحصول على تعبیر للتیا

  . الشحنة ثم نفاضل ھزا التعبیر 

  

  (8)مثال

ܴ	على التوالي لھا   (R C L)وصلت دائرة  = 1800ℎ݉ݏ	,     	C = I/280farad	,        

ܮ = 20ℎ݁݊وجھد مؤثر     ݕݎE(t) = 10 sin t   . وبفرض عدم وجود شحنة ابتدائیة على

tعند  1ampereالمكثف ولكن یوجد تیار ابتدائي  = 0    ً أوجد  . وذلك تأثیر الجھد أولا

  الشحنة الناتجة على المكثف ؟
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  ـ:الحل

̈نحصل على (5)بتعویض القیم المعطاة في المعادلة  + ݍ9̇ + ݍ14 = 	 ଵ
ଶ

sin وتكون ھزه ݐ

  : (1)المعادلة مطابقة في الصورة للمعادلة 

q = cଵeିଶ୲ + 	cଶeି୲ + ଵ
ହ

sin t −	 ଽ
ହ

cos t	  

q(0)وباستخدام الشرطین الابتدائیین  	= 0	, q(0) 	=   :نحصل على  1	

ܿଵ = 	 ଵଵ
ହ

		 , ܿଶ = 	 −	ଵଵ
ହ

  :وبالتالي  

q = ଵ
ହ

	(−110݁ିଶ௧ − 101݁ି௧ + 13	 sin ݐ − 9 cos   (ݐ

  )9(مثال

ܴعلى التوالي لھا  (ܮ	ܥ	ܴ)وصلت دائرة  = 100ℎ݉ݏ			ܥ ,  = 10ିଶ݂ܽ݀ܽݎ	        

E(t)	وجھد مؤثر  0.5henry=ܮ = 12volts  وبفرض عدم وجود تیار ابتدائي ولا شحنة

ݐعند  = ً أوجد التیار النات 0   في النظام ؟ جوذلك عند تأثیر الجھد أولا

  -:الحل

  :وھي نحصل على معادلة متجانسة ) 7(بتعویض القیمة المعطاة في المعادلة 

  : ویكون جذرا المعادلة الممیزة المصاحبة ھما

ً للنظام الحر غیر المضائل للتیار    :ویكون الحل ھو . وبالتالي یكون ھذا مثالا

ܫ = ݁

(0)ܫ: ویكون الشرطان الابتدائیان ھما = 0	; (0)ݍ =   :یكون  (8)ومن المعادلة  0
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ܫ݀
ݐ݀

ݐ| =

ଵܿنحصل على  (1)وبتطبیق ھذین الشرطین على المعادلة  = 0	; 	ܿଶ = ଵଶ
ହ

  :وبالتالي  

 ً   .وھو تیار عابر تماما

  (10)مثال

ً ؟   حل المثال السابق بإیجاد الشحنة على المكثف أولا

  -:الحل

ً بالنسبة للشحنة نح ܫثم نستخدم العلاقة  ݍل أولا = ௗ
ௗ௧

لنحصل على التیار بتعویض القیم  

 فیكون  لدینا  (5)المعطاة في المثال في المعادلة 

+̈	ݍ ̇	ݍ20 + ̈	ݍ200 = 24 

والتي تمثل نظاما قسریا للشحنة على العكس للنظام المضائل الحر الذي حصلنا علیھ للتیار في 

فنحصل على الحل , المثال السابق باستخدام طریقة المعاملات غیر المعینة لایجاد حل خاص 

  العام 

q = eିଵ୲[(cଵ cos 10t) + (cଶ sin 10t)]			ویكون الشرطان الابتدائیان  

I	(0) = 0			,			q(0) = ଵୀܿଶܿونحصل على     0 = ିଷ
ଶହ

    

  وبالتالي 

q =
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Iومنھا   = ୢ୯
ୢ୲

= ଵଶ
ହ

eିଵ୲ sin 10t  

  - :ملاحظھ

بالرغم من أن التیار یكون عابرا تماما فان الشحنة على المكثف تكون ھي مجموع حدود كل من 

  الحل العابر وحل حالة الاستقرار

  مسائل الطفو) 3-3(

مثل ھذه الجسم یخضع الي   ρمغمورا أما جزئیا أو كلیا في سائل كثافتھ  mاعتبر جسما كتلتھ 

  - :قوانین قوة الجاذبیھ الي اسفل وقوه معاكسھ تحكم بالاتي 

  مبدا ارشمندس) 3-3-1(

  .یخضع جسم في سائل إلي قوة دفع متجھ إلي أسفل  تساوي وزن السائل المزاح بالجسم 

  تساوي قوة الجاذبیة على الجسم ) الطفو(ا تكون قوة دفع السائل المزاح یحدث الاتزان عندم

وحده    hوارتفاع الاسطوانة المغمور    H وارتفاعھا      rبافتراض اسطوانة نصف قطرھا 

  . من ارتفاعھا عند حالة الاتزان 

) الطفو(والذي یعطي قوه الدفع   ଶℎݎπعند الاتزان یكون حجم الماء المزاح بالاسطوانة ھو  

												݃݉:وعلیھ فان  mgالتي یجب أن تساوي وزن الاسطوانة  → ଶℎݎߨ(9) =  

نأخذ اختیاریا الاتجاه الراسي لأعلى . تحدث الحركة عند إزاحة الاسطوانة من موضع الاتزان 

) الطفو(ولكن قوة الدفع    ݃݉القوه لأسفل أو السالبة على الجسم تبقى .  الموجب    xھو اتجاه 

  وینتج من قانون نیوتن الثاني أن     πr^2[h-x (t)] pأو الموجبة تختزل إلى 

  إلي   (9)ویمكن تبسیط ھذه المعادلھ باستحدام المعادلھ 

              X+	π
మ


x=0                  →             ଶ x (t) pݎπ  - = ݔ̈ m   او(10)
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  )11(مثال

یمكن  	ܾ	ܫ				15ووزنھا  	݊݅	10وارتفاعھا  			݊݅	4عین ما إذا كانت اسطوانة نصف قطرھا

  /ptଷ	b	I		62.5ان تطفو في بركة میاه عمیقھ كثافتھا 

  -:الحل

حیث أن , في موضع الاتزان ) بالاوم(ھو  ارتفاع الجزء المغمور من الاسطوانة   hلیكن 

r=ଵ
ଷ
  :فانھ ینتج من المعادلھ ان   ݐ݂

h= 
గమ

= ଵହ
గ(భయ)మ		ଶ.ହ

= ݐ݂	0.688 = 8.25	݅݊  

فوق خط  الماء عند موضع      1.75=8.25-10وبالتالي فان الاسطوانة تطفو  بارتفاع  

  .الاتزان

  )12(مثال

ووزنھا 			݉ܿ	15وارتفاعھا   cm	10عین ما إذا كانت اسطوانة نصف قطرھا  

  . dynes/cmଶ	980یمكن ان تطفو في بركة میاه عمیقھ 		ܰ	19.6

  -:الحل

عند موضع الاتزان عندما ) بالسم(ھو ارتفاع الجزء المفتوح من الاسطوانة   hلیكن 

ݎ = 5	ܿ݉, 

݃	ܯ = 19.6	ܰ	 = 1.98 ∗ 10	݀9فانھ ینتج من المعادلة  ݏ݁݊ݕ)(  

ℎأن  = 
గమ

= ଵ.ଽ଼∗ଵల

గ(ହ)మ(ଽ଼)
= 25.5			ܿ݉  

الاسطوانة فان الاسطوانة لا یمكن أن تربح میاه كافیھ لتطفو  یث أن ھذا أطول من ارتفاع وح

  .وبالتالي سوف تغوص إلي قاع البركة

  (13)مثال



50 
 

یمكن 		ܰ	19.6ووزنھا 	݉ܿ	15وارتفاعھا 		݉ܿ	10عین ما إذا كانت اسطوانة نصف قطرھا 

  				c݉ଶ/ݏ݁݊ݕ݀ 2450ان تطفو في بركھ میاه عمیقھ  كثافتھا

  -:الحل

عند موضع الاتزان عند ) بالسنتمتر(ھو ارتفاع  الجزء الغمور من الاسطوانة hلیكن 

r = 5cm  

M g=19.6 N=1.96*10݀تصبح ) 9( فان المعادلھ ݏ݁݊ݕ  

15 وبالتالي فان الاسطوانة ستطفو بارتفاع  − 10.2 =   .وتكون أعلى موضع السائل݉ܿ	4.8
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  : المصادر  والمراجع

ــــلیة  - 1 ـــادلات التفاضــــ ــــ ــــــطفى  –المعـ ـــــن مصــ ــــدكتور حســـ ــــ ـــتاذ ال ــــ ــــألیف الأسـ ــــ ــــزء الأول ت الجــــ
ـــــي  ـــــات , العویضـــ ــــة للبنـــ ـــة التربیــــ ـــــر كلیـــــ ــــة الأزهـــ ـــیات بجامعــــ ـــتاذ الریاضـــــ ـــاض –أســـــ ــــ الریـ

ــة التربیــــة  ــ ــه الأزهــــر كلی ــــاس رجــــب أســــتاذ الریاضــــیات بجامعــ ــــد الوهــــاب عب والــــدكتور عب
ـــــات  ــــة  –للبنــ ــــة التربیـــ ــاعدة كلیـــ ــــیات المســـــ ـــــتاذة الریاضـــ ــــي زراع أســ ــناء علـــ ــدكتورة ســـــ ــــ والـ
 مكتبة الرشید الناشرون, الریاض –للبنات 

ـــلیة   - 2 ــادلات التفاضــــ ـــي المعـــــ ــــه فــــ ـــــم –مقدمــ ــــاض قســ ــــد بالریـــ ــــد حمـــ ــــدكتور احمـــ ـــألیف الــ  تــــ
ــــم  ــاض قســـــ ــــ ــــین بالریـــ ـــــة المعلمـــــ ــــ ــنین  كلی ــــ ــي حســـ ــــ ـــدكتور شـــــــــوقي فهمـــ ــــ ــــیات والــ ــــ الریاضـ

ــیات  ــــ ــى , الریاضـ ــــ ـــة الأولـ ــع الطبعــــ ــــ ـــــوق الطبـ ـــــید ) م2005 –ه 1426(حقــ ـــة الرشـــ ــــ مكتب
 الناشرون المملكة العربیة السعودیة الریاض

ـــــول وتطبیقــــــات  - 3 ـــة حلـ ـــلیة العادیـــ ــــادلات التفاضـــ ــــه  –المعــ ــــماعیل بوقفــ ــدكتور إســ ــداد الــــ إعــــ
 . الهنادوهوالدكتور عایش 
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