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الحمد الله رب العالمین والصلاة والسلام على خاتم الأنبیاء والمرسلین الھي لا یطیب 

اللیل إلا بشكرك ولا یطیب النھار إلا بطاعتك ولاتطیب اللحظات إلا بذكرك 
  ولاتطیب الآخرة إلا بعفوك ولا تطیب الجنة إلا برؤیتك 

  إلي من بلغ الرسالة وأدي الأمانة ونصح الأمة 
  مة ونور العالمین إلي نبي الرح

  سیدنا محمد صلى االله علیھ وسلم 
  

إلي من أسقتني الحب والحنان إلي رمز الحب وبلسم الشفاء إلي القلب الناصع 
  بالبیاض إلي من أكبر على یدیھا وعلیھا أعتمد

إلي شمعة تنیر ظلمة حیاتي إلي من بوجودھا أكتسب قوة ومحبة لا حدود لھا إلي من  
  عرفت معھا معني الحیاة

  أمي الحبیبة
  

  إلي من كللھ االله بالھیبة والوقار إلي من علمني العطاء بدون إنتظار
  غلي من أحمل أسمھ بكل إفتخار

  طول إنتظار  أرجو أن یمد االله في عمره لیرى ثمارا قد حان قطفھا بعد
  تبقي كلماتك نجوماً أھتدي بھا الیوم وفي الغد وإلي الأبد

  إلي القلب الكبیر والدي
  

  إلي من ھم أقرب إلي من روحي إلي من شاركوني حضن الأم 
  وبھم أستمد عذتي وإصراري 

  أخوتي الأعزاء
  

  إلي من یحلو بھم الإخاء تمیزوا بالوفاء والعطاء 
  إلي ینابیع الصدق إلي من سعدت برفقتھم 

  أصدقائي ورفقاء دربي
  

إلي من وھبوني الأمل والتفاؤل في الحیاة ونھلت من تجاربھم وكانوا ومازالوا عوناً 
  في حیاتنا

  الأساتذة الأجلاء
 إلي ذلك الصرح الشامخ جامعة السودان للعلوم والتكنولوجیا 
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صدقاً وأمانة نطوقھا بالعھد والوفاء ... نكتبھا لكم من نور بحروف 
نترجمھا شكراً وتبجیلاً لفضائل وجلائل أعمالكم التي إشرأبت لھا ھامة 

 الزمان وتظل أعمالكم شعلاً تضئ عزة وشموخاً
  

  تكون منبعاً للأصالة .. فعندما یتوارث الناس روائع الأشیاء 
وانصھرت ھممكم العالیة بذلاً ...  ھكذا عرفناكم... وفي ألق التھذیب 

وعطاءً وامتزجت أرواحكم بالنبل والنقاء وكنتم قنادیلاً تحترق لتھب 
 غیرھا الضیاء

  
  وتختبئ الكلمات بعیداً عن عیون القلم لأنھا طعم المستحیل في التعبیر 

  عن الشكر والثناء ویبقى ما نكتب وثیقة للصدق والمحبة 
 إعترافاً لما قدمتھ لنا الأب الروحي وقائد السرب 

  
  عمر الفاروق حمزة.د

 
  بكل فخر وإعزاز نتوجك الیوم ملكاً في بحور العلم والمعرفة 

  ونزف لك أسمى آیات الشكر المعبقة 
  بعطر الفل والیاسمین 
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  رقم الصفحة  المحتویات
  أ  البسملة

  ب  الآیة الكریمة
  ج  الإھداء 

  د  الشكر والعرفان
  ه  فھرست المحتویات

  الفصل الأول
  2  نبذة تاریخیة 

  3  المقدمة
  3  أھمیة البحث

  4  أھداف البحث
  4  أسباب إختیار مشكلة البحث 

  5  مصطلحات البحث
  الفصل الثاني

  )التكامل والتكامل المعتل(
  7  مقدمة

  7  تعریف التكامل
  7  بعض صیغ التكامل

  9  طرق التكاملبعض 
  9  ـ التكامل بالتجزئة              
  10  ـ التكامل باتعویض              
  10  ـ تكامل الدوال المثلثیة               
  11  ـ التكامل المحدد              

  12  التكامل المعتل
  13  حالات التكامل المعتل

  الفصل الثالث
  )صناف التكامل المعتلأ(

  15  مقدمة
  15  التكاملات المعتلة من الصنف الأول

  20  خواص التكاملات المعتلة من الصنف الأول
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  21  التكاملات المعتلة من الصنف الثاني
  25  خواص التكاملات المعتلة من الصنف الثاني
  الفصل الرابع

  )إختبارات تقارب التكاملات المعتلة(
  28  مقدمة

  28  من الصنف الأولإختبارات التقارب للتكاملات المعتلة 
  28  ـ إختبار المقارنة             
  30  ـ إختبار القسمة             
  35  ـ إختبار المتسلسلة             

  35  التقارب المطلق والتقارب المشروط
  39  إختبارات التقارب للتكاملات المعتلة من الصنف الثاني

  الفصل الخامس
  )بعض تطبیقات التكامل المعتل(

  42  دالة جاما
  42  خصائص دالة جاما

  42  ـ الصیغة الإختزالیة الأولى              
  43  ـ الصیغة الإختزالیة الثانیة               

  48  دالة بیتا 
  48  خصائص دالة بیتا

  50  العلاقة بین دالة جاما ودالة بیتا
  53  تكاملات فویر

  53  تقارب تكاملات فوریر
  الفصل السادس

  )ملخص البحث(
    ملخص البحث

    المراجع
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  :محتویات الفصل الأول

  
  الفصل الأول

  2  ة تاریخیة نبذ
  3  المقدمة

  3  أھمیة البحث
  4  أھداف البحث

  4  أسباب إختیار مشكلة البحث 
  5  مصطلحات البحث
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  )1ـ1(نبذة تاریخیة 
  

اء المصریین ـد قدمـامل في عھــخدام التكـى إستـاریخیة علـد دلالات تـتوج
یـة موسكـو الریــاضیة وطریقـة د دلت بردـفق)  قبل المیلاد 1800ي والـح(

 ود إلىـاملات حیث تعـاف من أوائل الطرق المستعملة في إیجاد التكالإستنذ
 ىإلالحجوم والمساحات وذلك بتقسیمھا  قبل المیلاد وكانت تحسب بھا 370

ة من قبل الحجم كما تم تطویر ھذه الطریقأشكال صغیرة معلومة المساحة أو
  .أرشمیدس 

القرن الثالث المیلادي بواسطة لیوھوي الصین في  طورت طرق مماثلة في
في القرن ھذه الطرق أستعملت  اد مساحة الدائرة ، وـا لإیجـوالذي إستخدمھ

اد حجم الكرة لإیج) زوجنغ ـ تسوتشونغ(الخامس المیلادي من قبل ریاضیین
  .لإیجاد حجم المكعب س الطرقنف اریابھاتاكما إستخدم االھندي 

  اديـامل في القرن الحـاضل والتكـامة في علم التفـالیة والھـوة التـأتت الخط
ھ ـادلة الحسن نسبة لإسمـحسن إبن الھیثم مایعرف بمعـا إخترع الـعندمعشر

ألة قام بعملیة تكامل ـھذه المسمعادلة الدراجة بینما كان یحل  والتي تقود إلى
ضي إیجاد الدوال وقد إستطاع بالإستقراء الریاكافيءاد حجم السطح الملإیج

الدرجة الرابعة بالتالي كان قادراً على إیجاد صیغة عامة  كثیرة الحدود حتى
  .لتكاملات الدوال كثیرة الحدود لكنھ لم یعر ذلك أھمیة أنذاك 

التقدم الملحوظ في علم التفاضل والتكامل إلا مع القرن السادس عشر لم یبدأ 
 ع الأساسـالكل لا التجزئ بدأ بوضعمل كافالیري بطریقتھ قت الو وفي ھذا

اً في توسیع ـلعلم التفاضل ، وكان لإسحق نیوتن وتورشیلي  دوراً ھاماً أیض
وجود ل ا التلمیحـات الأولىاللذان قدمـھذا العلم في أوائل القرن السابع عشر 

ضیون الیابانیون قد اـان الریـاق في الوقت الذي كـامل والإشتقـصلة بین التك
أسھمو في أعمال مثیلة وبشكل خاص على ید سیكي كاوا ومنھا طرق إیجاد 

امل بتوسیع طریقة الإستنذاف، وتم صیاغة التكامل ـال بالتكـمساحات الأشك
  .بإستعمال النھایات من قبل بیرنارد ریمان
رة مود صغیر فوق المتغیر للإشاأما علامة التكامل فقد إستخدمھا نیوتن كع

أما الرمز الحدیث للتكامل الغیر محدود تم تقدیمھ على .  عملیة التكامل  إلى
حدود  وریرـل جوزیف فـالتھ ، وإستعمـبعد إطSد لیبینز كتمثیل للحرف ـی

  .الرمز السابق أسفل وأعلىالحدود بإضافة  التكامل
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  :)2ـ1(مقدمةال
  

كل ركیزة ـشك أنھ یشیعتبر علم الحسبان من العلوم القدیمة قدم البشریة ولا
ھامة في حیاة الفرد ،وبالرغم من أنھ تبلور في القرن السابع عشر المیلادي 

  .إلا أنھ كان من أكثر العلوم إستخداماً في مجال الحیاة التطبیقیة 
التكامل ة للتكامل بوجھ عام وس الأفكارالرئیسمبزول لإقتباھذا البحث جھد 

امل بصورة ـالتكا عن ـتحدثنمنھ  ىلاب الأووباص،في الأـھ خـالمعتل بوج
امل الذي بعض مفاھیم التك اوـد نسـذا سیكون مفیدا للأفراد الذین قـامة وھـع

جرعة منشطة ،ھذا ربما أیضاً یخدمنا بتزویدنا  درس مسبقاً ویحتاجون إلى
 اطاً مختلفة من مقررات علم التفـاضلمأن اذین درسوة الـامة للطلبـبخلفیة ع

اً ـثر تقدمـات أكـرق لموضوعـرة نتطـواب الأخیـي الأبـلى وفالتكامل الأوو
امل المعتل وحالتھ والإختبارات التي یمكن إجرائھا لمعرفة ـا في التكـفتناولن

ذلك تحدثنا عن بعض خواص التكامل ـاعد؟ وكـارب أم متبـامل متقـھل التك
  .المعتل في شكل نظریات متبوعة بالبراھین والأمثلة 

بعبارات ونصوص واضحة للتعریفات وثیقة الصلة بالموضوع   كل باب یبدأ
صفیة سویا مع مادةعلمیة موضحة وأخرى ووكذلك الأساسیات والنظریات 

ـات ل النظریائل المحلولة توضح وتفصـلھا ویتبع ھذا فئات مصنفة من المس
ض الدوال ـمثلت في بعـل المعتل التي تـات التكامــبعض تطبیقا بـثم أعقبناھ

، امل المعتلـة التكـدارس أھمیـي یدرك الـلك ع البراھین والأمثلةـاصة مـالخ
  .یھ من خلال تناولنا لموضوع البحثكتابة ما خلصنا إلوكذلك كان علینا 

  
  :)3ـ1(أھمیة البحث

  
كاملات المعتلة بصورة خاصة في تظھر أھمیة التكاملات بصورة عامة والت

احة مستطیلة أو ـا بركة سبـلا إذا إعتبرنفمث الـعدید من الحـالات التطبیقیة ، 
م ـاد حجادیة وكذلك إیجـرق العـا بالطـا وحجمھـاد مساحتھـمربعة فیمكن إیج

مساحتھا السطحیة أما إذا كانت الماء الذي یمكن إحتواؤه لملئھا وكذلك إیجاد 
افة ـكو ا تستدعي إستخدام التكاملاتـمدورة من القعر فإنھالبركة بیضاویة و

ا الموائع تتطلب الإیفاء بأنواع ـانیكـات ومیكـریاضیـائیة للـات الفیزیـیقالتطب
قد تكون التقریبات التطبیقیة  كافیة في مثل  ھذه الأمثلة البسیطة  ملات،التكا

نظراً لذلك ما مضبوطة ودقیقة  لھذه العناصر،ولكن الدقة الھندسیة تتطلب قی
  .التطبیقیة والنظریة في النواحي  كان للتكاملات المعتلة أھمیتھا
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  )4ـ1(أھداف البحث
  

  ـ التعرف على التكامل والطرق الأساسیة لإیجاد التكامل 
  .ـ التعرف على التكامل المعتل وأنواعھ 

ـ التمكن من إستخدام إختبارات التكامل لمعرفة تقارب وتباعد التكامل 
  المعتل 

  .ـ التطبیق على التكامل المعتل من خلال بعض الدوال
دنا ھذا البحث لدارس علم التكامل حیث أكثرنا فیھ بالأمثلة مع عرض أعد

نمو  اضیة وھدفنا ھوـالدقة الریـات بصورة مبسطة دون الإخلال بـالنظری
دف أحدث الإكتشافات والإختراعات وذلك بھ المفاھیم العلمیة وصولاً إلى

ن أبعد مغرس منھجیة التفكیر العلمي لدى الطلاب وتوسیع مداركھم إلى
  .حدود الموضوعات الدراسیة

  
 :)5ـ1(أسباب إختیار مشكلة البحث

  
أخذ كثیر من ـالات أو یـامل صعباً في بعض الحـاب عملیة التكـقد یكون حس

امل المعتل ـة ـ لذلك كان التكـدوال الخاصـا في بعض الـجھد ـ كمـالوقت وال
ض الخواص لال بعـلاً لھذه المشكلة من خـاتھ حـأصنافھ وخواصھ وتطبیقـب

موجود أھم بكثیر ن معرفة أن التكامل موجود أم غیروالصیغ الإختزالیة ولك
رق ـدام الطـالات نستطیع إستخـاب ذلك التكامل ،لأنھ في أسوأ الحـمن حس

العددیة لتقریب قیم التكامل عند معرفة أن التكامل موجود ، فالتكامل المعتل 
لدالة عند نقطة أو أكثر خلال ھو حل لمشكلة حدود التكامل أو عدم إتصال ا

  .التكامل ولذلك كان ھذا البحث عوناً للدارس للإلمام بماھیة التكامل المعتل 
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  : )6ـ1(مصطلحات البحث
  

  :ـ الإتصال
,ܽ]الفترة  متصلة أو مستمرة على (ݔ)݂تكون الدالة  إذا كانت معرفة عند جمیع [ܾ

  .نقاط الفترة والنھایة موجودة
  :شتقةـ الم

  .الدالة التفاضلي أو ھي میل المماس لمنحنىھي المعامل 
  :ـ التكامل

 (ݔ)݂ھي تكامل الدالة  (ݔ)ܨأي أن  (ݔ)ܨھي مشتقة الدالة  (ݔ)݂أفرض أن 
  :ویعبر عنھ في الصورة

(ݔ)ܨ = න   ݔ݀(ݔ)݂

  :ـ الحد العلوي والحد السفلي
  :إذا كان لدینا التكامل المحدد على الصورة

(ݔ)ܨ = න ݔ݀(ݔ)݂



 

  .الحد العلوي ܾتسمى الحد السفلي و  ܽفإن 
  :ـ التكامل اللانھائي

  .یكون التكامل لانھائي إذا كان أحد حدود التكامل أو كلاھما یساوي مالانھایة
  :ـ النقطة الشاذة

غیر محدودة عند نقطة أو أكثر في  (ݔ)݂بالنقطة الشاذة إذا كانت الدالة  ݔتسمى 
ܽالفترة  ≤ ݔ ≤ ܾ .  

  :ـ التكامل الأسي أو الھندسي
∫یكون التكامل الأسي على الصورة  ݁ି௧௫݀ݔஶ

  عدد حقیقي ݐحیث.  
  :ـ التقارب والتباعد

تقاربیة إذا كانت النھایة موجودة وتساوي عدد حقیقي وغیر  (ݔ)݂نقول أن الدالة 
  .ذلك تكون متباعده

  :ـ خط تقارب عمودي
الفترة المراد التكامل علیھا محدودة ولكن الدالة غیر معرفة عند تلك الفترة  إذا كانت

أي أن الدالة یكون لھا خط تقارب عمودي عند نقطة داخل الفترة المراد التكامل 
  .علیھا

  :دالة المضروبـ 
  عدد صحیح موجب ݔھي دالة جاما عندما تكون 
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  :محتویات الفصل الثاني
  

  الفصل الثاني
  )مل والتكامل المعتلالتكا(

  7  مقدمة
  7  تعریف التكامل

  7  بعض صیغ التكامل
  9  بعض طرق التكامل

  9  ـ التكامل بالتجزئة              
  10  تعویضلـ التكامل با              
  10  ـ تكامل الدوال المثلثیة               
  11  ـ التكامل المحدد              

  12  التكامل المعتل
  13  الات التكامل المعتلح
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 التكامل
(Integral) 

 :)1ـ2(مقدمة
 

وجود تكامل یعرف ایضاً بإسم أصل المشتقة ، وعملیة ایجاده ھذا الباب  في سنتناول
اقتران فإننا نبحث عن اقتران  ݂فإذا كان .ھي في الواقع عكس عملیة ایجاد المشتقة 

(ݔ)ᇱܨیحقق  ܨاخر  =   .ینتمي الى مجال مناسب  ݔلكل  (ݔ)݂
والنوع الثاني من التكامل ھو التكامل المحدد ویرتبط أصلاً بمسألة حساب مساحة 

  .منطقة تحدھا منحنیات معینة 
 

  :)2ـ2(تعریف التكامل
(Integral Definition) 

،  (ݔ)݂تكون تكامل للدالة  (ݔ)ܨ، أي أن  (ݔ)ܨمشتقة الدالة  (ݔ)݂أفرض أن 
  :ر عنھا في الصورة ونعب

න ݔ݀(ݔ)݂ =  (ݔ)ܨ

تحدد  ݔ݀الدالة المراد تكاملھا تسمى المكامل ، وعلامة التكامل تعني عملیة التكامل و
تكون مشتقتھا ھي  ݂دالة  ، ولإیجاد قیمة التكامل نوجد ݔأن متغیر التكامل ھو 

  . (ݔ)݂
  :ثابت التكامل 

  :شتقات ، وعلیھ یكون التكامل ھذه الخاصیة مشتركة لكل مقابلات الم

න ݔ݀(ݔ)݂ = (ݔ)ܨ + ܿ 
 .ھو ثابت التكامل ܿ
  

  :)3ـ2(بعض صیغ التكامل
( Some Integration Formulas) 
 
1.∫ (ݔ)݀ = ݔ + ܿ 
2.∫ ݔ݀(ݔ)݂ܽ = ܽ ∫  ݔ݀(ݔ)݂
3.∫ ݔ݀ݔ = ቄ௫శభ

ାଵ
ቅ + ܿ 
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4.∫ ௗ௫
௫

= ln ݔ + ܿ 
5.∫ ݁௫ ݔ݀ = ݁௫ + ܿ 
6.∫ ܽ௨ ݔ݀ = ೠ

୪୬ 
+ ܿ 

  :وھي تأتي عن طریق التفاضلوھنالك بعض التكاملات 
7.∫ sec ଶݑ ݑ݀  = ݑ݊ܽݐ + ܿ 
8.∫ ݑ݀ ݑ݊ܽݐ ݑܿ݁ݏ = ݑܿ݁ݏ + ܿ 
9.∫ ݑ݀ ݑݐܿݑܿݏܿ = ݑܿݏܿ− + ܿ 

  .التكاملات غیر المحددة لتكاملات تسمى بالصیغ ل ھذهكل و
  

 ):1(مثال
  

 :التكاملات الآتیة  أوجد
i. ∫  ݔଶ݀ݔ

  :الحل

න ݔଶ݀ݔ =
ଷݔ

3
+ ܿ 

ii. ∫ ݁ଶ௫݀ݔ 
  :الحل

න ݁ଶ௫ ݔ݀ = 2݁ଶ௫ + ܿ 

 
iii. ∫ ௦(௫)ௗ௫

௫
 

  :الحل
Let:= ݔ݈݊ ݑ݀:← = ௗ௫

௫
 

  :التكامل یصبح 

න
ݔ݀(ݔ݈݊)ݏܿ

ݔ
= න cos ݑ݀ ݑ = sin ݑ + ܿ 

  

න
ݔ݀(ݔ݈݊)ݏܿ

ݔ
= sin ݑ + ܿ 
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 : )4ـ2(التكامل إیجادبعض طرق

(Some Methods of Integration) 
 

 :)1ـ4ـ2(التكامل بالتجزئة
(The Integration by Parts)  

 :تعریف
ݑاذا كان الاقترانات  = ݒو(ݔ)ݑ = قاق فان مشتقة اقتران قابلین للاشت(ݔ)ݒ

  : موجودة وھي حسب القاعدةݒݑالضرب
ௗ

ௗ௫
ௗ௨=(ݒݑ)

ௗ௫
ݒ + ௗ௩

ௗ௫
 ݑ

   
  :نستخدم تفاضلات ھذه الاقترانات ونعید ترتیبھا لنحصل على

ݒ݀ݑ = (ݒݑ)݀ −  ݑ݀ݒ
  :وعندما نكامل كل طرف نحصل على قاعدة التكامل التالي

න ݒ݀ݑ = ݒݑ − න  ݑ݀ݒ

  .والتي تعرف بقاعدة التكامل بالأجزاء
  

  ):2(مثال
  

 احسب التكامل

න ݔ)݈݊ +  ݔ݀(1

:الحل  
ݑ؛      dv=dx:                 نفرض أن  = ݔ)݈݊ + 1) 

ݑ݀ =
1

ݔ + 1
dx ← 

ݑ = ݔ)݈݊ + 1) = න ݒ݀ݑ = ݒݑ − න  ݑ݀ݒ

 

= ݔ)݈݊ݔ + 1) − න
ݔ

ݔ + 1
 ݔ݀

= ݔ)݈݊ݔ + 1) − න ൬1 −
1

ݔ + 1
൰  ݔ݀

= ݔ)݈݊ݔ + 1) − ݔ + ݔ)݈݊ + 1) + ܿ 
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 :)2ـ4ـ2(التكامل بالتعویض
(Integration by Substitution)  

  :تعریف
    

  :فیمكننا إجراء التكامل لإقتران مركب كالاتي  ݂مشتقة للإقتران  ܨإذا كان 

න ݂൫݃(ݔ)൯݃ᇱ(ݔ) = න ݔ݀(ݔ)ᇱ݃((ݔ)݃)′ܨ = ൯(ݔ)൫݃ܨ + ܿ 

  .داً لقاعدة السلسلة للمشتقةوذلك استنا
ݑونحصل على النتیجة نفسھا عن طریق إدخال متغیر جدید  =  (ݔ)݃

ݑ݀و  = ݃ᇱ(ݔ)݀وبالتعویض في التكامل ).تفاضل( ݔ:  

න ݂൫݃(ݔ)൯݃ᇱ(ݔ) = න ݑ݀(ݑ)݂ = (ݑ)ܨ + ܿ 

  :نحصل على  ݔبما تساویھ بدلالة  ݑثم نستبدل 

න ݂൫݃(ݔ)൯݃ᇱ(ݔ) = ൯(ݔ)൫݃ܨ +  ݔ
  ):3(مثال

  
 جد قیمة التكامل

න ݔ2√ + 3 

  :الحل
 نضع

ݑ = ݔ2 + ݔ݀،3 =
1
2

ݑ݀؛ ݑ݀ = ݔ2݀ ← 

න ݔ2√ + ݔ3݀ = න
1
2 ݑ݀ݑ√ = න

1
2

ଵݑ
ଶൗ =

1
3

ଷݑ
ଶൗ + ܿ 

=
1
3

ඥ(2ݔ + 3)ଷ + ܿ 

 
  :)3ـ4ـ2(تكامل الدوال المثلثیة

(Integration of Trigonometric Function)  
  :تعریف

بصفة عامة تكامل الدوال المثلثیة یساوي تكامل النسبة المثلثیة لنفس الزاویة 
، أما إذا كانت الدالة مقسوماً على إشتقاق الزاویة عندما تكون من الدرجة الأولى 

المثلثیة لیست من الدرجة الأولي ولیست على إحدي الصیغ الأساسیة للتكامل 
  .لصیغة قیاسیة بإستخدام بعض قوانین حساب المثلثاتیمكن تحویلھا
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i. ∫ sin ݑ݀ݑ = ݑݏܿ− + ܿ 

ii. ∫ cos ݑ݀ݑ = ݑ݊݅ݏ + ܿ 
iii. ∫ ݑ݀ݑ݊ܽݐ = ln|sec |ݑ + ܿ 
iv. ∫ cot ݑ݀ݑ = ln|sin |ݑ + ܿ 
v. ∫ sec ݑ݀ݑ = ݈݊|sec ݑ + tan |ݑ + ܿ 

vi. ∫ csc ݑ݀ݑ = ݈݊|csc ݑ − cot ݑ + ܿ| 
 :)4ـ4ـ2(التكامل المحدد

  
  :تعریف
,ܽ]اقتران معرف على الفترة  (ݔ)݂إذا كان  ، فإن تعریف التكامل المحدد  [ܾ

  :ھو قیمة التكامل bإلى  aللاقتران من 

න ݔ݀(ݔ)݂



 

 aھي حدود التكامل ،  bو  ,aلنھایة في الطرف الأیمن موجودةشرط أن تكون ا
 .یسمى الحد العلوي للتكامل  bلي و یسمى الحد السف

  
  ):4(مثال

  
 وجد قیمة التكاملأ

i. ∫ ଵݐ
ଷൗ ݐ݀

  
  :الحل

න ଵݐ
ଷൗ ݐ݀




=

3
4

ସݐ
ଷൗ |

ܾ
ܽ

 

=
3
4

ቄܾସ
ଷൗ − ܽସ

ଷൗ ቅ 

ii. ∫ ଼ݔଶ݀ݔ
ଵ  

  :الحل
  

න ݔଶ݀ݔ
଼

ଵ
=

1
3

|ଷݔ
8
1

=
1
3

{8ଷ − 1ଷ} =
511

3
 

  
  . وموضوع دراستنا في ھذا البحث حول أحد أنواع التكامل ھو التكامل المعتل
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  :)5ـ2(التكامل المعتل

Improper  Integral  
  :تعریف

  
∫بدراسة التكاملات التي تكون على الصورة  یُعنى ݔ݀(ݔ)݂

  بحیث تكون
ܽلدینا  = ܾأو  ∞ = معاً أو كلیھما أي أن أحد حدود التكامل أو الأثنین  ∞

  لا نھائي ویسمى التكامل في ھذه الحالة بالتكامل اللانھائي
”“Infinity Integral 

غیر محدودة عند نقطة أو أكثر في الفترة  (ݔ)݂وإما أن تكون الدالة  
ܽ ≤ ݔ ≤   .وتسمى بالنقطة الشاذه ܾ

  
  :تعریف

  
 : إذا كانت 

lim න ݔ݀(ݔ)݂



= ݈ 

 (ݔ)݂دد محدود  فإن ھذه النھایة تسمى تكاملأي أن النھایة موجودة لأي ع
∫ویرمز لھا بالرمز  ∞إلى  ܽمن  ஶݔ݀(ݔ)݂

  ویقال في ھذه الحالة أن
  :التكامل متقارب  وبخلاف ذلك متباعد بالمثل 

න ݔ݀(ݔ)݂


ିஶ
= lim

→ஶ
න ݔ݀(ݔ)݂




 

عاً لوجود أو عدم ویسمى التكامل في الطرف الأیسر متقارب أو متباعد تب
  :وبالمثل یمكن تعریف. وجود نھایة الطرف الأیمن

න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
= lim

→ஶ
න ݔ݀(ݔ)݂




+ lim

→ஶ
න ݔ݀(ݔ)݂




 

= න ݔ݀(ݔ)݂


ିஶ
+ න ݔ݀(ݔ)݂

ஶ


 

عدد حقیقى ویسمى التكامل متقارب أو متباعد تبعاً  لتكامل أو تباعد  ܿحیث
 .املات الموجودة في الطرف الأیمنالتك

  
  
  
  



22 
 

  
  :ملاحظة

  
,ܽ]غیر سالبة ومتصلة على الفترة  (ݔ)݂إذا كانت  فإن التكامل لھ  ]∞

ܾتفسیر ھندسي  ھام لكل  > ∫فإن التكامل المعین   ܽ ஶݔ݀(ݔ)݂
  یمثل

ݕالمساحة تحت المنحنى  = ,ܽ]على الفترة المحدوده والمغلقة  (ݔ)݂ ܾ] 
ܾ وعندما. → فإن ھذه المساحھ تؤول إلى المساحة تحت المنحنى  ∞

ݕ  = ,ܽ]في الفترة الكلیة   (ݔ)݂ ܾ] .  
  
 :)6ـ2(حالات التكامل المعتل 

Cases of Improper Integral  
  

  .قیمة لا نھائیة  حدود التكامل أو كلیھما تؤول إلى إذا كانت  أحد/ 1
ة أو أكثر من نقاط  الفترة غیر محدودة عند نقط (ݔ)݂أن تكون الدالة / 2

,ܽ]المحدودة والمغلقة     . قاط بالنقاط الشاذة أو المنفردةوتسمى مثل ھذه الن  [ܾ
غیر مستمرة عند  نقطة أو أكثر من نقاط الفترة   (ݔ)݂أن تكون  الدالة  / 3

[ܽ, ܾ].  
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24 
 

  :محتویات الفصل الثالث
  

  الفصل الثالث
  )تلصناف التكامل المعأ(

  15  مقدمة
  15  التكاملات المعتلة من الصنف الأول

  20  خواص التكاملات المعتلة من الصنف الأول
  21  التكاملات المعتلة من الصنف الثاني

  25  خواص التكاملات المعتلة من الصنف الثاني
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  )1ـ3(مقدمة
  

  :ین التالیین ة قابلة للتكامل لابد من توفر الشرطیالداللكي تكون 
أن تكون الدالة المراد تكاملھا دالة محدودة على مجموعة المجموعة المراد / 1

  .التكامل علیھا 
  .أن تكون المجموعة المراد التكامل علیھا محدودة ومغلقة / 2

فترة غیر  ا تكون علىـإم اـا والمراد التكامل علیھـدوال التي تواجھنـالكثیر من ال
ھذا یعني أن ( لة خط تقارب عمودي داخل الفترة المحدودة محدودة أو یكون للدا

ل على فترات غیر ـامل إلي تكامـة التكـولذلك وسعت نظری) دالة غیر محدودةـال
 الات یعرف ـلا الحـا على تلك الفترات وفي كـدوال غیر محدودة أیضـمحدودة ول

  :عدة أصناف ھي إلىویقسم ھذا التكامل .ایة ھذا التكاملالتكامل المعتل على أنھ نھ
 

  )2ـ3(التكاملات المعتلھ من الصنف الأول
Improper Integral of first kind  

 
 :عدة أقسام ھي التكامل المعتل من الحالة الأولى إلى ینقسم
,ܽ)معرفھ على الفتره    fالدالھ  .1 عدد حقیقي ، وقابلة للتكامل  ܽحیث  (∞

,ܽ]مغلقة على أي فتره محدودة و ܾ] .  
  :أن لنفرض

ܣ =  න ݔ݀ (ݔ)݂



 

∫التكامل المعتل  ஶݔ݀(ݔ)݂
  ھو نھایة التكامل∫ ݔ݀(ݔ)݂

  ܾعندما → ∞ . 
  

න ݔ݀(ݔ)݂ = lim
→ஶ

න ݔ݀(ݔ)݂




ஶ


 

  :تعریف
  

lim→ஶإذا كانت  ∫ ݔ݀(ݔ)݂
 موجودة وتساوي عدد حقیقيL  فإننا نقول أن

  :ل المعتل  متقارب وفي ھذه الحالة یكونالتكام
  

න ݔ݀(ݔ)݂ = lim
→ஶ

න ݔ݀(ݔ)݂




ஶ


 

  .فإننا نقول أن التكامل المعتل متباعد ∞±أما إذا كانت النھایة غیر موجودة أو تساوي
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   لاحظ أن:∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
  تحمل تشابھاً قریباً للمتسلسلة اللانھائیة∑ ݑ

ஶ
ୀଵ 

ݑیث ح = ∫بینما  (݊)݂ ݔ݀(ݔ)݂
  حواصل الجمع الجزئیھ یناظر

 .اللانھائیة 
  

  ) :1(مثال
  

 متباعد أم متقارب ھل التكامل الآتي

න sin ݔ݀ ݔ
ஶ


 

  الحل 

න sin ݔ݀ ݔ
ஶ


= lim

→ஶ
න sin ݔ݀ ݔ




 

= lim
→ஶ

(− cos ܾ + 1) 
خیرة غیر موجوده مما ینتج عنھ أن یكون التكامل المعتل ولكن ھذه النھایة الأ

 .متباعداً
الھندسي لھذا التكامل والذي ھو عبارة عن مساحة والتي یمكن  نلاحظ المعنى
  .ویة عدد لانھائي من المرات ـھا بجمع وطرح المساحات المستـالحصول علی

  ):2(مثال
  

 ھل التكامل الآتي متباعد أم متقارب
I. ∫ ଵ

௫
ஶ

ଵ  ݔ݀ 
  الحل

න
1
ݔ

ஶ

ଵ
ݔ݀  = lim

→ஶ
න

1
ݔ

ݔ݀


ଵ
 

lim
→ஶ

ln ܾ = ∞ 
  وھذا یعني أن التكامل المعتل متباعد

 
II. ∫ ଵ

௫మ
ஶ

ଵ  ݔ݀ 
  الحل

න
1

ଶݔ

ஶ

ଵ
ݔ݀  = lim

→ஶ
න

1
ଶݔ



ଵ
 ݔ݀ 

lim
→ஶ

(1 −
1
ܾ

) = 1 
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 .1ل متقارباً إلي ولھذا یكون ھذا التكامل المعت
  

 ):1ـ3(نظریة
  

  ݊التكامل ادناه یكون متقارب او متباعد حسب القیمة  الفعلیة للمتغیر

න
1

ݔ ݔ݀ 
ஶ

ଵ
 

  :البرھان

න
1

ݔ

ஶ

ଵ
ݔ݀  = lim

→ஶ
න

1
ݔ ݔ݀ 



ଵ
 

lim
→ஶ

1
݊ − 1

(1 − ܾଵି) 
0الآن إذا كان  < ݊ < ܾفإن  1 → كون التكامل المعتل في ھذه الحالة وی ∞

 . متباعداً 
݊أما إذا كان  > ܾفإن  1 →   :وبذلك فإن 0

lim
→ஶ

1
݊ − 1

(1 − ܾଵି) 

=
1

݊ − 1
 
  .وفي ھذه الحالھ یكون التكامل متقارباً 

∴ න
1

ݔ

ஶ

ଵ
ݔ݀  =  ቐ

1
݊ − 1

    ;       ݊ > 1       ;     متقارب

∞            ;     0 < ݊ ≤     ; متباعد 
� 

  
,∞−)معرفھ على الفتره    fالدالھ  .2 وقابلة للتكامل في الفتره المحدودة  (ܾ

,ܽ]والمغلقة  ܾ] .  
 في ھذه الحالة یكون لدینا التكامل المعتل

∫ ݔ݀(ݔ)݂
ିஶ . 

:تعریف  
 

lim→ஶإذا كانت  ∫ ݔ݀(ݔ)݂
ି أن بفإننا نقول ، موجودة وتساوي عدد حقیقي

∫التكامل المعتل  ݔ݀(ݔ)݂
ିஶ وفي ھذه الحالة یكون امتقارب:  

  

න ݔ݀(ݔ)݂ = lim
→ஶ

න ݔ݀(ݔ)݂


ି



ିஶ
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  .فإننا نقول أن التكامل المعتل متباعد ∞±أما إذا كانت النھایة غیر موجودة أو تساوي
 

  ):3(مثال
 

 ھل التكامل متقارب أم متباعد

න
ݔ݀ݔ2

1 + ଶݔ



ିஶ
 

  :الحل
  

න
ݔ2

1 + ଶݔ

ଵ

ିஶ
ݔ݀  = lim

→ஶ
න

ݔ2
1 + ଶݔ

ଵ

ି
 ݔ݀ 

  :ولكن التكامل الأخیر یمكن الحصول علیھ بطریقة التعویض أي أن

න
ݔ2

1 + ଶݔ

ଵ

ିஶ
ݔ݀  = lim

→ஶ
[ln(1 +  (ଶݔ

  
lim

→ஶ
[ln 2 − ln(1 + ܽଶ)] = −∞ 

∴ න
ݔ2

1 + ଶݔ

ଵ

ିஶ
  متباعد              ݔ݀ 

  ): 2ـ  3(نظریة 
 

ܽحیث  حقیقي عدد ܾإذا  كان  < ∫وكان التكامل  ܾ ஶ ݔ݀(ݔ)݂
  متقارباً فإن

∫التكامل  ஶ ݔ݀(ݔ)݂
 یكون متقارب ایضاً ویكون:  

  

න  ݔ݀(ݔ)݂
ஶ


= න  ݔ݀(ݔ)݂




+ න  ݔ݀(ݔ)݂

ஶ


 

  
 .أحد التكاملین فأن الآخر یتباعد ایضاًأما إذا تباعد 

  
لتوسیع   [a,-a]قابلة للتكامل على أي فترة محدودة ومغلقة   fإذا كانت الدالة  .3

نطاق التكامل حتى یشمل خط الأعداد الحقیقیة نحتاج إلي    دراسة التكامل 
∫ ஶ ݔ݀(ݔ)݂

ିஶ .  
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 :تعریف
 

  ة المحدودة والمغلقةقابلة للتكامل على الفتر   fإذا كانت الدالة 
[−ܽ,   :فإن [ܽ

න  ݔ݀(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
= lim

→ஶ
න  ݔ݀(ݔ)݂



ି
+ lim

→ஶ
න  ݔ݀(ݔ)݂




 

  . عدد حقیقي  cحیث 
∫ویكون التكامل  ஶ ݔ݀(ݔ)݂

ିஶ  متقارباً إذا كان كل من التكامل∫  ݔ݀(ݔ)݂
ିஶ 

∫و ஶ ݔ݀(ݔ)݂
  متقارب.  

  : أن لاحظ
لأنھ یمكن كتابة التكامل على  cإختیار العدد  رب أو تباعد التكامل لا یعتمد علىتقا

  :الصورة 

න  ݔ݀(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
= න  ݔ݀(ݔ)݂



ିஶ
+ න  ݔ݀(ݔ)݂

ஶ


 

  

= න  ݔ݀(ݔ)݂


ିஶ
+ න  ݔ݀(ݔ)݂

ௗ


+ න  ݔ݀(ݔ)݂

ஶ

ௗ
 

  

= න ݔ݀(ݔ)݂ + න  ݔ݀(ݔ)݂
ஶ

ௗ

ௗ

ିஶ
 

  ):4(لمثا
  

 أختبر التكامل

න
1

1 + ଶݔ  ݔ݀ 
ஶ

ିஶ
 

  :الحل

න
1

1 + ଶݔ  ݔ݀ 
ஶ

ିஶ
= න

1
1 + ଶݔ ݔ݀  + න

1
1 + ଶݔ  ݔ݀ 

ஶ





ିஶ
 

  :الآن

න
1

1 + ଶݔ ݔ݀  = lim
→ஶ

න
1

1 + ଶݔ  ݔ݀ 




ஶ


 

  
lim

→ஶ
[tanିଵ ܾ − tanିଵ 0] 
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lim
→ஶ

[tanିଵ ܾ] =
ߨ
2 

  و 

න
1

1 + ଶݔ ݔ݀  = lim
→ஶ

න
1

1 + ଶݔ  ݔ݀ 


ି



ିஶ
 

 
lim

→ஶ
[tanିଵ0 − tanିଵ(−ܽ)] 

lim
→ஶ

[tanିଵ(−ܽ)] =
ߨ
2

 

∴ න
1

1 + ଶݔ  ݔ݀ 
ஶ

ିஶ
= න

1
1 + ଶݔ ݔ݀  + න

1
1 + ଶݔ ݔ݀  = 

ஶ





ିஶ
 

 
ߨ
2

+
ߨ
2

=  ߨ
  التكامل المعتل متقارب∴
  

  : )3ـ3(خواص التكامل المعتل من النوع الأول
Properties of improper integrals of first kind  

 
عند دراسة خواص التكامل المعتل من النوع الأول فإننا ندرس خواص التكامل 

∫المعتل  ஶݔ݀(ݔ)݂
  لأن∫ ݔ݀(ݔ)݂

ିஶ التكامل  ھ إلىیمكن تحویل∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
 

–وذلك بوضع    . ݔبدلاً من  ݔ
∫أما التكامل  ஶݔ݀(ݔ)݂

ିஶ  فھو تركیبة خطیة للتكاملین∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
  و

∫ ݔ݀(ݔ)݂
ିஶ .  

  .نعطي خواص التكامل المعتل في شكل نظریات وتتبعھا بعض الأمثلة
  

  ):3ـ3(نظریة
  

(ݔ)݂إذا كانت  ≥ ,ܽ]للتكامل علي وقابلة  0 ݔلكل  [ݔ ≥   kوإذا وجد عدد  ܽ
∫حیث  ≥ ݔ݀(ݔ)݂ ݇௫

  فإن ،∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
 متقارب.  
  :البرھان

  لبرھنھ ذلك نفرض ان 

(ݔ)ܨ = න ݔ݀(ݔ)݂
௫
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(ݔ)݂حیث أن  ≥ ݔلكل  0 ≥ ,ܽ]دالة تزایدیة على  (ݔ)ܨفإن الدالة  ܽ   . [ݔ
ଵݔإذا كان  ≤ ,ܽ]في  ଶݔ   :، فإن  [ݔ

(ଶݔ)ܨ − (ଵݔ)ܨ = න ݔ݀ (ݔ)݂
௫మ

௫భ

 

(ଶݔ)ܨوبذلك فإن  ≥ (ݔ)ܨكذلك  (ଵݔ)ܨ ≤ ݔلكل  ݇ ≥ ܽ  
  :إذن 

lim௫→ஶ (ݔ)ܨ = ∫ ஶ(ݔ)݂
  موجودة.  

  
∫أي أن  ஶݔ݀ (ݔ)݂

  متقارب. 
 

: )4ـ3(التكاملات المعتلة من النوع الثاني  
Improper Integral of second kind 
 
في ھذه الحالة تكون الفترة المراد التكامل علیھا محدودة ولكن الدالة غیر معرفة عند 

أي أن الدالة یكون لھا خط تقارب عمودي عند النقطة داخل (نقطة داخل تلك الفترة 
).الفترة المراد التكامل علیھا  

:نقسم ذلك إلى  
ݔي عند لھا خط تقارب عمود ݂ـ الدالة 1 = ,ܽ[وفترة التكامل ھي ܽ وتكون  [ܾ

ܽ]الدالة قابلة للتكامل على أي فترة جزئیة على شكل  + ߳, ,ܽ[من الفترة  [ܾ ܾ] .  
: في ھذه الحالة یكون التكامل المعتل   

 

න (ݔ)݂



 ݔ݀

:متقارباً إذا كانت النھایة   

lim
ఢ→

න (ݔ)݂


ାఢ
 ݔ݀

:د حقیقي ، ویكون التكامل المعتل موجودة وتساوي عد  

න (ݔ)݂



 ݔ݀

: متباعداً إذا كانت النھایة   
غیر موجودة       limఢ→ ∫ (ݔ)݂

ାఢ  ݔ݀
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):5(مثال  
 

: حسب التكاملأ  
 

න
ݔ݀
ݔ

ଵ


 

:  الحل  
(ݔ)݂الدالة  = ଵ

௫ೌ قابلة للتكامل على أي فترة[߳, 1] 
 

න
ݔ݀
ݔ

ଵ


= lim

ఢ→
න

ݔ݀
ݔ

ଵ

ఢ
= lim

ఢ→

ଵିݔ

1 − ܽ
߳
1

 

= lim
ఢ→

ቊ
1

1 − ܽ
−

߳ଵି

1 − ܽ
ቋ 

ܽإذا كان  <   فإن  1

lim
ఢ→

ቊ
1

1 − ܽ
−

߳ଵି

1 − ܽ
ቋ =

1
1 − ܽ

 

  .وفي ھذه الحالة یكون التكامل متقارباً 
ܽأما إذا كان  ≥   . ∞لتكامل یكون متباعداً ؛ لأن النھایة تساوي فإن ا 1

න
ݔ݀
ݔ

ଵ


= ቊܽ < متقارب         1

ܽ ≥ متباعد           1
� 

 
  ):6(مثال

 
 :التكامل حسبأ

න
ݔ݀
ݔ√

ଵ


 

  :الحل
ܽحسب تطبیق النظریة السابقة حیث  = ଵ

ଶ
  یكون  

  

න
ݔ݀
ݔ√

ଵ


=

1

1 − ଵ
ଶ

= 2 

 .ارب اذن التكامل متق
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ݔلھا خط تقاربي عمودي عند  ݂الدالة ـ 2 = ,ܽ]وفترة التكامل ھي  ܾ ܾ[ 
,ܽ]قابلة للتكامل على أي فترة جزئیة مغلقة  ݂وتكون الدالة  ܾ − للفترة  [߳

[ܽ, ܾ[ .  
∫في ھذه الحالة یكون التكامل المعتل  ݔ݀(ݔ)݂

  متقارباً إذا كانت النھایة
limఢ→ ∫ ିఢݔ݀(ݔ)݂

  موجودة وتساوي عدد حقیقي.  
  

න ݔ݀(ݔ)݂



= lim

ఢ→
න ݔ݀(ݔ)݂

ିఢ


 

∫عدا ذلك یكون التكامل  ݔ݀(ݔ)݂
   ًمتباعدا. 

  ):7(مثال
  
 :التكامل حسبأ

1) ∫ ௗ௫
√ଵି௫మ

ଵ
  

  :الحل
ݔ =   :خط تقارب عمودي للدالة ، فإن  1

= lim
ఢ→

sinିଵ |ݔ
1 − ߳

0
 

= lim
ఢ→

sinିଵ(1 − ߳) =
ߨ
2

 
  .إذن التكامل متقارب 

2) ∫ ௗ௫
௫ିଵ

ଵ
  

  :الحل
ݔ =   :خط تقارب عمودي للدالة ، فإن 1

න
ݔ݀

ݔ − 1
= lim

ఢ→
න

ݔ݀
ݔ − 1

ଵିఢ



ଵ


 

= lim
ఢ→

ln|ݔ − 1| |
1 − ߳

0
 

= lim
ఢ→

ln|−߳| = −∞. 
 .إذن التكامل متباعد 

ܽحیث ܿلھا خط تقارب عمودي عند النقطة  ݂ـ الدالة  3 < ܿ < وتكون فترة  ܾ
,ܽ]التكامل  ܾ] . 
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∫إذا كان ݔ݀(ݔ)݂
و∫ ݔ݀(ݔ)݂

 متقاربان فإن التكامل∫ ݔ݀(ݔ)݂
 

  :ویكون .متقارباً

න ݔ݀(ݔ)݂



= lim

ఢభ→
න ݔ݀(ݔ)݂

ିఢభ


+ lim

ఢమ→
න ݔ݀(ݔ)݂



ାఢమ

 

  حیث
0 < ߳ଵ < ܿ − 0؛ ܽ < ߳ଶ < ܾ − ܿ  

  عدا ذلك یكون التكامل متباعدا
العمودیة  عدد منتھ من خطوط التقارب ݂قد تعمم ھذه الفكرة في حالة ما یكون للدالة 

 :، أي أنھ إذا كان 
ݔ = ܿଵ, ܿଶ, … ܿ حیث  ݂ خطوط تقارب عمودیة للدالة:  

ܿଵ, ܿଶ, … ܿ ∈ ]ܽ,   :فإن  ]ܾ

න ݔ݀(ݔ)݂



= lim

ఢభ→
න ݔ݀(ݔ)݂

భିఢభ



+ lim
ఢమ→

න ݔ݀(ݔ)݂ + ⋯ + lim
ఢ→బ

න ݔ݀(ݔ)݂


షభାఢ

మିఢమ

భାఢమ

 

∫ویكون التكامل  ݔ݀(ݔ)݂
  متقارباً إذا تقاربت جمیع التكاملات التي في الطرف

  .الأیمن من المعادلة أعلاه ، عدا ذلك یكون متباعداً 
  

 ):8(مثال
  

 أحسب

න
ݔ݀

ݔ) − 1)ଷ

ଶ


 

  :الحل
ݔ = 1خط تقارب للدالة ،  1 ∈   :فإن ]0,2[

  

න
ݔ݀

ݔ) − 1)ଷ

ଶ


= lim

ఢభ→
න

ݔ݀
ݔ) − 1)ଷ +

ଵିఢభ


lim

ఢమ→
න

ݔ݀
ݔ) − 1)ଷ

ଶ

ଵାఢమ

 

ݑبوضع = ݔ − ݑ݀:فإن 1 =   وبذلك یكون ݔ݀

න
ݔ݀

ݔ) − 1)ଷ = න
ݑ݀
ଷݑ

ିఢభ



ଵିఢభ


 

∫و التكامل  ௗ௨
௨య

ିఢభ
 متباعد 

 إذن الآخر یكون متباعد أیضا
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  : )5ـ3(خواص التكامل المعتل من النوع الثاني
Properties of improper integrals of second kind  

 
∫الخواص ھنا على التكامل  ݔ݀(ݔ)݂

  ݔعندما یكون = عمودي  خط تقارب ܾ
ݔ رب عندوالتي یكون فیھا خط التقا للدالة ؛لأن الحالة الأخرى = ن دراستھا كیمܽ

  :كما یلي 

න ݔ݀(ݔ)݂ = − න ݔ݀(ݔ)݂


ିఢ

ିఢ


 

∫بالتالي یمكن تعمیمم الخواص التي تدرس للحالة  ݔ݀(ݔ)݂
  

ݔعند  =   . ݂خط تقارب عمودي للدالة  ܾ
ݔعند  ݂الحالة التي یكون فیھا خط التقارب العمودي للدالة  = ܽحیث  ܿ < ܿ <

تركیبة خطیة للحالتین اللتان فیھما خط التقارب العمودي للدالة عند نھایة  ھي ܾ
,ܽ]الفترة ، وذلك بتقسیم الفترة  ,ܽ]إلى الفترتین  [ܾ ,ܿ]و [ܿ ܾ].  

  
  ):4ـ3(نظریة

  
∫یمكن إستخدام طریقة التعویض لإیجاد التكامل  ݔ݀(ݔ)݂

  وكذلك یمكن إیجاده
 .متقارب  بطریقة التجزئة عندما یكون

∫:لنفرض أن  ݔ݀(ݔ)݂
 تكامل معتل من النوع الثاني ولنفرض أن

:∫ ିఢݔ݀(ݔ)݂
 تكامل محدد، 

ݔ:إذا كان  = ܾ − ଵ
௧

ݔ݀فإن   = ଵ
௧మ   ݐ݀

ଵ:حیث
ି

≤ ݐ ≤ ଵ
ఢ

 

න ݔ݀(ݔ)݂
ିఢ


= න ݂ ൬ܾ −

1
ݐ

൰ (
1
ଶݐ (ݐ݀ 

భ
ച

భ
್షೌ

 

  :كان التكامل المعتل متقارب فإن إذا 

න ݔ݀(ݔ)݂



= lim

ఢ→
න  ݔ݀(ݔ)݂

ିఢ


 

lim
ఢ→

න ݂ ൬ܾ −
1
ݐ

൰ (
1
ଶݐ (ݐ݀ 

భ
ച

భ
್షೌ
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∫وھنا تم تحویل التكامل المعتل  ݔ݀(ݔ)݂
  من النوع الثاني إلى تكامل معتل من

 .یبھ من التحویل النوع الأول والذي تم ترت
  

  ):9(مثال
  

(ݔ)ℎ: إذا كان  = (ݔ)݂؛  ݔ = ଵ
௫మ فإن :  

(ݔ)ℎ(ݔ)݂ =
1

 ଶݔ

∫والتكامل  ଶଵݔ
 تكامل معتل متقارب  

  :ولكن  

න (ݔ)ℎ(ݔ)݂ = න
1
ݔ

ଵ



ଵ


 ݔ݀

 .تكامل معتل متباعد
وع الثاني قد لا حاصل ضرب دالتین قابلتین للتكامل المعتل من الن:نخلص إلى أن 

  .للتكامل المعتل من النوع الثانيتكون قابلة 
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  :محتویات الفصل الرابع
  

  الفصل الرابع
  )إختبارات تقارب التكاملات المعتلة(

  28  مقدمة
  28  إختبارات التقارب للتكاملات المعتلة من الصنف الأول

  28  ـ إختبار المقارنة             
  30  ـ إختبار القسمة             

  35  ـ إختبار المتسلسلة             
  35  التقارب المطلق والتقارب المشروط

  39  إختبارات التقارب للتكاملات المعتلة من الصنف الثاني
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  ):1ـ4(مقدمة
  

ختبارات أم متباعد ن وذلك من خلال بعض الانحتاج لمعرفة ھل التكامل متقارب 
یعتمد تقارب وتباعد التكاملات على قیمة النھایة إذا كانت موجودة یكون  موماًوع

التكامل متقارب وإذا كانت غیر موجودة او تساوي قیمة لانھائیة یكون التكامل 
  .متباعد

  )2ـ4(إختبارات التقارب للتكاملات المعتلة من الصنف الأول
Improper Integral of First Kind  

  : )1ـ2ـ4(إختبار المقارنة )1
0لیكن لدینا  ≤ (ݔ)݂ ≤ ݔلكل  (ݔ)݃ ≥  :فإن ܽ

i.  إذا كان∫ ஶݔ݀(ݔ)݃
  متقارب فإن∫ ஶݔ݀(ݔ)݂

 ًیكون متقارب أیضا .  
ii.  إذا كان∫ ஶݔ݀(ݔ)݂

  متباعداً فإن∫ ஶݔ݀(ݔ)݃
 ًیكون متباعداً أیضا. 

 :البرھان
∫إذا كان  ஶݔ݀(ݔ)݃

  عدد متقارب فإن ھنالكM  بحیث:  
  

ܯ = න ݔ݀(ݔ)݃
ஶ


 

ݔلكل  ≥  : لدینا  ܽ

0 ≤ න ݐ݀(ݐ)݂
௫


≤ න ݐ݀(ݐ)݃

௫


≤ න ݔ݀(ݔ)݂

ஶ


=  ܯ

 

⇒ න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ


=  ܯ

 .إذن التكامل متقارب
  

  ):1(مثال
  

∫وضح أن  ଵ
ଵା௫య ஶݔ݀

ଵ متقارب؟  
  :الحل

ݔلكل  >   :لاحظ أن  1
1

1 + ଷݔ <
1

 ଶݔ

∫ولكن ଵ
௫మ ஶݔ݀ 

ଵ متقارب  
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∫إذن  ଵ
ଵା௫య ஶݔ݀

ଵ ًمتقارب ایضا.  
  

  ):2(مثال
  

  ـ:إختبر التكاملات الآتیة 
i. ∫ ଵ

ଵାೣ ஶݔ݀
ଵ  

 
  :الحل

1
1 + ݁௫ ≤

1
݁௫ = ݁ି௫ 

∫وبما أن  ݁ି௫݀ݔஶ
  تقاربیة  

 
  

∫إذن  ଵ
ଵାೣ ஶݔ݀

ଵ  ایضا تقاربیة.  
  

ii. ∫ ௗ௫
୪୬ ௫

ஶ
ଶ ∀x ≥ 2 

 :الحل
ଵلنأخذ الدالة 

௫
  وھي دالة تباعدیة  

 ولكن
1

ln ݔ
>

1
ݔ

 
  

∫إذن  ௗ௫
୪୬ ௫

ஶ
ଶ ةایضاً تباعدی .  

  
  :قاعدة

  
∫التكامل الأسي أو الھندسي یكون على الصورة  ݁ି௧௫݀ݔஶ

  حیثt  مقدار ثابت
  :فإن

ݐا كانت التكامل المعتل یتقارب إذ > ݐویتباعد إذا كانت  0 ≤ 0 .  
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  : )2ـ2ـ4(إختبار القسمة  )2

  
الفترة المغلقة  تان موجبتان وقابلتان للتكامل علىدال (ݔ)݃و  (ݔ)݂لنفرض أن 
,ܽ]والمحدودة  lim௫→ஶوكانت  [ܾ

(௫)
(௫)

≠ ∫یكون  ذٍعندئ 0 ஶݔ݀(ݔ)݂
 

∫و ஶݔ݀(ݔ)݃
 عاً أو متباعدان معاًمتقاربان م. 

  :البرھان 
lim௫→ஶنستنتج من 

(௫)
(௫)

,ଶܯأن ھنالك عددان     :حیث ଵܯ
(ݔ)ଶ݃ܯ ≤ (ݔ)݂ ≤  (ݔ)ଵ݃ܯ

ݔلكل ≥   ).عدد حقیقي  ݊( ݊
∫من النظریة السابقة ـ إختبار المقارنة ـ نستنتج أن  ஶݔ݀(ݔ)݂

 و∫ ஶݔ݀(ݔ)݃
 

  .ان معاً أو متباعدان معاًمتقارب
 ھ ـادل معـة وھو غالباً مفید جداً بالتبـھ إرتباط بإختبار المقارنـھذا الإختبار ل

(ݔ)݃وبوجھ خاص عند أخذ  = ଵ
௫  فیكون لدینا من الحقائق المعرفة عن

  :ما یأتي   pتكامل 
lim௫→ஶ:أفرض أن  (ݔ)݂ ݔ =  ܣ

∫ـ التكامل ஶݔ݀(ݔ)݂
   یتقارب إذا كانت >   .محدود Aوالمقدار  1

∫ـ التكامل  ஶݔ݀(ݔ)݂
  یتباعد إذا كانت ≤   .غیر محدود  Aوالمقدار  1

  
  ) :1ـ4(نظریة

  
∫إذا كان  ஶݔ݀(ݔ)݂

  عدد حقیقي ، فإن  ߣمتقارباً وكان∫ ஶݔ݀(ݔ)݂ߣ
  یكون

  متقارباً أیضاً ویكون

λ න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ


= න ݔ݀(ݔ)݂ߣ

ஶ


 

∫أما إذا كان  ஶݔ݀(ݔ)݂
  متباعداً وكانλ ≠ ∫: فإن 0 ஶݔ݀(ݔ)݂ߣ

  یكون
  .متباعداً كذلك 

  :البرھان 
  :لاحظ أن 

න ݔ݀(ݔ)݂ߣ
ஶ


= lim

→ஶ
න ݔ݀(ݔ)݂ߣ




= lim

→ஶ
ߣ න ݔ݀(ݔ)݂
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ߣ lim
→ஶ

න ݔ݀(ݔ)݂ = λ න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ






 

  
 :وبذلك یكون 

  

λ න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ


= න ݔ݀(ݔ)݂ߣ

ஶ


 

  :في حالة التباعد
∫إذا كان  ஶݔ݀(ݔ)݂ߣ

  متقارب فإن:  

න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ


=

1
ߣ

න ݔ݀(ݔ)݂ߣ
ஶ


 

∫متقارباً كذلك ولكن  ஶݔ݀(ݔ)݂
 تناقض  متباعد مما یؤدي إلى.  

  
  ) :2ـ4(نظریة

  
∫إذا كان  ஶݔ݀(ݔ)݂

 و∫ ஶݔ݀(ݔ)݃
  متقاربان فإن:  

∫ (ݔ)݂] ± ஶݔ݀[(ݔ)݃
  یكون متقارباً ایضاً ویكون:  

න (ݔ)݂] ± ݔ݀[(ݔ)݃
ஶ


= න ݔ݀(ݔ)݂

ஶ


± න ݔ݀(ݔ)݃

ஶ


 

 :البرھان
  :من خواص التكامل المحدد الخاصیة 

න (ݔ)݂] ± ݔ݀[(ݔ)݃



= න ݔ݀(ݔ)݂




± න ݔ݀(ݔ)݃




 

න (ݔ)݂] ± ݔ݀[(ݔ)݃
ஶ


= lim

→ஶ
න (ݔ)݂] ± ݔ݀[(ݔ)݃




 

 :وھذا یؤدي إلي أن 

න (ݔ)݂] ± ݔ݀[(ݔ)݃
ஶ


= lim

→ஶ
න ݔ݀(ݔ)݂ ± lim

→ஶ
න ݔ݀(ݔ)݃








 

  
 ) :3ـ4(نظریة

  
(ݔ)݂إذا كانت  ≥ ݔلكل  0 ∈ [ܽ, ∫:فإن  [ܾ ݔ݀(ݔ)݂ ≥ 0ஶ

  
  :البرھان
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(ݔ)݂إذا كانت  ≥ ݔلكل  0 ∈ [ܽ, فإنھ من خواص التكامل المحدد   [ܾ
:∫ ݔ݀(ݔ)݂ ≥ 0

  ولذلك فإن:  
(ݔ)݂إذا كانت  ≥ ݔلكل  0 ∈ [ܽ,   :فإن  [ܾ

  

න ݔ݀(ݔ)݂ =
ஶ


lim

→ஶ
න ݔ݀(ݔ)݂ ≥ 0




 

 
 ):4ـ4(نظریة

  
∫إذا كان  ஶݔ݀(ݔ)݂

  متقارباً فإن∫ ݔ݀(ݔ)݂ =ஶ
ஶ 0  

  :البرھان 

න ݔ݀(ݔ)݂ = 0



 

 :ولكن 

න ݔ݀(ݔ)݂ = lim
→ஶ

න ݔ݀(ݔ)݂




ஶ

ஶ
= 0 

,ܽ]دالة على ݂النظریة الأساسیھ لحساب التفاضل والتكامل توضح أنھ إذا كانت  ܾ] 
(ݔ)ᇱܨحیث  =   :، فإن (ݔ)݂

න ݐ݀(ݐ)݂ = (ݔ)ܨ − (ܽ)ܨ
௫


 

lim௫→ஶیمكن تعمیم ھذه النظریة للتكامل المعتل ولكن بشرط وجود النھایة   (ݔ)݂
∫حیث یكون التكامل المعتل  ݂ஶ

  ًمتقاربا. 
  

  ):5ـ4(نظریة
  

lim௫→ஶإذا كانت   موجودة فإن التكامل (ݔ)ܨ
∫ ஶݔ݀(ݔ)݂

  متقارب ویحسب:  
 

න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ


= lim

௫→ஶ
න ݐ݀(ݐ)݂ = lim

௫→ஶ
(ݔ)ܨ − (ܽ)ܨ

௫
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 ):3(مثال
  

∫أحسب قیمة التكامل  ݁௫ ஶݔ݀ 
ଵ  ܽحیث >   ؟ 0

  :الحل

(ݔ)ܨ = −
1
ܽ

݁ି௫ 

න ݁௫ ݔ݀ 
ஶ

ଵ
= lim

௫→ஶ
(ݔ)ܨ] − [(1)ܨ = 0 − ൬−

1
ܽ

݁ି൰ =
1
ܽ

݁ି 

النظریة الآتیة توضح التكاملات المعتلھ و تعویض إلىتعمیم فكرة التكامل بال یمكن
 ذلك

  
  ):6ـ4(نظریة

  
,ܽ]دالة متصلة على الفترة  ݂إذا كان  ݔوكان  (∞ = دالة تزایدیة  ݃حیث  (ݑ)݃

,ܽ]على  ܽو  (∞ =   ، فإنھ إذا تقارب أحد التكاملین  (ܽ)݃
∫ ݂൫݃(ݑ)൯݃ᇱ(ݑ)݀ݑஶ

 و∫ ஶ ݔ݀(ݔ)݂
 خر یكون متقارباً ویكون فإن الآ  

න ݔ݀(ݔ)݂ = න ݂൫݃(ݑ)൯݃ᇱ(ݑ)݀ݑ
ஶ



ஶ


 

  ):4(مثال
∫ناقش تقارب التكامل  ೣ

ଵାమೣ ஶݔ݀
 .  

  :الحل
(ݔ)݂الدالة  = ೣ

ଵାమೣ  دالة متصلة على[ܽ, ∞)  

ݔإذا كان  = ln ln)݂فإن  ݑ (ݑ = ௨
ଵା௨మ  و(ln ᇱ(ݑ = ଵ

௨
  

  :وبذلك یكون 

න
e୶

1 + eଶ୶ dx
ஶ


= න

du
1 + uଶ = )cot ∞

ஶ

ଵ
− cot 1) =

ߨ
2

−
ߨ
4

=
ߨ
4

 

  
  .یمكن كذلك نقل فكرة التكامل بالتجزئة إلى التكاملات المعتلة 
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  ):7ـ4(نظریة
  

,ݑإذا كانت  ,ܽ]دالتان متصلتان على  ݒ ,ܽ]ولھما مشتقة متصلة على (∞ وإذا  [ܾ
lim௫→ஶكان  (ݔ)ݒ(ݔ)ݑ = ∫فإنھ إذا كان أحد التكاملین  ܭ ஶݒ݀ ݑ

  و
∫ ஶݑ݀ ݒ

  متقارباً فإن الآخر یكون متقارباً ایضاً ویكون  

න ݒ݀ ݑ
ஶ


= ܭ − (ܽ)ݒ(ܽ)ݑ − න ݑ݀ ݒ

ஶ


 

 
 

  ):5(مثال
  

∫أحسب التكامل  ஶݔ݀ ݁ି௫ݔ
 ؟  

  :الحل
  :ن لنفرض أ

(ݔ)ݑ = ݒ݀و ݔ = ݁ି௫ وبذلك فإن  
ݒ = −݁ି௫  ݑ݀و =   ିଵݔ݊

  :الآن

lim
௫→ஶ

(ݔ)ݒ(ݔ)ݑ = lim
௫→ஶ

(݁ି௫ݔ−) = − lim
௫→ஶ

ݔ

݁௫  

= lim
௫→ஶ

݊!
݁௫ 

  .وذلك بتطبیق قاعدة لوبیتال 

න ݔ݀ ݁ି௫ݔ
ஶ



= lim
௫→ஶ

(݁ି௫ݔ−) − (0)ݒ(0)ݑ − ݊ න ିଵ݁ି௫ݔ ݔ݀ 
ஶ


 

∫وبحساب التكامل  ஶݔ݀ ିଵ݁ି௫ݔ
  مره أخرى نصل إلى:  

න ݔ
ஶ


  :وھكذا نصل إلى أن

න ݔ݀ ݁ି௫ݔ = ݊!
ஶ
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  ):6(مثال
  

∫ناقش تقارب التكامل  ݁ି௫మ݀ݔஶ
ଵ؟  

  :الحل
ଶݔ ≥ ݔلكل  ݔ ≥ ௫మି݁ولذلك فإن،  1 ≤ ݁ି௫  

  ومن ذلك نصل إلى أن 
∫ ݁ି௫మ݀ݔஶ

ଵ متقارب إذا كان∫ ݁ି௫݀ݔஶ
ଵ متقارب.  

  :الآن

න ݁ି௫݀ݔ
ஶ

ଵ
= lim

→ஶ
න ݁ି௫݀ݔ



ଵ
= lim

→ஶ
(−݁ି + ݁ିଵ) =

1
݁

 

∫إذن  ݁ି௫݀ݔஶ
ଵ متقارب وھذا یؤدي إلى تقارب∫ ݁ି௫మ݀ݔஶ

ଵ  
 
  

  : )3ـ2ـ4(إختبار المتسلسلة  )3
 

,ܽ]دالة متصلة وتناقصیة وموجبة على  ݂إذا كانت  فإن المتسلسلة  (∞
∑ ݂(݊)ஶ

ୀଵ  والتكامل∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
 و متباعدان معاً متقاربان معاً ا. 

  
  ):7(مثال

  
∑ادرس تقارب المتسلسة  ଵ

 ୪୬()ೌ
ஶ
ୀଶ  ؟  

  :الحل

න
1

ln)ݔ (ݔ ݔ݀
ஶ

ଶ
= lim

→ஶ
න

1
ln)ݔ (ݔ ݔ݀ =

1
(ܽ − 1)(ln 2)ିଵ



ଶ
 

ܽإذا كان >   متقارب  1
ܽویتباعد عندما یكون  ≤ 1  

∑المتسلسة  ଵ
 ୪୬()ೌ

ஶ
ୀଶ   ܽتكون تقاربیة عندما > ܽومتباعدة عندما  1 ≤ 1 .  
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  :)3ـ4(التقارب المطلق والتقارب المشروط 
  

∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
  تسمى تقاربیة مطلقة إذا كانت∫ ஶݔ݀|(ݔ)݂|

  تتقارب لكن
∫ ஶݔ݀(ݔ)݂

  تتباعد إذا كانت∫ ஶݔ݀|(ݔ)݂|
 اًطیتسمى تقارباً شرتتباعدو. 

  
  ):8ـ4(نظریة

  
,ܽ]قابلة للتكامل على الفترة  (ݔ)݂إذا كانت  ∫وإذا كانت  [ݔ ஶݔ݀|(ݔ)݂|

 
∫متقارباً فإن  ஶݔ݀(ݔ)݂

  ًیكون كذلك متقاربا.  
  :البرھان

 :من الملاحظ أن
݂ା(ݔ) ≤ (ݔ)ି݂وكذلك  |(ݔ)݂| ≤   |(ݔ)݂|

ݔلكل  ≥ a;∫ ݂ା(ݔ)݀ݔஶ
  و∫ ஶݔ݀(ݔ)ି݂

 متقاربان.  

න ݔ݀(ݔ)݂
ஶ


= න ݂ା(ݔ)݀ݔ

ஶ


+ න ݔ݀(ݔ)ି݂

ஶ


 

∫وھذا یعني أن  ஶݔ݀(ݔ)݂
 متقارب.  

  ):8(مثال
  

∫أثبت أن  ୡ୭ୱ ௫
௫మ ஶݔ݀

ଵ  ًتتقارب تقارباً مطلقا  
  :الحل

  :الطریقة الاولى
ቚୡ୭ୱ ௫

௫మ ቚ ≤ ଵ
௫మ المقارنة  بإختبار:  

∫بما أن  ଵ
௫మ

ஶ
ଵ ∫تتقارب فإن  ݔ݀ ୡ୭ୱ ௫

௫మ ஶݔ݀
ଵ  تتقارب.  

  :الطریقة الثانیة
  بما أن

=0lim௫→ஶ ଷݔ
ଶൗ ቚୡ୭ୱ ௫

௫మ ቚ = lim௫→ஶ ቚୡ୭ୱ ௫

௫భ
మൗ ቚ 

∫نجد أن  ୡ୭ୱ ௫
௫మ ஶݔ݀

ଵ ًتتقارب تقارباً مطلقا.  
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  ):9(لمثا
  

∫أثبت أن  ୱ୧୬ ௫
௫

ஶ
ଵ   تتقارب  ݔ݀

  :الحل
∫بما أن  ୱ୧୬ ௫

௫
ஶ

ଵ ୱ୧୬ن لأ(تتقارب ݔ݀ ௫
௫

0مستمرة في   < ݔ ≤ 1(  

∫فنحتاج فقط أن نوضح  ୱ୧୬ ௫
௫

ஶ
ଵ   . تتقارب ݔ݀

  :نكامل بالتجزئة نحصل على 

න
sin ݔ

ݔ



ଵ
ݔ݀

= −
cos ݔ

ݔ
|

݉
1

+ න
cos ݔ

ଶݔ ݔ݀ = cos 1 −
cos ݉

݉



ଵ

+ න
cos ݔ

ଶݔ ݔ݀


ଵ
 

݉وبأخذ النھایة عندما  → ∞ وبإستعمال الحقیقة   lim→ஶ
ୡ୭ୱ 


= 0  .  

න
sin ݔ

ݔ

ஶ

ଵ
ݔ݀ = cos 1 + න

cos ݔ
ଶݔ ݔ݀

ஶ

ଵ
 

  
∫ولكن  ୡ୭ୱ ௫

௫మ ஶݔ݀
ଵ  متقارب وبذلك یكون∫ ୱ୧୬ ௫

௫
ஶ

ଵ   .أیضاً متقارب ݔ݀
  

  ) :10(مثال
  

  :إختبر تقارب التكاملات المعتلة الاتیة 
I. ∫ ௫

ଷ௫రାହ௫మାଵ
ஶݔ݀

ଵ  
 

:الحل  
 :أفرض أن 

(ݔ)݃ = ଵ
௫య و   (ݔ)݂ = ௫

ଷ௫రାହ௫మାଵ
 

  :بإستخدام إختبار القسمة 
lim௫→ஶنجد أن

(௫)
(௫)

= ଵ
ଷ

  
  إذن الدالتان تتقاربان معا أو تتباعدان معاً
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  .متقاربة  (ݔ)݂تتقارب وبذلك تكون  (ݔ)݃ولكن 
  

II. ∫ ௫మିଵ
√௫లାଵ

ஶݔ݀
ଶ  

:الحل  
 بإستخدام إختبار المقارنة

  كبیرة فإن التكامل یقترب من   ݔعندما تكون 
ଶݔ

ݔ√
=

ଶݔ

ଷݔ =
1
ݔ

 

ଶݔ − 1
ݔ√ + 16

≥
1

ݔ2
 

ଵبما أن 
௫

∫متباعد یكون   ௫మିଵ
√௫లାଵ

ஶݔ݀
ଶ ایضا متباعد  

  
III. ∫ ݁ି௫మ݀ݔஶ

  
:الحل  

lim
௫→ஶ

݁ି௫మ = lim
௫→ஶ

ଶ݁ି௫మݔ = 0 
)بإستخدام قاعدة لوبیتال(  

بإذن التكامل متقار  
IV. ∫ ୪୬ ௫

௫ା
ஶݔ݀

ଵ               ; ܽ ≡  ݐݏ݊ܿ

lim
௫→ஶ

.ݔ
ln ݔ

ݔ + ܽ
= ∞ 

(p=1               A=∞) 
 إذن التكامل متباعد

V. ∫ (ଵିୡ୭ୱ ௫)
௫మ ஶݔ݀

  
:الحل  

lim
௫→ஶ

ଷݔ
ଶൗ (

1 − cos ݔ
ଶݔ ) 

 
(p=0               A=3

2ൗ ) 

متقارب إذن التكامل  
VI. ∫ ೣ

௫
ିଵ

ିஶ  ݔ݀
:الحل  

ݔیصبح التكامل  = :أفرض أن ݕ−  



50 
 

 

− න
݁ି௬

ݕ

ஶ

ଵ
ݕ݀ = lim

௬→ஶ
)ଶݕ

݁ି௬

ݕ
) 

 
lim

௬→ஶ
௬ି݁ݕ = 0 

(p = 2      A = 0) 
.التكامل متقارب   

VII. ∫ ௫యା௫మ

௫లାଵ
ஶݔ݀

ିஶ  
:الحل  

:على الصورة یمكن كتابة التكامل المعطى   
 

න
ଷݔ + ଶݔ

ݔ + 1
ݔ݀



ିஶ
+ න

ଷݔ + ଶݔ

ݔ + 1
ݔ݀

ஶ


 

 
:في التكامل الأول لیصبح  ݔ = :أفرض أن ݕ−  

 

− න
ଷݕ − ଶݕ

ݔ + 1

ஶ


 

 
: بما أن   

lim
௬→ஶ

ଶݕ ቆ
ଷݕ − ଶݕ

ݔ + 1 ቇ = 1 

.متقارب طىإذن التكامل المع  
  

  : )4ـ4(لتقارب للتكاملات المعتلة من الصنف الثانيإختبارات ا
Improper Integral of Second Kind 

  
,ܽ]دالة قابلة للتكامل على أي فترة جزئیة   ݂:لنفرض أن  ܾ − من الفترة  [߳

[ܽ, ϵحیث  ]ܾ > ݔدالة لھا خط تقارب عمودي عند  ݂وأن  0 = ܾ .  
∫ون التكامل النظریات التالیة توضح الشروط اللازمة لكي یك  ݔ݀(ݔ)݂

  متقارب
.  
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  ):9ـ4(نظریة
  

(ݔ)݂:لنفرض أن  ≥ ݔلكل  0 ∈ [ܽ,   :حیث ܯ؛ إذا كان ھنالك عدد موجب  ]ܾ
  

න ݔ݀(ݔ)݂ ≤ ܯ
ିఢ


 

ϵ > 0 ،ϵ ∈ [0, ܾ − ܽ] 
∫عندئذٍ یكون  ିఢݔ݀(ݔ)݂

  متقارباً ویكون: 

න ݔ݀(ݔ)݂ = ܾݑ݈ ቊන :ݔ݀(ݔ)݂ ߳ ∈ [0, ܾ − ܽ]
ିఢ



�



 

 :البرھان
  :لنفرض أن 

݂(߳) = න ݔ݀(ݔ)݂
ିఢ


 

ଵ߳:إذا كان  ≥ ߳ଶ  فإن :݂(߳ଵ) ≤ ݂(߳ଶ)  وھذا یوضح أن الدالة تنناقصیة على
[ܽ,  :وبالتالى یكون لھذه الدالة نھایة محدودة لأنھا محدودة من أعلى  ]ܾ

lim
ఢ→

݂(߳) = ܾݑ݈ ቊන ;ݔ݀(ݔ)݂ ߳ ∈ [0, ܾ − ܽ]
ିఢ



� 

  
 ):11(مثال

  
∫ادرس تقارب  ௗ௫

(ଵି௫)
భ
మ

ଵ
  

  :الحل
(ݔ)݂الدالة  = ଵ

(ଵି௫)
భ
మ

ݔوأن  ]0,1]دالة موجبة على   = خط تقارب عمودي  1

  .لھذه الدالة 

න
ݔ݀

(1 − (ݔ
భ
మ

ଵିఢ


= −2√1 − |ݔ

1 − ߳
0

= −2√߳ + 2 

  .ارب إذن التكامل متق
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  ):10ـ4(نظریة
  

0:إذا كان ≤ (ݔ)݂ ≤ ݔوكان  (ݔ)݃ = , ݂خط تقارب عمودي للدالتین ܾ ݃ 
  :فإنھ

 تقارب∫ ݔ݀(ݔ)݃
یؤدي إلى تقارب∫ ݔ݀(ݔ)݂

.  
  تباعد∫ ݔ݀(ݔ)݂

  یؤدي إلى تباعد∫ ݔ݀(ݔ)݃
. 

  
  

 ):11ـ4(نظریة
  

(ݔ)݂:إذا كانت  ≥ (ݔ)݃وكذلك  0 ≥ ,ܽ]على  0 ویكون للدالتین كل على  [ܾ
ݔحدة خط تقارب عمودي عند  =   :إذا كان . ܾ

lim
௫→

(ݔ)݂
(ݔ)݃ =  ܭ

∫:فإن  ݔ݀(ݔ)݃
 و∫ ݔ݀(ݔ)݂

 ًمتقاربان معاً أو متباعدان معا.  
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  :محتویات الفصل الخامس
  

  الفصل الخامس
  )عتلبعض تطبیقات التكامل الم(

  41  دالة جاما
  42  خصائص دالة جاما

  42  ـ الصیغة الإختزالیة الأولى              
  43  ـ الصیغة الإختزالیة الثانیة               

  48  دالة بیتا 
  48  خصائص دالة بیتا

  50  العلاقة بین دالة جاما ودالة بیتا
  53  یررتكاملات فو

  53  تقارب تكاملات فوریر
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  بعض تطبیقات التكامل المعتل
  

  :)2ـ5(دالة جاما
Gamma function  

  :تعریف
∫تعرف دالة جاما على أنھا التكامل المعتل على الصورة  ஶݐ௫ିଵ݁ି௧݀ݐ

  ویرمز
  :لھا بالرمز

ቜ(ݔ) = න        ݐ௫ିଵ݁ି௧݀ݐ
ஶ


; ݔ > 0� 

  من النوع الثاني تكامل أویلر -أیضاً-المعتل یسمى ھذا التكامل 
Euler Integral of the second kind.  

  :)3ـ5(خصائص دالة جاما
  

0ربیة لكل ادالة جاما ھي دالة تق .1 < ݔ < ݔوتباعدیة لكل  ∞ ≤ 0  
  :أي یشرط وجود النھایة 

lim
ோ→ஶ

න ݐ݀ ௫ିଵ݁ି௧ݐ
ோ


 

  .أیضاً تقاربیة  �ݔ⌉ویكون التكامل تقاربي إذا كانت 
  :لة جاما صیغتین اختزالیتین تفیدان حساب قیم الدالة یوجد للدا .2

ݔ والثانیةالأولى في حالة  < ݔفي حالة 0 > 0 .  
  :)1ـ3ـ5(الصیغة الاختزالیة الأولى لدالة جاما

First Recurrence Formula: 
ݔالصیغة الاختزالیة الأولى لدالة جاما عند  >   :وتعطى الصیغة الریاضیة 0

ݔ)⌉ + 1) = ݔ؛ (��ݔ)⌉ݔ > 0 
  :البرھان

ݔبوضع  +   :نحصل على) التعریف(في دالة جاما ݔبدلاً من  1
  

ቜ(ݔ) = න        ݐ௫ିଵ݁ି௧݀ݐ
ஶ


; ݔ > 0� 

  :تصبح

ቜ(ݔ + 1) = න
= ݐ௫݁ି௧݀ݐ lim

ோ→ஶ
௫ݐ ݁ି௧݀ݐஶ



� 

  :وبإجراء التكامل بالتجزئة 
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ቜ(ݔ + 1) = lim
ோ→ஶ

ቊ−ݐ௫(݁ି௧)|
ܴ
0

− න −݁ି௧ݐݔ௫ିଵ݀ݐ
ோ


ቋ� 

= lim
ோ→ஶ

{−ܴ௫ + 0} = 0 

∴ ቜ(ݔ + 1) = ݔ ቊන ݐ௫ିଵ݁ି௧݀ݐ
ஶ


ቋ� =  �(ݔ)⌉ݔ

عدداً  ݔمن أھم صفات دالة جاما سھولة حساب قیمتھا في حالة ما كان .3
 "دالة المضروب " صحیحاً موجباً ولذلك فھي تسمى 

(Factorial Function).  
  :)2ـ3ـ5(یغة الاختزالیة الثانیة لدالة جاماالص

Second Recurrence Formula: 
Γ(n + 1) = n! 

  :البرھان
فإننا  ݔبدلا من݊إذا وضعنا في الصیغة الریاضیة الأولى أي عدد صحیح موجب 

 : نحصل على
Γ(n + 1) = nΓ(n) = n(n − 1)Γ(n − 1) = ⋯ = n! Γ(1) 

  
  :ولكن

Γ(1) = න ݁ି௧݀ݐ = 1
ஶ


 

Γ(n + 1) = n! 
ݔلإختزالیة الثانیة لدالة جاما في حالة الصیغة ا .4 < لیس عدداً ݔوبشرط أن 0

ݔ: صحیحاً أي وبشرط أن  ≠ −1, −2, −3, …  
 :ھي

Γ(ݔ) =
1
ݔ

Γ(ݔ + 1), ݔ∀ < 0; ݔ ≠ −1, −2, −3, 

  :سؤال
  كیف نحصل على صیغة جاما الإختزالیة الأخیرة ؟ 

كامل المعتل دالة جاما تعرف على أنھا التالإجابة على ھذا السؤال بسیطة ، بما أن 
ݔ وحیث أن ھذا التكامل تباعدي إذا كان ≤ فلا یمكن تعریف دالة جاما في ھذه :  0

  .الحالة 
ݔ ولكن ھل یمكن إیجاد تعریف لدالة جاما في حالة <   و لیس عدداً صحیحاً سالباً؟ 0

  :للإجابة علي ھذا السؤال نبدأ كما یلي
ݔ في حالة  > ݔ)Γ:فإن  0 + 1) =   .(ݔ)Γݔ

ݔأن ھذه الصیغة یجب أن تعكس في ھذه حالة  یمكن القول ∴ < لتصبح على  0
  شكل الصیغة الإختزالیة
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Γ(ݔ) = ଵ
௫

Γ(ݔ + بھذه الطریقة نجد أنھ یمكننا حساب دالة جاما في حالة ما .  (1
  .لیس عدداً صحیحاً سالباً ، ولكنھ أقل من الصفر ݔإذا كان 

  : (ݔ)Γدالة للحصول على رسم منحنى دالة جاما ، أولاً نفاضل ال .5
Γᇱ(ݔ) = ∫ ௫ିଵ(lnݐ ݐ݀ ௧ି݁(ݐ →ஶ

  المشتقة الأولى          
Γᇱᇱ(ݔ) = ∫ ௫ିଵஶݐ

 (ln ଶ(ݐ ݁ି௧݀ݐ  المشتقة الثانیة       →
  أیضاً یمكن الحصول على الخطوط التقاربیة المختلفة عن طریق حساب النھایات 

lim
௫→

Γ( (ݔ = lim
௫→

න ݐ௫ିଵ݁ି௧݀ݐ → ∞ ,
ஶ


 

lim
௫→ஶ

Γ( (ݔ = lim
௫→ஶ

න ݐ௫ିଵ݁ି௧݀ݐ → ∞
ஶ


 

∵  Γ(1) = න ݁ି௧݀ݐ = 1; Γ(2) = න ݐ௧݀ି݁ݐ = 1
ஶ



ஶ


 

(°ݔ)Γᇱ:بحیث °ݔحسب نظریة رول یوجد على الأقل العدد = 0  
  :وبما أن

ቊ Γᇱ(ݔ) < ݔ∀ ؛ 0 < °ݔ

Γᇱᇱ(ݔ) > ݔ∀ ؛ 0 > °ݔ

� 

,0)یحتوى على قیمة واحدة صغرى محلیة في الفترةفإن منحنى دالة جاما  توجد  (∞
°ݔعند النقطة  ≈ 1.461.  

    
  :)1(مثال

  

Γأحسب  ቆ1
2ൗ ቇ 

  :الحل
ݔبوضع = 1

2ൗ في التعریف: 

Γ ቆ1
2ൗ ቇ = න ଵିݐ

ଶൗ ݁ି௧݀ݐ
ஶ


 

ݐ:نفرض أن =   :نحصل على  ଶݕ
ݐ݀ =  ݕ݀ݕ2

Γ ቆ1
2ൗ ቇ = 2 න ଵି(ଶݕ)

ଶൗ
ஶ


݁ି௬మݕ݀ݕ 

Γ ቆ1
2ൗ ቇ = 2 න ݁ି௬మ݀ݕ

ஶ
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  :فتصبح  ݖیمكن إستبدالھ بالمتغیر " مستقل" ھو متغیر حر  ݕلأن متغیر التكامل 

Γ ቆ1
2ൗ ቇ = 2 න ݁ି௭మ݀ݖ

ஶ


 

  :نجد أن وبالتالي

Γ ቆ1
2ൗ ቇ × Γ ቆ1

2ൗ ቇ = 2 න ݁ି௬మ݀ݕ
ஶ


× 2 න ݁ି௭మ݀ݖ

ஶ


 

4 න න ݁ି(௬మା௭మ) ݀ݖ݀ ݕ
ஶ



ஶ


 

  :وبإستخدام الإحداثیات القطبیة
ݕ = ݎ cos , ߠ ݖ = ݎ sin , ߠ ݖ݀ݕ݀  =   ߠ݀ ݎ݀ ݎ

  :نحصل على 

(Γ ቆ1
2ൗ ቇ )ଶ = 4 න න ݁ିమ ߠ݀ ݎ݀ ݎ 

ஶ



ഏ
మ


 

= 4 න ቈ lim
ோ→ஶ

න ݁ିమ ݎ݀ ݎ
ோ


 ߠ݀

ഏ
మ


 

 

= 4 න  lim
ோ→ஶ

−
1
2

݁ିమ|
ܴ
0

൨ ߠ݀
ഏ
మ


 

 

= 4 න  lim
ோ→ஶ

൬−
1
2

݁ିோమ +
1
2

൰൨
ഏ
మ


 ߠ݀

= 4 න
1
2

ߠ݀ = 2 න ߠ݀ = ߨ
ഏ
మ



ഏ
మ


 

(Γ ቆ1
2ൗ ቇ )ଶ = ; ߨ Γ ቆ1

2ൗ ቇ =  ߨ√
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  :)2(مثال
  

  : أحسب كل من
I. ()

ଶ(ଷ)
 

  :الحل
  

Γ(6)
2Γ(3)

=
Γ(5 + 1)

2Γ(2 + 1)
=

5!
2.2!

=
5.4.3.2.1

2.2.1
= 30 

 

II. (ହ
ଶൗ )

(ଵ
ଶൗ )

 

:الحل  
 

Γ(5
2ൗ )

Γ(1
2ൗ )

=
Γ(3

2ൗ + 1)

Γ(1
2ൗ )

=

3
2ൗ Γ(3

2ൗ )

Γ(1
2ൗ )

=

3
2ൗ Γ(1

2ൗ + 1)

Γ(1
2ൗ )

=

3
2ൗ . 1

2ൗ Γ(1
2ൗ )

Γ(1
2ൗ )

=
3
4

 

  
  :)3(مثال

  
  :قیمة التكاملات الاتیة سبأح

i. ∫ ஶݐଷ݁ି௧݀ݐ
  

  
 :الحل

ݔ − 1 = 3 ⇒ ݔ = 4 
Γ(4) = Γ(3 + 1) = 3! = 3.2.1 = 6 

න ݐ݁ିଶ௧݀ݐ
ஶ


 ⇒ 

Let:  
ݐ =

ݕ
2

 ⇒ ݐ2 =  ݕ
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න ݐ݁ିଶ௧݀ݐ
ஶ


 ⇒ න

݁ି௬ݕ

2

ஶ


ݕ݀ = 

1
2 න ݕ݀ ݁ି௬ݕ

ஶ


 

⇒ ݔ − 1 = 6 ⇒ ݔ = 7 ⇒ Γ(7) 
Γ(7)

2 =
Γ(6 + 1)

2 =
6!
2 =

45
8

 
 

ii. ∫ ඥି݁ݕ௬య݀ݕஶ
  

 :الحل
Let: 
ݔ = ;     ଷݕ ݕ           = ଵݔ

ଷൗ  

න ටݔଵ
ଷൗ ݁ି௫.

1
3

ଶିݔ
ଷൗ ݔ݀

ஶ


 

1
3

න ଵିݔ
ଶൗ ݁ି௫݀ݔ =

1
3

ஶ


Γ ቆ1

2ൗ ቇ =
ߨ√
3
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  :)4ـ5(دالة بیتا

Beta Function  
  

  :تعریف
  

  :تعرف دالة بیتا على أنھا التكامل المعتل على الصورة 

න ିଵ(1ݐ − ;     ݐିଵ݀(ݐ            > 0, ݍ > 0
ଵ


 

,) ویرمز لھا بالرمز ویسمى التكامل المعتل أیضاً بتكامل أویلر من النوع  (ݍ
  .الأول

Euler Integral of the first kind. 
 :)5ـ5(خصائص دالة بیتا

  
  .دالة بیتا دالة تقاربیة  )1
  ”Symmetric Function“دالة بیتا متماثلة  )2

,بالنسبة إلى    ݍ
  :أن أي

,)  (ݍ = ,ݍ)   (
  :البرھان

Let: ݔ = 1 − ݐ ⇒ 1 − ݔ = , ݐ ݐ݀ =  ݔ݀−
  :في دالة بیتا نحصل على 

  

,)  (ݍ = − න ିଵ(1ݔ − ݔିଵ݀(ݔ


ଵ
 

= න ିଵ(1ݔ − ݔିଵ݀(ݔ
ଵ


 

= ,ݍ)   (
  

  :یمكن تعریف دالة بیتا من خلال الدوال المثلثیة في الشكل )3

,)  (ݍ = 2 න sinଶିଵ(߮) cosଶିଵ(߮) ݀߮
ഏ
మ


 

  :البرھان
ݐ:نستخدم التعویض = sinଶ(߮) فنجد أن:  
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ݐ݀ = 2 sin(߮) cos(߮)݀߮        , ߮ = 0 →
ߨ
2

 
  :وتتحول دالة بیتا المعطاه إلى

,)  (ݍ = 

න [sinଶ(߮)]ିଵ(1 − sinଶ(߮))ିଵ × 2 sin(߮) cos(߮)݀߮
ഏ
మ


 

= න [sinଶ(߮)]ିଵ[cosଶ(߮)]ିଵ(
ഏ
మ


2 sin(߮) cos(߮)݀߮) 

 

= 2 න sinଶିଵ(߮) cosଶିଵ(߮) ݀߮
ഏ
మ


 

  :یمكن كتابة دالة بیتا على الصورة  )4
  

,)  (ݍ = න
ିଵݕ

(1 + ା(ݕ ݕ݀
ஶ


 

  :البرھان
  :نستخدم التعویض

ݐ =
ݕ

1 + ݕ
ݐ݀      ,       =

ݕ݀
(1 + ଶ(ݕ        , :ݕ 0 → ∞ 

 :في دالة بیتا فتتحول إلى
  

,)  (ݍ = න ൬
ݕ

1 + ݕ
൰

ିଵ
൬1 −

ݕ
1 + ݕ

൰
ିଵ ݕ݀

(1 + ଶ(ݕ

ஶ


 

= න
ିଵݕ

(1 + ା(ݕ ݕ݀
ஶ
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  )6ـ5(العلاقة بین دالة بیتا ودالة جاما
  

  :یمكن وضع العلاقة بینھما في الصورة الاتیة

,)  (ݍ =
Γ()Γ(q)
Γ(p + q)

       , , ݍ > 0 

  :البرھان
ݐبوضع =  :على ، نحصل  Γ(p) في دالة جاما ଶݕ

  

Γ(p) = න ଶିଶ݁ି௬మݕ . ݕ݀ݕ2 = 2 න ݕଶିଵ݁ି௬మ݀ݕ
ஶ



ஶ


 

  :بالمثل یمكن اعتبار أن 

Γ(ݍ) = 2 න ݖଶିଵ݁ି௭మ݀ݖ
ஶ


 

∴ Γ(p)Γ(q) = 4 න න ݖ݀ݕ݀ଶିଵ݁ି(௬మା௭మ)ݖଶିଵݕ
ஶ



ஶ


 

  :وبإستخدام الإححداثیات القطبیة
ݕ = ߛ cos ߮      , ݖ = ߛ sin ߮         , ݖ݀ݕ݀ =    ߮݀ߛ݀ߛ

 
  :نحصل على

Γ(p)Γ(q) = 4 න න ߛ) cos ߮)ଶିଵ ߛ) sin ߮)ଶିଵ ݁ିఊమ߮݀ߛ݀ߛ
ஶ



ഏ
మ


 

= 4 න න ଶାଶିଶାଵ݁ିఊమߛ cosଶିଵ(߮) sinଶିଵ(߮)݀߮݀ߛ
ஶ



ഏ
మ


 

 

4 න cosଶିଵ(߮) sinଶିଵ(߮)݀߮
ഏ
మ


൩ ቈන ߛଶ(ା)ିଵ݁ିఊమ݀ߛ

ஶ


 

ݐبإستخدام التعویضات  = ,       ଶߛ ݐ݀ = نحصل على التكامل الأخیر في  ߛ݀ߛ2
 :الصورة

න ଶ(ା)ିଵ݁ିమ݀ =
1
2

ஶ


න ଵି(ା)ݐ

ஶ


݁ି௧݀ݐ =

1
2

)⌉ +  �(ݍ

  :أیضاً بما أن 

න cosଶିଵ(߮) sinଶିଵ(߮)݀߮
ഏ
మ


=

1
2

,)ܤ  (ݍ
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  :فإن

�()⌉ (ݍ) = 4 ∗
1
2

� ,)ܤ (ݍ ∗
1
2

)⌉ +  �(ݍ
(ݍ)⌉�()⌉ ,)ܤ �= )⌉(ݍ +  �(ݍ

  :وھكذا نجد أن

,)ܤ (ݍ =
�(ݍ)⌉�()⌉

)⌉ +  �(ݍ

 
  :)4(مثال

  
  : یةأحسب التكاملات الات

1. ∫ ସଵݔ
 (1 −  ݔଷ݀(ݔ

  :الحل
 − 1 = 4 →  = 5 
ݍ − 1 = 3 → ݍ = 4 

  :إذن فإن

න ସݔ
ଵ


(1 − ݔଷ݀(ݔ = (5,4)ܤ =

⌈(5)⌈(4)��

⌈(5 + 4)� =
4! 3!

8!
=

1
280

 

  
2. ∫ గ݊݅ݏ

ଶൗ
  ߠ݀(ߠ)

  :الحل
  :یمكن مقارنتھ مع دالة بیتا في الصیغة المثلثیة

ݍ2 − 1 = 0 → ݍ =
1
2

 ; 2 − 1 = 6 ;  =
7
2

 
  :وبالتالي فإن

න ݊݅ݏ
గ

ଶൗ


ߠ݀(ߠ) =

1
2

ܤ ൬
7
2

,
1
2

൰ =
ቒ(

ଶ
�) ቒ(ଵ

ଶ
)�

2 ቒ(
ଶ

+ ଵ
ଶ
)�

=
ߨ5
32

 

3. ∫ ௫మ

√ଶି௫
ଶݔ݀
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  :الحل

  
 

න
ଶݔ

√2 − ݔ
ݔ݀

ଶ



= 4√2 න
ଶݐ

√1 − ݐ
ݐ݀

ଵ



= 4√2 න ଶ(1ݐ − ଵି(ݐ
ଶൗ ݐ݀ = 4√2

ଵ


ܤ  ൬3,

1
2

൰

= 4
⌈(3)� ቒ(ଵ

ଶ
)�

ቒ(3 + ଵ
ଶ
�)

= 64
√2
15
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  )7ـ5(تكاملات فوریر

Fourier Integral  
  :تعریف

  
 :التكامل المعطى ادناهیعرف تكامل فوریر على أنھ 

∫ (ߣ)ܣ cos(ݔߣ) + (ߣ)ܤ sin(ݔߣ)݀ߣ ; ݔ ∈ (−∞, ∞)ஶ
   

   
,݈−]المتقطعة الإتصال على كل فترة  (ݔ)݂الة یسمى تكامل فوریر للد وھذا  [݈

,∞−)على طول خط الأعداد  (ݔ)݂التكامل یعتبر تمثیلاً للدالة  ویساویھا عند  (∞
  . (ݔ)݂كل نقطة إتصال للدالة 

  :بحیث یكون 

න (ߣ)ܣ cos(ݔߣ) + (ߣ)ܤ sin(ݔߣ)݀ߣ 
ஶ


 

  : )8ـ5(تقارب تكاملات فوریر
  :)1ـ5(نظریة

,݈−]المتصلة على فترات (ݔ)݂نعتبر الدالة   وإن المشتقات الأولى الیمنى [݈
∫والیسرى لھا وجود عند كل نقطة في نطاقھا ، ونفترض أن التكامل ஶݐ݀|(ݐ)݂|

ିஶ 
 :یعطي قیمة جبریة محدودة ولنفرض ایضا أن كل من

(ߣ)ܣ =
1
ߨ

න (ݐ)݂ cos(ݐߣ)݀ݐ
ஶ

ିஶ
 

(ߣ)ܤ =
1
ߨ

න (ݐ)݂ sin(ݐߣ) ݐ݀
ஶ

ିஶ
 

نفسھا وذلك أینما كانت الدالة  (ݔ)݂عندئذ فإن تكامل فوریر یتقارب إلى الدالة 
  :متصلة ، ویتقارب إلى القیمة  (ݔ)݂

1
2 ቈ lim

௫→௫°
శ

(ݔ)݂ + lim
௫→௫°

ష  (ݔ)݂

  .والیسرى عندھا ى الیمنىبشرط وجود المشتقات الأول°ݔعند كل نقطة عدم إتصال
  
  

  :ملاحظة 
د ووجفوریر ، حیث عدم لاحظ إختلاف تقارب تكامل فوریر عن تقارب متسلسلة 

تقارب لتكامل فوریر عند نقط النھایات یسبب كون الدالة معرفة على طول خط 
,∞−)الأعداد ∞).  
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  :)5(مثال

  
  :أوجد تكامل فوریر وأدرس تقاربھ للدالة 

(ݔ)݂ = ൜ ݁௫    , ݔ ≤ 0
݁ି௫    , ݔ > 0

� 
  :الحل

  بما أن الدالة المعطاه تحقق شروط النظریة السابقة بالإضافة إلى أن 

න ݐ݀|(ݐ)݂|
ஶ

ିஶ
= න ݁௫݀ݔ



ିஶ
+ න ݁ି௫݀ݔ = 2

ஶ


 

ߣإذاً نجد أن لكل  ≥  :أن 0

(ߣ)ܣ =
1
ߨ ቈන ݁௧ cos(ݐߣ) ݐ݀



ିஶ
+ න ݁ି௧ cos(ݐߣ) ݐ݀

ஶ


 

=
2
ߨ


1

1 +  ଶ൨ߣ
  

(ߣ)ܤ =
1
ߨ ቈන ݁௧ sin(ݐߣ) ݐ݀



ିஶ
+ න ݁ି௧ sin(ݐߣ) ݐ݀

ஶ


 = 0 

,(ߣ)ܣبتعویض كل من   :في تكامل فوریر نحصل على (ߣ)ܤ

(ݔ)݂ =
2
ߨ

න
cos(ݔߣ)
1 + ଶߣ

ஶ


, ߣ݀ ݔ∀ ∈ (−∞, ∞) 

  
  :)6(مثال

  
  أوجد تكامل فوریر للدالة 

(ݔ)݂ = ൜1       , |ݔ| < 1
0       , |ݔ| > 1

� 

  :الحل 
  :بما أن الدالة المعطاه تحقق شروط النظریة السابقة بالإضافة إلى أن

න ݔ݀|(ݔ)݂| = න 0 . ݔ݀
ିଵ

ିஶ
+ න 0 . ݔ݀ = 2

ஶ

ିଵ

ஶ

ିஶ
 

ߣلكل  ≥  :نجد أن0
  

(ߣ)ܣ =
1
ߨ

න (ݐ)݂ cos(ݐߣ)݀ݐ
ஶ

ିஶ
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(ߣ)ܤ =
1
ߨ

න (ݐ)݂ sin(ݐߣ) ݐ݀
ஶ

ିஶ
 

=
1
ߨ

න sin(ݐߣ)݀ݐ
ଵ

ିଵ
= 0 

,(ߣ)ܣبتعویض كل من  :في تكامل فوریر نحصل على (ߣ)ܤ
2
ߨ

න
1
ߣ

sin(ߣ) cos(ݔߣ) ߣ݀
ஶ


 

نقط عدم الإتصال فنجد أن  (ݔ)݂ولدراسة تقارب تكامل فوریر إلى الدالة المعطاه 
ݔھي  = ±1 .  
ݔعند =   :یتقارب تكامل فوریر إلى القیمة  1

1
2

ቂ lim
௫→ଵశ

(ݔ)݂ + lim
௫→ଵష

ቃ(ݔ)݂ =
1
2

[0 + 1] =
1
2

 
ݔعند =  :یتقارب تكامل فوریر إلى القیمة  1−

1
2

ቂ lim
௫→ିଵశ

(ݔ)݂ + lim
௫→ିଵష

ቃ(ݔ)݂ =
1
2

[1 + 0] =
1
2

 

  :حیث ߗما أن الدالة متصلة على الفترة  وب
ߗ = (−∞, −1) ∪ (−1,1) ∪ (1, ∞) 

نفسھا عند كل نقطة تنتمي إلى   (ݔ)݂ولذلك فإن تكامل فوریر یتقارب إلى الدالة 
  :أي أن  ߗالفترة 

2
ߨ

න
1
ߣ

sin(ߣ) cos(ݔߣ) ߣ݀
ஶ


= ൞

1   , |ݔ| < 1
0  , |ݔ| > 1
1
2

  , ݔ = ±1
� 

∫:إذن ଵ
ఒ

sin(ߣ) cos(ݔߣ) ஶߣ݀
 = ൞

గ
ଶ

   , |ݔ| < 1
0  , |ݔ| > 1
గ
ସ

  , ݔ = ±1

�  
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  ملخص البحث
 

ة بصفة خاصة تحدثنا في ھذا البحث عن التكامل بصفة عامة وعن التكاملات المعتل
لتكامل موجود وأحیاناً  یصعب إیجاد قیمة التكامل بالتحدید لذلك نكتفي بمعرفة ھل ا

فتناولنا في  ا لمفاھیم عدة من خلال البحث ــذا السؤال تطرقنـھ أم لا؟ وللإجابة على
  .ن التكامل وتعریفھع الفصل  الأول مقدمة

صیغة العامـة لإیجاد التكامـل وال ان التكاملات وطرق إیجادھــم بعض قوانیـومن ث
عویض  ـل بالتـل مثل التكامــاد التكامـوطرق إیج وبعض الصیغ القیاســیة الأخـرى

  .                                            وتكامل الدوال  المثلثیة والتكامل بالتجزئھ
تــل وسبب عـلتھ ذا الفصل  لمفھوم التكامـل المعھـلال تناولنا لـا من خـك تطرقنـكذل

إذا كانت الدالة غیر مستمرة في الفترة أو إذا كانت غیر  فالتكامل یسمى تكاملاً معتلاً
عتل ـامل المـل أو كلیھما ومن ثُم تناولنا حالات  التكـدود التكامـد حـد أحـدودة عنـمح

  :مبسطة من خلال الفصل الثاني وھيبصورة  
1.  ܽ = ܾو∞− = تكامل لمقدار واحد أو كلیھما أو كلیھما أي أن نھایة ال ∞

  .ھو مالانھایة
 غیر محدودة عند نقطة أو أكثر من نقاط  الفترة(ݔ)݂ .2

ܽ ≤ ݔ ≤   .ومثل ھذه النقطة تسمى  نقطة منفردة أو  منعزلة أو نقطة شاذة ܾ
,ܽ]على الفترة  ܾأو ܽغیر مستمرة عند (ݔ)݂إذا كانت .3 ܾ]. 

ص التي معتلة  من الصنف الأول والخواوھنا كان منطلق الحدیث حول  التكاملات ال
 :تندرج تحتھا وھي تنقسم إلى

i.  الدالھf    معرفھ على الفتره(−∞, وقابلة للتكامل في الفتره المحدودة  (ܾ
,ܽ]والمغلقة  ܾ] . 

∫في ھذه الحالة یكون لدینا التكامل المعتل   ݔ݀(ݔ)݂
ିஶ.  

ii.  إذا كانت الدالةf  محدودة ومغلقة  قابلة للتكامل على أي فترة[a,-a]   لتوسیع
دراسة التكامل ط الأعداد الحقیقیة نحتاج إلى نطاق التكامل حتى یشمل خ

∫ ஶ ݔ݀(ݔ)݂
ିஶ 

iii. قابلة للتكامل على أي فترة محدودة ومغلقة(ݔ)݂إذا كانت الدالة[−ܽ, ܽ]  
 :إلي دراسة  الحالة  الثانیة  من حالات التكامل وھي تنقسم  وبعد ذلك إنتقلنا إلى

i.  ݔلھا خط تقارب عمودي عند  ݂الدالة = ,ܽ[وفترة التكامل ھي ܽ ܾ] 
ܽ]وتكون الدالة قابلة للتكامل على أي فترة جزئیة على شكل  + ߳, من  [ܾ

,ܽ[الفترة  ܾ] . 
ii.  ݔلھا خط تقاربي عمودي عند  ݂الدالة = ,ܽ]وفترة التكامل ھي  ܾ ܾ[ 

,ܽ]ترة جزئیة مغلقة قابلة للتكامل على أي ف ݂وتكون الدالة  ܾ − للفترة  [߳
[ܽ, ܾ[ . 
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د أما الفصل الثالث من ھذا البحث فكان محور الحدیث عن إختبارات  تقارب وتباع
حد كبیر إختبارات تقارب وتباعد المتسلسلات ،  التكاملات المعتلة وھي تشبة إلى

 :وھذه الإختبارات ھي 
 :إختبار المقارنة .1

0لیكن لدینا  ≤ (ݔ)݂ ≤ ݔلكل  (ݔ)݃ ≥   :فإن ܽ
iii.  إذا كان∫ ஶݔ݀(ݔ)݃

  متقارب فإن∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
 ًیكون متقارب أیضا . 

iv.  إذا كان∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
  متباعداً فإن∫ ஶݔ݀(ݔ)݃

 ًیكون متباعداً أیضا.  
 :إختبار القسمة .2

قة الفترة المغل جبتان وقابلتان للتكامل علىدالتان مو (ݔ)݃و  (ݔ)݂لنفرض أن 
,ܽ]والمحدودة  lim௫→ஶوكانت  [ܾ

(௫)
(௫)

≠ ∫عندئِذ یكون  0 ஶݔ݀(ݔ)݂
 

∫و ஶݔ݀(ݔ)݃
 ًمتقاربان معاً أو متباعدان معا. 

 :إختبار المتسلسلة .3
,ܽ]دالة متصلة وتناقصیة وموجبة على  ݂إذا كانت  فإن المتسلسلة  (∞

∑ ݂(݊)ஶ
ୀଵ  والتكامل∫ ஶݔ݀(ݔ)݂

  ًمتقاربان معاً او متباعدان معا.  
متبوعة  ءكل أنواع التكاملات المعتلة على حد سوا وتنطبق ھذه  الإحتبارات على

 .وتباعد ھذه التكاملات  ة والنظریات الھامة التي توضح مدى تقاربببعض الأمثل
المطلق  من دراسة  التقارب كان لابد لنا،التكاملات المعتلة عن ونحن بصدد الحدیث 

  :حیث  والتقارب  الشرطي
∫ ஶݔ݀(ݔ)݂

  تسمى تقاربیة مطلقة إذا كانت∫ ஶݔ݀|(ݔ)݂|
  تتقارب لكن

∫ ஶݔ݀(ݔ)݂
 إذا كانت  ،تتباعد∫ ஶݔ݀|(ݔ)݂|

  ًتتباعد تسمى تقارباً شرطیا.  
لة متمثلة في   الفصل الرابع فكان لنا  لابد من دراسة  تطبیقات التكاملات المعت في أما

  :بعض الدوال الخاصة مثل
  ـ دالة جاما

  ـ  دالة  بیتا 
  ـ   دالة بیسل

وبعض  التحویلات التي لھا أھمیتھا في دراسة التفاضل وحل المعادلات التفاضلیة 
مثل تحویلات لابلاس ، وكذلك بعض المتسلسلات الخاصة والتي لھا  تكاملاتھا 

  .   في الحیاة العملیة مثل متسلسلة فوریر وتقاربھا وتباعدھا ولھا  تطبیقاتھا
وإخترنا  من  ھذه التطبیقات على سبیل  المثال  لا الحصر بعض  من ھذه التطبیقات 

  :أولھا دالة  جاما وھي
∫تعرف دالة جاما على أنھا التكامل المعتل على الصورة  ஶݐ௫ିଵ݁ି௧݀ݐ

  ویرمز
  :لھا بالرمز

ቜ(ݔ) = න        ݐ௫ିଵ݁ି௧݀ݐ
ஶ


; ݔ > 0� 
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یغ تكامل أویلر من النوع الثاني، ولھا عدة  ص-أیضاً-ھذا التكامل المعتل یسمى 
  .من خلالھا وتعرضنا أیضاً لبعض خواصھا إختزالیة یمكن كتابتھا

 :ودالة بیتا وھي
  :تعرف دالة بیتا على أنھا التكامل المعتل على الصورة 

න ݐ
ଵ


,) ویرمز لھا بالرمز ویسمى التكامل المعتل أیضاً بتكامل أویلر من النوع  (ݍ

الأول، ومن ثم دراسة خواص دالة بیتا ، وكذلك العلاقة بین دالة  جاما وبیتا و التي 
  :یمكن وضعھا في الصورة الاتیة

,)  (ݍ =
Γ()Γ(q)
Γ(p + q)

       , , ݍ > 0 

  :وختاماً  درسنا تكامل متسلسلة فوریر وھو
 :التكامل المعطى ادناه

∫ (ߣ)ܣ cos(ݔߣ) + (ߣ)ܤ sin(ݔߣ)݀ߣ ; ݔ ∈ (−∞, ∞)ஶ
   

   
,݈−]المتقطعة الإتصال على كل فترة  (ݔ)݂یسمى تكامل فوریر للدالة  وھذا  [݈
,∞−)على طول خط الأعداد  (ݔ)݂التكامل یعتبر تمثیلاً للدالة  ویساویھا عند  (∞

 (ݔ)݂كل نقطة إتصال للدالة 
  :بحیث یكون 

  

න (ߣ)ܣ cos(ݔߣ) + (ߣ)ܤ sin(ݔߣ)݀ߣ 
ஶ


 

  :حیث

(ߣ)ܣ =
1
ߨ

න (ݐ)݂ cos(ݐߣ)݀ݐ
ஶ

ିஶ
 

(ߣ)ܤ =
1
ߨ

න (ݐ)݂ sin(ݐߣ) ݐ݀
ஶ

ିஶ
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