
  بسم الله الرحمن الرحیم 

      اـودان للعلوم والتكنولوجیـامعة الســـج

  لوم ـعـیة الـكل
 قسم الریاضیات 

  

 

 

 بحث تكمیلي لنیل درجة البكالریوس
  

  :بعنوان 

  جسـلتـستتـكــامــل 
  

 

 داد الطالبات ــإع

  نمارق صفوت نور الدائم محمد نور

   إشراف الدكتورة      جمال الدین محمد                                          میساء

 سلوي محمد الامین                                                   آیات عوض عبدالله                 

  

  

  

 م 2014

  



 
  ــةالآیـــ

  :قال تعالى 

) ُّ ي َ ح ْ َ ال و َّ ھُ ِلا َ إ َھ ل ِ َ إ ُ لا ّ ا فيِ الله َ َّھُ م ٌ ل م ْ و َ َ ن لا َ ٌ و ة َ ن ِ هُ س ُ ذ ُ خ ْ أ َ َ ت ُ لا یُّوم َ ق ْ ال
نھِِ  ْ ذ ِ إ ِ َّ ب ِلا هُ إ َ د ْ ن ِ ُ ع َع ف ْ ش َ ي ی ذِ َّ ا ال َ ن ذ ِ مَ ض ْ ر َ ا فِي الأ َ م َ اتِ و َ او َ م السَّ
ھِ  ِ م ْ ل ِ ْ ع ن ٍ مِّ ء ْ ي َ ِش َ ب ون ُ َ یُحِیط لا َ ْ و َھُم ف ْ ل َ ا خ مَ َ ْ و م ِ یھ ِ د ْ ی َ َ أ ن ْ ی َ ا ب َ ُ م م َ ل ْ ع َ ی

 َ اء و َ ا ش َ م ِ َّ ب ِلا هُ إ ُ ود ُ ؤ َ َ ی لا َ َ و ض ْ ر َ الأ َ اتِ و َ او َ م یُّھُ السَّ ِ س ْ ر ُ َ ك ع ِ س

 ُ یم ِ ظ َ ع ْ ُّ ال ليِ َ ع ْ َ ال و ھُ َ ا و َ ھُم ُ ظ ْ   ) }255{حِف
  

                                                                                        
  صدق الله العظیم

                                                                                           
  )255الآیة  :سورة  البقرة  (

  

  

  الإھـــــــداء
  من یسعد قلبي بلقاھاإلى 

  إلى روضة الحب والحنان التي تنبت الأزھار



  أمي ،،،،، 
  إلى رمز الرجولة  والتضحیة

  لم  وبھ  ازداد افتخاراً إلى من دفعني إلى الع
  أبى ،،،،

  إلى من ھم اقرب إلى من روحي
 إلى من شاركني حضن الأم وبھم استمد عزتي و

  صراريإ
  ،،،،، يناإلى اخو

  نسني في دراستي وشاركنيمن آ إلى
  ھمومي تذكارا وتقدیرا

 إلى أساتذتي الأجلاء،،،،

 
  الشكر و التقدیر 

  

الشكر من قبل ومن بعد Ϳ سبحانھ و تعالي  وقѧال سѧیدنا  محمѧد صѧلي الله 
  ) . من لم یشكر الناس لم یشكر الله ( علیھ وسلم 

من منطق قول رسولنا الكریم الأمي الصادق نتقدم  بشكرنا وتقѧدیرنا  الѧلا 
محѧѧدود إلѧѧي جامعتنѧѧا العریقѧѧة التѧѧي خرجѧѧت الأجیѧѧال  ولازالѧѧت وسѧѧتظل 

ً للأمثѧѧال  فѧѧي تحصѧѧیل العلѧѧم و المعرفѧѧة جامعѧѧة السѧѧودان للعلѧѧوم و  مضѧѧربا
  .التكنولوجیا 

في مثل ھذه اللحظات  یتوقف الیراع لیفكر أن یخط الحروف لیجمعھѧا فѧي 
تتبعثر الأحرف عبث و یحاول تجمیعھا في سطور كثیرة تمر فѧي . كلمات 

ً من الذكریات وصور تجم عنا الخیال ولا بقي لنا في نھایة المطاف إلا قلیلا
فواجѧѧب  علینѧѧا شѧѧكرھم ووداعھѧѧم ونحѧѧن نخطѧѧو .... برفѧѧاق كѧѧانوا بحیاتنѧѧا



خطواتنا الأولي في غمار الحیѧاة  و نخѧص بالجزیѧل الشѧكر والعرفѧان إلѧي 
كل من  أشعل شمعة في دروب عملنا و إلي من وقف بجانبنا علѧي المنѧابر 

لعلѧوم او أعطي من حصیلة  فكره لینیر دربنا إلي الأساتذة الكرام في كلیѧة 
   . قسم الریاضیــات 

 انقѧول لھѧ الدكتورة سѧلوى محمѧد الأمѧین التѧي كما نزجي أجزل شكرنا إلي
إن الحѧوت فѧي البحѧر و الطیѧر  فѧي (قول رسول الله صلي الله علیѧھ وسѧلم 

  ) . السماء  لیصلون علي معلم الناس الخیر 
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   -:الخلاصة
درسنا في هذا البحث مفهوم تكامل ستلتجس ووضحنا شروط وجوده وعلاقته بتكامل  

  .ریمان

في الباب الأول ذكرنا بعض التعاریف التي لها علاقة بتكامل ستلتجس ، وفي الباب 
ستعرضنا بعض خواصه ورده لتكامل ریمان  ٕ الثاني تناولنا مفهوم تكامل ستلتجس وا

ونظریات القیمة المتوسطة وبعض الأمثلة هذا ما  والمفهوم الهندسي لتكامل ستلتجس
  .درسناه في الباب الثالث

 

  

  

  

  



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
  
  
 
 
 
  

 ـة المقدمــ

  الباب الاول



   



 -: )أصغر حد علوي( ):1(تعریف 
:݂فإنھ یقال أن  ଴ܮأصغر حد علوي للدالة  (ݔ)݂: إذا كان          ܺ →   إذا كانت       ܻ

଴ܮ  = sup݂(ݔ)  ܮونرمز لھ بالرمز ≥  ଴إذا كان ) 2(حد علوي  	حد علوي فإن  ଴ܮ
(1)  

  

  ـ) :أكبر حد سفلي( ):2(تعریف 
:݂ فإنھ یقال أن   ଴ܮأكبر حد سفلي للدالة  (ݔ)݂:إذا كان    ܺ →   إذا كانت   ܻ

଴ܮ  = inf ݂ ونرمز لھ بالرمز   ଴ܮ  ≥ ܮ حد سفلي فإن   ܮ إذا كان ) 2(حد سفلي     ଴ܮ
)1  (  

 

- ) :1(مثال   
 أوجد أصغر حد علوي وأكبر حد سفلي للدالة 

(ݔ)݂ = ଶݔ 																															− 1 < ݔ < 5 
 الحل

݂(5) = 25 ، أصغر حد علوي ھو   (ݔ)݂ ≥ 0	, ݔ ∈ [−1,5] 
																								݂(−1) =  أكبر حد سفلي للدالة ھو 	1

 

):الدالة التزایدیة ) : ( 3(یف تعر  
(ଵݔ)ܨ  ≤ (ଶݔ)ܨ إذن    ଵݔ < ଶݔ حیث أن   ,ଵݔ ଶݔ ∈ ܫ متزایدة إذا تحققت لأي  

(ݔ)ܨ الدالة      
 ً .متزایدة تماما (ݔ)ܨ  إذن   )ܨ ଵ) < أما إذا  تحقق (ଶݔ)ܨ  

 
-):2(مثال   

 [0, ∞] دالة متزایدة في الفترة    (ݔ) = ଶݔ أثبت أن الدالة      
 الحل

݂(3) = 3ଶ = 9		،		݂(2) = 2ଶ = 4											2,3 ∈ [0,∞] 
݂(2) < ݂(3), 2 < 3 ∵ 

دالة تزایدیة   (ݔ)݂ = ଶݔ الدالة   ∴ 
 

  -) :نقطة الانقطاع (): 4(تعریف 
إذا وجدت النھایة من الیمین والنھایة  	଴ݔ ً من النوع الاول في النقطة   (ݔ)ܨتعاني إنقاطا

الدالة          
 من الیسار وإختلفتا 

 
  -:أي أن 

lim
௫→௫బ

(ݔ)ܨ ≠ lim
௫→௫బ

 (ݔ)ܨ

 



 
):3(مثال   

(ݔ)ܨ = ቂ5																	ݔ < 2
ݔ + ݔ								2 ≥ 2

� 

 الحل
lim
௫→௫బ

శ
(ݔ)ܨ = lim

௫→ଶశ
ݔ + 2 = 4 

lim
௫→௑బష

(ݔ)ܨ = lim
௫→ଶష

5 = 5									 

lim
௫→ଶశ

(ݔ)݂ ≠ lim
௫→ଶష

(ݔ)݂ ∵ 

ً من النوع الاول   .إذن الدالة تعاني إنقاطا ∴ 
 

  -) :الإتصال ): ( 5(تعریف 
:إذا كان    ܽ ∈ ܫ یقال بانھا متصلة عند النقطة   ܫ المعرفة في الفترة   (ݔ)ܨ الدالة        

lim
௫→௔

(ݔ)ܨ =  (ܽ)ܨ

بحیث أن   ߜ > 0 توجد   ߝ∀ >  أي أن 0
ݔ| − ܽ| < (ݔ)݂|			,		ߜ − ݂(ܽ)| <  ߝ

 
): 4(مثال   

 إبحث ما إذا كانت الدالة 
(ݔ)	متصلة  = ଵ

௫
|ݔ|						 ≥ 2  

 الحل

(ݔ)݂|

ݔ| − |଴ݔ < 1  إذن ߝ2 ≤ ݔ ≤ 3 
ߜ.تكون الدالة متصلة    =  بإختیار ߝ2

  
   - ) :5(مثال 

ݔ = (ݔ)݂متصلة عند  2 =   أثبت أن الدالة       ଶݔ
 الحل



δباختبار   =	 ఌ
ଷ

ݔتكون الدالة متصلة عند    = 2  .  
   -):6(مثال 

(ݔ)݃أثبت أن الدالة   = ݔمتصلة عند النقطة    ݔ = 1  .  
  الحل 

δباختبار  =    ߝ	
ݔتكون الدالة متصلة عند ∴ = 1   . 

 -):الإشتقاق ) : (6(تعریف 
݂: ܫ →   لتكن الدالة     ݂معرفة     	ܴ

(ߝ)ߜفإن  > 0, ߝ > نقول للعدد الحقیقي  ܮتمثل مشتقة الدالة  ݂عند النقطة  ܿإذا كان  0
ܿ ∈   ولتكن ܫ

  إذن ݂قابلة للإشتقاق عند النقطة  	ܿوتكتب  (ܿ)݂لـ  ܮأي أن    

 
  -):7(مثال 

  إذا كانت الدالة ݂معرفة كما یلي        

 ݂ᇱ(ݔ) أوجد  
  الحل

݂

ݔ   =   لإیجاد (ݔ)ᇱعندما 0



 

   -):التقارب المنتظم ) : ( 7(تعریف 
݊	∀یوجد عدد طبیعي ܰبحیث یحقق                >   تكون الدالة ݂متقاربة بإنتظام إذا كان  	0

  . [ܽ, ݊و  ݔمن الفترة  [ܾ >  لجمیع قیم ܰ
  

   - ):نظریة القیمة المتوسطة (  ):8(تعریف 
ܿ:حیث أن    ∈ [ܽ, ,ܽ]وقابلة للتفاضل فإنھ توجد  [ܾ         (ݔ)݂ دالة متصلة في الفترة  [ܾ

  إذا كانت 
  

݂ᇱ(ܿ

 
   -):8(مثال 

(ݔ)݂متصلة في الفترة  (2,2−) ھل تحقق ݂نظریة القیمة المتوسطة ؟  =  إذا كانت ଷݔ
 لالح

=

  إذن الدالة تحقق نظریة القیمة المتوسطة 
  

  

  ) :للتكامل  نظریة القیمة المتوسطة(  :) 9(تعریف 
ߝحیث أن    ∈ [ܽ, ,ܽ]وقابلة للتكامل فإنھ توجد  [ܾ إذا كانت (ݔ)݂دالة متصلة في الفترة  [ܾ

  الدالة 

න ݂(
௕

௔
  

  -):9(مثال 
(ݔ)݂في الفترة  [1,3] =   حقق نظریة القیمة المتوسطة للتكامل  للدالة ݔ2

 
 الحل



(ߝ)݂ = ݂(2) = ߝإذن  4 =   نفرض 2

 
  - :التجزئة ): 10(تعریف 

,ܽ]: الي أجزاء متساویة ، بحیث أن    التجزئة ھي تقسم الفترة      [ܾ

  
   -):تعریف مجموع ریمان (  :)11(تعریف

ߙ = ,଴ߙ) ,ଵߙ … , ,ܽ]وكانت  (௡ߙ ݌تقسیم للفترة    [ܾ = ,଴ݔ} ,ଵݔ … ,  لتكن        {௡ݔ
݅نسمي المجموع   ∈ {0,1, … , ݊ −  و {1

  مجموع ریمان حیث أن

 
  -):ریمان  - تكامل داربو: ()12(تعریف

‖݌‖، فإن   < ߜ ݌تجزئة  ߜ > ߝتوجد  0 > ,ܽ]لكل  0   إذا كانت    ݂دالة محدودة علي  [ܾ
∪

  وبأخذ النھایة 
lim
‖௣

 
 :(∪   ): 13(تعریف ((ࢌ)

 .[ܽ,  ھو تكامل الدالة         ݂العلوي علي الفترة  [ܾ
  

   ):14(تعریف ((ࢌ)ࡸ)- : 
 .[ܽ,  ھو تكامل الدالة         ݂السفلي علي الفترة  [ܾ

  
   - ) :تكامل ریمان ( ):15(تعریف 

  نطلق علي الدالة أنھا قابلة لتكامل ریمان إذا كان تكامل ݂العلوي یساوي تكامل  ݂السفلي  

݂حیث  ܴ	:یمثل تكامل ریمان أي أن  ∈   ویرمز لھ بالرمز ܴ



 
   - ) :التغیر الكلي ) : ( 16(تعریف 

,ܽ]وتخضع للتجزئة  ݌: حیث أن     إذا كانت الدالة (ݔ)݂معرفة في الفترة المحدودة  [ܾ

  نشكل المجموع 

 الحد الاعلي لـ ܸیسمي التغیر الكلي للدالة  (ݔ)݂: ویرمز لھ بـ  

  كان  وإذا

  یقال عن (ݔ)݂:ذات تغیر محدود ، أما إذا كان  

 فإن(ݔ)݂.لیست ذات تغیر محدود  
   

   -):10(مثال 
  أثبت أن الدالة (ݔ)݂ذات تغیر محدود  

  معرفة علي الفترة [0,1]
 
  الحل

ܸ =෍|݂
௡

௞ୀଵ

= 1 − ଵݔ + ଶݔ − ଵݔ +⋯+ ௡ିଵݔ − ௡ିଶݔ + 5 − (1 −               												(௡ିଵݔ
                        



= 5 +

   -) :التكامل بالتجزئة(  ):17(تعریف 
,ܽ]، إذا كان  ,ݑدالتان متصلتان علي   (∞,ܽ]ولھا مشتقة علي  [ܾ   إذا كانت ݒ

ً فإن وكان أحد    :التكاملین متقاربا

 
  -): 11(مثال 

  أحسب التكامل 

  : الحل 
  بإستخدام التكامل بالتجزئة 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
  الباب الثاني 



 

  
 

  مفھوم تكامل ستلتجس 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (مفھوم تكامل ستلتجس وشروط وجوده ) 1-2:
 

  ) 2- 1- 1(تعریف 
,ܽ]:نجزئ الفترة الي فترات جزئیة في الصورة    و  (ݔ)݂دالتین في الفترة المغلقھ  [ܾ

 لتكن (ݔ)݃

௞ݔ∆نختار نقطة  ௞ߝمن كل فترة جزئیة   = ௞ݔ −  حیث 	௞ିଵݔ
ߣ = maxଵஸ௞ஸ௡   ولیكن العدد௞ݔ∆

௞ିଵݔ ≤ ௞ߝ ≤ ௞ݔ ,௞ିଵݔ] حیث 	   [௞ݔ
  ولحساب قیمة (௞ߝ)݂للدالة (ݔ)݂والتغیر  ݃∆



  للدالة (ݔ)݃ :ولنكون المجموع  

ߪ =෍ ݂
௡

௞ୀଵ
  .الذي یسمي بمجموع ستلتجس 

 [ܽ, ߣفان  ܫیمثل تكامل ستلتجس في الفترة  [ܾ → جدت اذا وܫ للمجموعة {ߪ} مع  0
 نھایة 
  ونرمز لھ بالرمز 

ܫ = න

= lim
ఒ→

 
  -:)2- 1- 1(ملاحظة 

فإن تكامل ستلتجس یصبح تكامل ریمان اذن یمكننا القول ان تكامل  (ݔ)݃ = ݔ عندما  - 
 تكون 

.مل ریمان ستلتجس ھو تعمیم لتكا  
الفرق بین مجامیع ستلتجس ومجامیع ریمان ھو ان في مجامیع ستلتجس نضرب الحد  -    
∆x୩ في القیمة   ݂(ε୩) في مجامیع ریمان نضرب الحد   ∆݃(x୩) في القیمة   ݂(ε୩)  

 
- :لشروط العامة لوجود تكامل ستلتجس ا  

دالھ تزایدیة في الفترة  (ݔ)݃	 في الحالة التي تكون  یمكننا القول ان -             
) 1(النقط الواردة في   x୩			(௞ୀଵ,ଶ,..,௡)		 باعتبار   ݃(x୩) > 0 اي ان   [ܽ, ܾ] 

ݔ∆ >  وھو شكل متماثل لتكامل ریمان حیث 0
M୩ = sup୶ౡషభರ౮ರ౮ౡ f(x)	,m୩ = inf୶ౡషభஸ୶ஸ୶ౡ f(x)				,			݇ = (1,2, … . , ݊) 

الاعظمي والاصغري ) ستلتجس -داربو( نكون مجموعي  

ܵ = ෍M୩

௡

௞ୀଵ

∆݃(x୩)			,										s = ෍m୩

୬

୩ୀଵ

∆g(x୩) 

-:الخواص التالیة ) ستلتجس –داربو ( تحقق مجامیع   ݏ ≤ ߪ ≤  لاي تجزئة ܵ
لایصغر والمجموع   ݏ عند اضافة نقطة او مجموعة من النقط فإن المجموع الاصغري  

[ܽ, ܾ] لاي فترة  -  
.لایكبر   ܵ الاعظمي    

ھي مجموعة  المجامیع الاصغریة ھو أصغر من   ݏ المجموع الاصغري   [ܽ, ܾ] لاي  -  
  تجزئة في الفترة

:  اي مجموع  اعظمي من مجموعة المجامیع الاعظمیة اي ان    



ݏ ≤ I∗ = sup{s} ≤ I∗ = inf{s} ≤ s…											(4) 
 

-):2-1-1(نظریة   
-:لوجود تكامل ستلتجس یلزم ویكفي تحقق الشرط   

lim
ఒ→଴

(ܵ − (ݏ = lim
ఒ→଴

෍w୩∆g(x୩)
௡

௞ୀଵ

= 0 

 [x୩ିଵ, x୩] في الفترة   ݓ    یمثل تواتر (ݔ)݂ = M୩ −m୩ حیث 
: البرھان  

فإن   ߣ < ߜ عندما    ߜ > 0 یوجد ,   ∈> 0 موجود لاي   ∫ ݂݀݃௕
௔  نفرض ان 

>∋−ܫ ߪ < ܫ + ߳	 اي   ߪ| − 1| < ߳ 
≥∋−ܫ       ݏ ≤ ܵ ≤ ,x୩ିଵ]اي ان ∋+ܫ x୩] في الفترة	ε୩ بما ان 

 وھذا یعني 
lim
ఒ→଴

ݏ = ܫ 					,					 lim
ఒ→଴

ܵ =  ܫ

 وبالتالي 
lim
ఒ→଴

(ܵ − (ݏ = 0 

  نفرض ان  
                            ݈݅݉

ఒ→଴
(ܵ − (ݏ = 0	                                       

∗ܫ = 												∗ܫ ) 4(من   
ݏ ≤ ߪ ≤ ݏلاي  ߪ توافق تجزئة ما موافقة ل  ܵفان  ܵ ≤ ܫ ≤ الرمز المشترك  ܵ

  حیث  ܫبینھما 
ߣ فإن  <   واذن لتجزئة تحقق ان ܵ

ܫ|:وھذا یعني ان     − |ߪ < ܵ − ݏ <∈  

  عندما تكون الدالة (ݔ)݂متصلة و(ݔ)݃: دالة متزایدة فإن   

 ً   .یكون موجودا
  ): 2- 1- 2(ملاحظة 

 للدالة عندما یكون  -(ݔ) g تغیر محدود فإنھ یمكن تمثیل ھذه الدالة كفرق دالتین 

  وعندما 



ߪ = ෍
௡

௞ୀଵ

,ܽ]و  (ݔ)݃ذات تغیر محدود ، فإن التكامل     اذا كانت  -(ݔ)݂متصلة علي الفترة  [ܾ

كتكامل تابع لحده ݔیمثل دالة متصلة في كل نقطة اتصال  ଴ݔللدالة  (ݔ)݃في الواقع  
  الاعلي 

଴ݔ)ܫ| + ∆

 حیث

,ܽ]:فإننا نجد    دالة متصلة في  (ݔ)݃ وان (ݔ)݂دالة محدودة بالعدد  ݇في الفترة [ܾ
     طة اتصال الدالةنق

ݔ∆ نجد ان الدالة (ݔ)ܫمتصلة في النقطة  ଴ݔ. →   وبجعل 0
 

  - :اصناف الدوال القابلة للتكامل بمفھوم ستلتجس ) 2-2(
عادة نضع شروط (ݔ)݂عندما نضع شروط علي (ݔ)݃: ولھذا نناقش الحالات التالیة   

  اضعف علي 
تحقق شروط لیبشتز من   (ݔ)݃ بمفھوم ریمان و  [ܽ, ܾ] قابلة للتكامل علي   (ݔ)݂ اذا  -1

  كانت  
:المرتبة الاولي اي   

(ᇱᇱݔ)݃| − |(ᇱݔ)݃ ≤ ᇱᇱݔ|ܮ − ,ᇱݔ	:|ᇱݔ ᇱᇱݔ ∈ [ܽ, ܾ], ܮ =  ݐݏ݊݋ܿ
ً ) 3(فإن التكامل  .یكون موجودا  

  : البرھان
:تحقق شروط لیبشتز ومتزایدة بإطراد فإن   (ݔ)݃ ن الدالة نفرض ا  

(௞ݔ)݃∆ ≤ .ܮ  ௞ݔ∆
 ومنھ 

෍ݓ௞

௡

௞ୀ଴

. (௞ݔ)݃∆ ≤ .௞ݓ෍ܮ ∆x୩

௡

௞ୀଵ

 



ً ) 3(نجد التكامل   .یكون موجودا ߣ  →  المجموع یؤول الي الصفر مع 0
 اي دالة تحقق شروط لیبشتز تمثل بالفرق 

(ݔ)݃ = ݔܮ − .ܮ] ݔ − [(ݔ)݃ = ݃ଶ(ݔ) − ݃ଵ(ݔ) 
یة فھي تحقق شروط لیبشتز ومتزایدة باعداد وكذلك الثان  ݃ଶ(ݔ) =  والدالة ݔܮ

݃ଵ(ݔ) = ݔܮ −  	(ݔ)݃
:فھي تحقق لاي   

ܽ ≤ ݔ ≤ ݕ ≤ ܾ 
 

 ان 
݃ଵ(ݕ) − ݃ଵ(ݔ) = ݕ)ܮ − (ݔ − (ݕ)݃] − [(ݔ)݃ ≥ 0 

 
 وھي متزایدة باطراد واضافة الي ذلك 

|݃ଵ(ݕ) − ݃ଵ(ݔ)| ≤ ݕ)ܮ − (ݔ + (ݕ)݃| − |(ݔ)݃ ≤ ݕ)ܮ2 −  (ݔ
 

مطردة    وتحقق شروط  ݃ଶ(ݔ) ݃وଵ(ݔ) الدالة تحقق شروط لیبشتز في اعلاه لیكون
 كل من 

 ً . لیبشتز وتكامل ستلتجس یكون موجودا  
 

):2- 2- 1(نتیجة   
تحقق شروط لیبشتز من المرتبھ الاولي فإن تكامل  (ݔ)݃ و   [ܽ, ܾ] متصلة علي  

(ݔ)݂ اذا كانت  -1  
 ً . ستلتجس یكون موجودا  

یمكن ان تمثل بالشكل   (ݔ)݃ قابلة للتكامل بمفھوم ریمان و   (ݔ)݂ اذا كانت الدالة  -2  

(ݔ)݃ = ܿ + න 											ݐ݀(ݐ)∅
௫

௔
									ܽ ≤ ݔ ≤ ܾ																			 

[ܽ, ܾ] قابلھ للتكامل علي    حیث (ݐ)∅
) .3(عندھا یكون تكامل   ∫ |(ݐ)݀(ݐ)∅| < ∞௕
௔  

:البرھان   
فإنھا تكون    [, ܾ] علي   (ݐ)∅ متزایدة ومن وجود التكامل للدالة   (ݔ)݃ وان  

(ݐ)∅ ≥  نفرض 0
  .محدودة 

ܽ ≤ ݔ < ݕ < ܾ					 لجمیع  |(ݐ)∅|		 ≤  ܮ
 فإن

(ݕ)݃ − (ݔ)݃ = න 	ݐ݀(ݐ)∅ ≤ ݕ)ܮ − (ݔ
௒

௫
 

. تحقق شروط لیبشتز وتكامل ستلتجس موجود    ھذا یؤدي ان (ݔ)݃



بحیث ان   ߟ > 0 یوجد   ߝ > 0 لاي  دالة قابلة للتكامل كتكامل معتل عندھا  اما (ݐ)∅
 اذا كانت 

න ݐ݀(ݐ)∅ <
ߝ
2Ω

௕

௕ିఎ
 

: اي ان   [ܽ, ܾ] علي   (ݔ)݂ تواتر الدالة   Ω 
Ω = (ݔ)݂݌ݑݏ − (ݔ)݂݂݊݅ = ܯ −݉ 

بشكل عشوائي لنحصل علي   [ܽ,  نجزئ [ܾ

෍ݓ௞. (௞ݔ)݃∆
௡

௞ୀଵ

 

 	الي	مجموعین	

෍=෍(1) +෍(2) 

المجموع من اجل الفترة    حیث یوافق (1)∑
فإذا اخذنا   [ܽ, ܾ] یوافق بقیة الفترة   ∑(2) و   [ܽ, ܾ − ఎ

ଶ
] 

ߣ = max
௞

௞ݔ∆ <
ߟ
2

 

 عندھا 

෍(2) < Ωන ݐ݀(ݐ)∅ <
ߝ
2

௕

௕ିఎ
 

عندھا لاجل تجزئ مناسب اجزاءه صغیرة   [ܽ, ܾ − ఎ
ଶ
] قابلة للتكامل علي   ومن (ݐ)∅

 جھة اخري 
ً ) 3(فإن التكامل   .موجودا ∑ < ߝ ولھذا فإن   ∑(1) < ఌ

ଶ
 سیتحقق 

لنتأمل الدالتین   [ܽ, ܾ] للتكامل علي   قابلة  (ݐ)∅ في الحالة العامة عندما تكون الدالة  - 3  

∅ଶ(ݐ) =
|(ݐ)∅| − (ݐ)∅

2
		 , ∅ଵ(ݐ) =

|(ݐ)∅| + (ݐ)∅
2

 

.فإن تكامل ستلتجس موجود   (ݐ)∅ = ∅ଵ(ݐ) − ∅ଶ(ݐ) غیر سالبتین ولكون 
 

) :2- 2- 1(ملاحظة   
فان المشتق الاول قابل للتكامل كتكامل معتل او غیر     [ܽ, ܾ] متصلة في    (ݔ)݃ اذا  -

 كانت 
عندھا العلاقة التالیة صحیحة   ܾ الي    معتل من ܽ

(ݔ)݃ = ݃(ܽ) + න ݃ᇱ(ݐ)݀ݐ	
௫

௔
 

.فإن تكامل ستلتجس غیر موجود  (ݔ)݃،(ݔ)݂ من الدالتین   ܽ < ܿ < ܾ نقطة انقطاع  
c  -  



:في الواقع سنمیز بین حالتین   
:الحالة الاولى   

.كنقطة تجزئة   ܿ لدي مجامیع ستلتجس نجزئ الفترة ولاندخل   ݃(ܿ + 0) ≠ ݃(ܿ −
0) 

ܿ	 ومرة تساوي  ᇱߪ لنجد المجموع   ܿ مرة لاتساوي   ௞ିଵݔ  نختار ௞ߝ < ܿ < ௞ݔ  
 وبفرض 

فإن   ᇱᇱ لنجد المجموع       
ᇱߪ − ᇱᇱߪ = (௞ߝ)݂] − (௞ݔ)݃][(ܿ)݂ −  [(௞ିଵݔ)݃

: نجد ان   
(௞ݔ)݃ − (௞ିଵݔ)݃ → ݃(ܿ + 0) − ݃(ܿ − 0) ≠ 0 

یكون اكبر عدد موجب وعندھا نجد   (௞ߝ)| − ݂(ܿ)| بحیث یكون الفرق بین    نختار ௞ߝ	
.غیر موجود ) 3(وھذا یعني ان التكامل  ߣ → 0 تؤول الي   ᇱߪ −  ᇱᇱߪ

:الحالة الثانیة  
  ݃(ܿ + 0) = ݃(ܿ − 0) ≠  اذا كانت 	(ܿ)݃

(ݔ)݂	نقطة  فاذا كانت الدالة   ܿ = ௞ିଵݔ في عداد نقطة التجزئة ولتكن   ܿ	 ندھا ندخل ع  
ܿ و   ௞ݔ وفي الثاني اي نقطة بین   ௞ߝ = ܿ من الیمین عندھا   ݔ = انقطاع في ھذه ܿ

 النقطة 
ومرة اخري، ھذا یعني  ߣ → 0 لا یؤول الي الصفر مع   ᇱߪ − من جدید لنجد ان ᇱᇱߪ

 الفرق 
.ان تكامل ستلتجس غیر موجود   

 
:خواص تكامل ستلتجس ورده لتكامل ریمان ) 3-2(  

: ستلتجس خواص تكامل   
ܽ ≤ ݔ ≤ ܾ و   (ݔ)݂ = 1 بأخذ    

1)න (ݔ)݃݀ = ݃(ܾ) − ݃(ܽ)
௕

௔
 

: البرھان   

∫ ௕(ݔ)݃݀
௔ = (ݔ)݃ ቚܾܽ

�                                                                        

                     
		= ݃(ܾ) − ݃(ܽ)	                                                                        

                                

= ∫ (ݔ)݃݀ 		= ݃(ܾ) − ݃(ܽ)௕
௔                                                         

                   

2)න [ ଵ݂(ݔ) ∓ ଶ݂(ݔ)]
௕

௔
(ݔ)݃݀ = න ଵ݂(ݔ)݀݃(ݔ) ∓න ଶ݂(ݔ)݀݃(ݔ)

௕

௔

௕

௔
 



: البرھان   
∫ [ ଵ݂(ݔ) ∓ ଶ݂(ݔ)]݀݃(ݔ)
௕
௔                                                               

                  

					= lim
ఒ→଴

෍
௞

											= lim
஛→଴

෍ ଵ݂(ݔ)݀݃(ݔ) ∓ lim
ఒ→଴

෍ ଶ݂

௡

௞ୀଵ

(ݔ)݃݀(ݔ)
௡

௞ୀଵ

 

															= ∫ ଵ݂(ݔ)݀݃(ݔ) ∓ ∫ ଶ݂(ݔ)݀݃(ݔ)
௕
௔

௕
௔                                             

             

										3)න (ݔ)ଵ݃]݀(ݔ)݂ ∓ ݃ଶ(ݔ)]
௕

௔

= න (ݔ)ଵ݃݀(ݔ)݂ ∓ න (ݔ)ଶ݃݀(ݔ)݂
௕

௔

௕

௔
	 

:البرھان  

න (ݔ)ଵ݃]݀(ݔ)݂ ∓ ݃ଶ(ݔ)]
௕

௔
 

= lim
ఒ→଴

෍݂(ݔ)݀݃ଵ(ݔ) ∓ lim
ఒ→଴

෍݂(ݔ)݀݃ଶ(ݔ)
௡

௞ୀଵ

௡

௞ୀଵ

 

4)න )݂݌]
௕

௔
:البرھان 	 

න [(ݔ)݂݌]
௕

௔
.  [(ݔ)݃ݍ]݀

=	 lim
ఒ→଴

෍[݂݌(ߝ௞)]. [(௞ݔ)݃ݍ]݀
௡

௞ୀଵ

 

		



																										= 	 lim
ఒ→଴

(ݔ)݃݀(ݔ)෍݂ݍ݌ = ݍ݌ න (ݔ)݃݀(ݔ)݂
௕

௔

௡

௞ୀଵ

 

5(اذا كان كل من التكاملین     	[ܽ, ܾ] دالة متزایدة علي                              (ݔ)݃
لتكن                 

න ℎ(ݔ)݀݃(ݔ)							, න (ݔ)݃݀(ݔ)݂
௕

௔

௕

௔
 

: فإن   	(ܽ ≤ ݔ ≤ (ݔ)݂															(ܾ ≤ ℎ(ݔ) موجودا واذا كانت 

න (ݔ)݃݀(ݔ)݂
௕

௔
≤ න ℎ(ݔ)݀݃(ݔ)

௕

௔
 

: البرھان  
 بما أن 

(ݔ)݂ ≤ ℎ(ݔ) 

෍݂(ݔ)
௡

௞ୀଵ

≤ ෍ℎ(ݔ)
௡

௞ୀଵ

 

lim
ఒ→଴

෍݂(ߝ௞)݀݃(ݔ௞) ≤ lim
ఒ→଴

෍ℎ(ߝ௞)݀݃(ݔ௞)
௡

௞ିଵ

௡

௞ୀଵ

 

න (ݔ)݃݀(ݔ)݂ ≤ න ℎ(ݔ)݀݃(ݔ)
௕

௔

௕

௔
 

                                              											6)							ቚ∫ ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂
௔ ቚ ≤

∫ ௕|(ݔ)݂|
௔        																											(ݔ)݃݀

 
:البرھان   

المتباینة   ,ᇱݔ ᇱᇱݔ ∈ ,௞ିଵݔ]  لاي  [௞ݔ
ห|݂(ݔᇱ)| − ห|(ᇱᇱݔ)݂| ≤ (ᇱݔ)݂| −  |(ᇱᇱݔ)݂

: ولھذا فإن  
|(ᇱݔ)݂|ห݌ݑݏ − ห|(ᇱᇱݔ)݂| ≤ (ᇱݔ)݂|݌ݑݏ −  |(ᇱᇱݔ)݂

 ومنھ
(|(ݔ)݂|)௞ݓ ≤  ((ݔ)݂)௞ݓ

 حیث 
	|(ݔ)݂|  تواتر الدالة   ௞(|݂(ݔ)| و  (ݔ)݂  تواتر الدالة    ((ݔ)݂)௞ݓ	

,௞ିଵݔ]   في الفترة [௞ݔ

  حیث ݏ	وܵمجامیع داربو ستلتجس حققھ  



∫موجود فإن   ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂
௔ عندما یكون تكامل ستلتجس  

  إذن 

  
 فإن       

  ً ∫.یكون موجودا ௕(ݔ)݃݀|(ݔ)݂|
௔  

 ܽ ≤ ݔ ≤ (ݔ)݂±	   ,    ܾ ≤   )      5(ومن الخاصیة |(ݔ)݂|
  فإن

  وھذا یعني ان 

  .وھو المطلوب 
∫موجودا فانھ باعتبار  7ܿ(     ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂

௔  اذا كان التكامل[ܽ, دالة متزایدة  [ܾ
    (ݔ)݃علي 

ܽیكون كل من التكاملین   < ܿ <   حیث ܾ

 ً   .موجودا
  :البرھان

ستلتجس الي نقسم مجامیع ܿنقطة تقسیم ولتكن  (ߪ)والثانیة  ܿلیست نقطة تقسیم  
  مجموعتین الاولي فیھا 

  ولتكن (ᇱߪ)ونوضح ان  

,ܽ]نقسم المجموع  ߪالى مجموعتین   ویمكن ܿ	الي مجموعة نقط اي تجزئھ للفترة  [ܾ
 ان نضیف النقطة 

   	:بحیث  

[ܿ, ,ଶܵ	علي  [ܾ ,ܽ]و  ଵݏ ,ଶܵعلي  [ܿ ,ܽ]و  ଵݏ ,ܵعلي الفترة  [ܾ یكون مجموعي ݏ
  ستلتجس  -داربو

limఒ→଴(ܵ − (ݏ =  لدینا 																																																						0
 (݅ = 1,2)		 ௜ܵ − ௜ݏ ≤ ܵ −  وباعتبار 	ݏ



  :لھذا فإن 

  وكل من التكاملین 

ߪ  = ଵߪ + ً اضافة الي ان ଶߪ   یكون موجودا
  لھذا فإن 

  وھذا یعني ان 

  
  ):2- 3- 1(نتیجة 

  ܽ = ܿ଴ < ܿଵ < ⋯ < ܿ௠ =  إذا فرضنا ان 	ܾ
  وان التكامل 

∫موجود  ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂
௔ 

  اذن توجد التكاملات 

  ویتحقق أن 

 
  ):2- 3- 1(ملاحظة 

  إذا وجدت التكاملات 

(ܽ = ܿ଴ < ܿଵ < ⋯ < ܿ௠ =   حیث (ܾ
  فلیس بالضرورة وجود التكامل 

ܽینتج وجود   < ܿ < واذا كانت (ݔ)݃و  (ݔ)݂متصلة بجوار النقطة  ܿحیث  ܾ
  احدي الدالتین 

∫:وتحقق المساواة   ݂݀݃௕
௔  



[ܽ, فإن المجموعین سوف یسعیان للنھایة وفق ܿلاتدخل في نقطة التجزئة للفترة  [ܾ
 الفرض الان نفرض ان 

ߣ:نثبت ان  ویبقي ان  → لنقط التجزئة فتحصل علي المجموع  ᇱߪبدلا من  ߪمع  0
  باضافة النقطة ܿ

,௞ିଵݔ]المقدار الاول : عندھا المجموعان مختلفان بفرق المقدارین   تقع في الفترة  [௞ݔ
  نفرض ان ܿ

  الموجود في ߪ
  والمقدار الثاني 

ܿ ≤ ᇱᇱߝ ≤ ௞ିଵݔ				,				௞ݔ ≤ ᇱߝ ≤   حیث 	ܿ
ߝفنجد ان  ᇱ = ᇱᇱߝ =   ونضع للبساطة ܿ

ߪ  − ᇱߪ → ߣو  (ݔ)݂متصلة فان 	0 →   عندما 0
 . وھو المطلوب 

  
  بالتجزئة التكامل ) : 2-3-1(نظریة 

  في وجود احد التكاملین

  یوجد التكامل الثاني وتتحقق المساواة 

  ویسمي قاعدة التكامل بالتجزئة 
   : البرھان

,௞ିଵݔ]  ,ܽ]الي فترات [௞ݔ ∫ولنجزئ الفترة  [ܾ ௕(ݔ)݂݀(ݔ)݃
௔ لنفرض وجود

  التكامل 

  نختر النقط ௞بالشكل  
ܽ =



  عندھا مجموع ستلتجس للدالة (ݔ)݂بالنسبة لـ  (ݔ)݃ھو  

  :یمكن كتابتھ كالتالي 

෍݂(ߝ௞)
௡

௞ୀଵ

  باضافة وطرح المقدار 

  نجد 

ߪ = ݔ)݂

,ܽ]بنقط التقسیم   ∫وھذا یقابل تجزئة الفترة  [ܾ ݂݃݀௕
௔لتكامل ھي مجموع ستلتجس ل { 

  والعبارة بین { 

 [݇ = 1,2,… , ,௞ାଵߝ] [݊  إذا اخترنا النقط ௞ିଵߝكنقط من الفترات  		[௞ߝ
ߣ = max	(ݔ௞ −  بإعتبار أن 	(௞ିଵݔ

∫اذن تصبح العلاقة   ݂݃݀௕
௔  فإن المجموع الواقع بین القوسین  {  }یسمي التكامل

ߣ →   وعندما 0
  .المطلوبة صحیحة
 :رد تكامل ستلتجس لتكامل ریمان 

  :تكامل ستلتجس لتكامل ریمان رد شروط 



∫یمكن   ,ܽ]و  (ݔ)݃متزایدة فان التكامل  ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂ متصلة في الفترة  [ܾ
 لتكن (ݔ)݂

ݒ.ان یؤدي الي تكامل ریمان   =   بوضع التحویلة (ݔ)݃
   : البرھان

ݔعندما نصل   = ݒمتصلة وانھا تعاني انقطاع في النقطة  ᇱݔ = متصلة لذلك  (ݔ)݃
  (ݔ)݃نفرض ان 

,ᇱݔ)علي ھذا النحو   ᇱݔ)݃ + ,ᇱݔ)و  ((0 ᇱݔ)݃ −   قطعة مستقیمة بین النقطتین ((0
  

  
  
  
  
  
 
 
  

  

ݒبذلك یصبح المنحني متصل بحیث تقع كل قیم الدالة   = ଴ݒو  (ܾ)݃ = بین  (ܽ)݃
 (ݔ)݃

ݔھي دالة مطردة    = ݃ିଵ(ݒ)  والدالة[ܽ, ݒتقابل قیمة للمتغیر  ݔمن  [ܾ =
 وكل قیمة (ݔ)݃

ݔ = ݒالمقابلة لـ  ᇱݔ = ݒ ᇱ = ݒنختار قیمة واحدة ھي  (ᇱݔ)݃ = متصلة (ݔ)݃
  عكسیة للدالة 

  والقیم الاخري لاتقابل  اي قیمة لـ ݔ: والان نثبت ان  
(ܵ) ∫ (ݔ)݃݀(ݔ)݂ = (ܴ) ∫ ݂൫݃ିଵ(ݒ)൯݀ݒ					௩

௩బ
௕
௔ 															(∗

)																																										 ݂(݃ିଵ(ݒ))  ି݃وଵ(ݒ) نختار التكامل في الطرف الایمن
  بمفھوم ریمان لان الدوال 

 [ܽ,   متصلتین ولنجزئ الفترة [ܾ

  :ونكون مجموع ستلتجس 

଴ݒ < ଵݒ < ⋯ < ௡ݒ = ௞ݒ  ولدینا 							ݒ =   وبوضع 	(௞ݔ)݃
௞ݒ∆ = ௞ݒ − ,௞ିଵݒ ௞ݔ = ݃ିଵ(ݒ௞)	 بإعتبار 

  فإن 



∫ ݂(݃ିଵ(ݒ))݀ݒ௩
௩బ

  ومجموع ریمان ھو 	

,௞ݔ   فإن   ௞ݒ∆ݔܽ݉لا یؤول الي الصفر مثلا لو كانت   ᇱݔمحتواه بین  ௞ିଵݔ
ߣ →   اذا كانت 0

  حیث (ݔ)݃:یعاني انقاطا فیكون علي النحو التالي  

  وبالتالي 

ߪ − න ݂൫
௩

௩బ

 (݇ = 1,2,… , ௞ିଵݒ				,	(	݊ ≤ ݒ ≤ ,	௞ݒ ߝ > ً و  0   وبفرض ௞ݔ∆صغیرا
௞ݔ)݂| − ݂(݃ିଵ(ݒ))| < ௞ିଵݔوبالوقت  ߝ ≤ ݃ିଵ(ݒ) ≤   فان ௞ݔ

  وعندھا یكون 

  وبھذا نثبت ان 

  .محققة (*) وھذا یعني ان العلاقة 
,ܽ]و (ݔ)݃یمكن ان تمثل بالشكل    قابلة للتكامل بمفھوم ریمان علي الفترة  [ܾ

  اذا كانت  -2(ݔ)݂

,ܽ]فإن     حیث (ݐ)∅دالة قابلة للتكامل في الفترة  [ܾ



  : البرھان
,ܽ]فإن مجموع ستلتجس ھو      بفرض الدالة (ݔ)∅موجبة في الفترة  [ܾ

ߪ =

 ویمكن كتابتھا 

 
 
  ولھذا فإن 

 

ߪ

௞ିଵݔ ≤ ݔ ≤   من اجل ௞ݔ
  نجد

,௞ିଵݔ]    حیث  ௞تواتر الدالة  (ݔ)݂في الفترة  [௞ݔ
  ینتج لنا 

ቤߪ − න
௔

ߣنجد ان   →   الصفر مع المجموع الایمن یؤول الي 0

  .وھو المطلوب 
,ܽ]و الدالة (ݔ)݃متصلة ولھا مشتقة   دالة قابلة للتكامل بمفھوم ریمان علي الفترة  [ܾ

 اذا كانت  -3(ݔ)݂

∫عندھا    |݃ᇱ(ݔ)|݀ݔ < ∞௕
௔  في كل نقطة ماعدا عددا منتھیا من النقاط وبحیث ان

݃ᇱ(ݔ)  

  ویمكن كتابتھا 

  .في حال وجود مشتق 
  اما عندما تعاني (ݔ)݃انقاطاعات من النوع الاول ولنأخذ ابسط ھذه الاشكال حیث  



(ܽ

݃(+0) − ݃(−0) =   عندھا 1
ݔنجد أن  = ݔوبفرض  (ݔ)݂متصلة في  0 =  والنقطة 0

  من اجل(ݔ)݂لاتساوي الصفر یكون تكامل ستلتجس غیر معدوم بینما  

 .[ܽ,   والمساواة غیر محققة والسبب ھو أن  (ݔ)݃دالة متصلة في الفترة  [ܾ
,ܽ]و  (ݔ)݃تعاني في عدد منتھ من النقاط     لتكن الدالة  -4(ݔ)݂متصلة في الفترة  [ܾ

ܽانقطاعا من النوع الاول ولھا مشتق (ݔ)ᇱ݃في كل النقط    = ܿ଴ < ܿଵ < ⋯ <
ܿ௠ାଵ = ܾ  

ً من النقط بحیث  ً منتھیا   ماعدا عددا
∫:عندھا یوجد تكامل ستلتجس ویساوي    |݃ᇱ(ݔ)| < ∞௕

௔  

න(ݏ)	 ݂
௕

௔

+෍
௠

௞ୀଵ
  : البرھان

ً من النوع الاول لذلك     الدالة (ݔ)݃تعاني انقطاعا

  نحصل علي قفزات الدالة (ݔ)݃في النقاط ௞ܿ	من الشكل  
ߙ

  ونعرف الدالة المساعدة

ݔ  < ܿ௞  ߩلما(ܿ௞ − (ݔ = ݔوصفرا فیما عدا ذلك والدالة   1 < ܿ௞  لما
ݔ)ߩ − ܿ௞) =   حیث ان1

  .وصفر في ماعدا ذلك 
,ܽ]وبالتالي    (ݔ)ℎد ان نج (ݔ)ℎمتصلة في الفترة [ܾ = (ݔ)݃ −  (ݔ)ܬ

න(ݏ) ݂
௕

௔
 ً   وایضا



 

																			

(ݏ)موجود وان   ∫ ݂݀݃௕
௔  (ݔ)݃و = ℎ(ݔ) +   ومن (ݔ)ܬ

න(ݏ) ݂(
௕

௔

  .وھو المطلوب 
 حالة خاصة عندما تكون  - 5(ݔ)݂متصلة و  (ݔ)݃ثابتة علي كل مجال جزئي  

ܽ < ܿଵ < ⋯ < ܿ௠ <   حیث ܾ
  فإنھ یكون 

  : البرھان



ሧ(݃
௕

௔

,ܽ]فإن   ,ܽ]وبالتالي علي كل جزء من  [ܾ   ولكن (ݔ)݃ذات تغیر محدود علي  [ܾ

ܿ௠ = ܾ	, ܿ଴ =   حیث ܽ
 والآن نحسب التكامل 

,௞ିଵܿ]الي اجزاء ونشكل المجموع   ܿ௞] ولھذا نقسم الفترة  
ߪ = ݂(

  وبأخذ النھایة نجد 

  من العلاقة 

  .ینتج المطلوب 
 

  (4 -2) - :أمثلة  
  - ) :2- 4- 1(مثال 

(ܵ) ∫ (ݔ)ଶ݀݃ݔ = − ଵ଻
ସ

ଶ
଴ أثبت أن  



(ݔ)݃ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡−1								,0 ≤ ݔ ≤ ଵ

ଶ
																																						

0										, ଵ
ଶ
< ݔ < ଷ

ଶ
																																		

2									, ݔ = ଷ
ଶ
																																										

−2								, ଷ
ଶ
< ݔ < 2																																					

إذا 																												�

  كان
  :الحل

(ܵ)න ݂(
௕

௔

+෍݂(
௠

௞ୀ௥

(ܴ)න

= 0 + ݂

 
 

  ):2-4-2(مثال

(ݔ)݃  = ൥
ݔ + 2					, −2 ≤ ݔ ≤ −1																			
2											, −1 ≤ ݔ < 0																							
ݔ + 3				, 0 ≤ ݔ ≤ 2																											

  إذا كانت �

  
  :أثبت أن 

						(1)		(ܵ)

  الحل 



(ܴ)න ݂
௕

௔

(ܴ)න ݃݀ݔ
ଶ

ିଶ

1
2
+

+݂

(2)		(ܵ)න
ି

  الحل 

(ܵ)න ଶݔ
ଶ

ିଶ

1
3
ଷݔ

		(ܴ)න ݂(
௕

௔

+݂(ܾ)[݃(

 



  -):2-4-3(مثال
(ܵ) ∫ (ݔ)݃݀ݔ = 6ଷ

ିଵ أثبت أن  
  إذا كان 

݃

  الحل 

න (ݔ)݂
௕

௔

+෍݂(
௠

௞ୀ௥

= ܴ

+݂(2)[݃
 

 -):2-4-4(مثال

(ܵ) ∫ ݔ	݊݅ݏ݀	ݔ
ഏ
మ
଴ = గ

ଶ
−  :           أثبت أن 1

 بإستخدام قانون التجزئة 
     

	(ܵ) ∫ ݔݏ݋ܿݔ = గ
ଶ
− 1	

ഏ
మ
଴ , ∫ ݒ݀ݑ = ݒݑ −  																																					ݑ݀ݒ∫

ݑ

න
గ
ଶ

଴

                        = గ
ଶ
ቀcos గ

ଶ
	ቁ − 0 − [sin గ

ଶ
− sin(0)] = గ

ଶ
− 0 − 1 +

0 = గ
ଶ
− 1 

 
   -):2- 4- 5( مثال

∫ ݀ݔ tanିଵ ݔ = 0ଵ
ିଵ أثبت أن  

  البرھان 
 



݀ tan

 
  ):2- 4- 6(مثال 

  أثبت أن 

  :الحل

(ܵ)න ଶݔ
ଶ

଴
݀

(ܵ) ∫ ௫మ

௫ାଵ
ଶ
଴ = (ܴ) ∫ ௫మ

௫ାଵ
ଶ
଴    ,  

ݐ		عندما = 1	, ݔ = ݐ݀		عندما  0 = ,	ݔ݀ ଶݔ = ݐ) − 1)ଶ, ݔ = ݐ − إذن 1
ݐ	 = ݔ +   بأخذ 1

ݐ	بالتعویض    = 3	, ݔ = 2  

(ܴ)න

=

 
 
 
  
  
  

  الباب الثالث



  
  
  
  
  
  
  
 

  
  
  
  

 
 
 

  المعنى الھندسي لتكامل ستلتجس 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 

 
 (: المفھوم الھندسي لتكامل ستلتجس) 3ـ1

حیث (ݐ)݂		دالة	متصلة	وموجبة	وg(t)مطردة ومتزایدة تماما 
(ݏ)	 ∫ ௕(ݐ)݃݀(ݐ)݂

௔  لیكن التكامل 	
  .ویمكن ان تكون للدالة إنقطاع من النوع الاول 



ݕتعبر عن منحني  (݇)شكل متقطع واذا كان للدالة      = ݔ	و(ݐ)݂ = جملة (ݐ)݃
 . المعادلتین الوسیطیتین 

)݃تقابلان قیمة واحدة للدالة  (ݐ)݂ ଴ + 0), ଴ݐ)݃ − انقطاعا ଴ݐفان النھایتین  (0
  (ݐ)݃عند النقطة 

  (଴ݐ)݂ولنعمم المنحني  (݇)بقطع افقیة في كل نقطة انقطاع  ଴ݐیصل بین النقطتین  
 مساویة 

  ً ଴ݐ))݃. لیصبح المنحني متصلا − 0), ଴ݐ)݃) ((଴ݐ)݂ + 0),  	((଴ݐ)݂
  
  
  

  
  
  

  
  

  

جس اعلاه السطح المحصور عندھا یمثل تكامل ستلت(ܮ)الذي یحتوي (݇)والمستقیمین 
 بین المنحني المتصل 

,ܽ]بالنقط   ݔوالمحور  ܱܺنقسم الفترة  [ܾ = ݃(ܾ), ݔ = ݃(ܽ)  

,(ܽ)݃]علي ܱܺنجد ان     وعندھا للفترة المقابلة [(ܾ)݃

,௞ܯ	في الفترة الجزئیة الموافقة للدالة (ݐ)݂ولنكتب مجموعي   ݉௞ ولنوجد اعظم
 واصغر قیمة 

  .ستلتجس  -داربو

وھما یمثلان سطح الشكل المؤلف  من المستطیلات الخارجیة والداخلیة حیث  السطح 
,ݏالمطلوب یقع           تؤول لنھایة ھي التكامل  ௞ݐ∆فإن كلا من  ܵ →  بینھما وعندما 0

 
 

  
  :تقیمات لتكامل ستلتجس 

,ܽ]عندھا یكون   إذا  -1(ݔ)݂متصلة والدالة (ݔ)݃ذات تغیر محدود علي الفترة  [ܾ
 كانت الدالة 



,ܽ]نكتب     في الواقع من اجل تجزئة إختیاریة للفترة [ܾ

|ߪ| = อ෍
௞

  وذلك لان 

ܫ)1(لنفس الشروط الواردة في التعمیم    = ∫ ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂
௔ من ً یمكن  -2ߪ	قریبا

  إیجاد مجموع 

  و

  وبالتالي 

ߪ −

  حیث 
ݔ)݂|

௞ݓلاي  ݇بحیث  ߝموجب اختیاري نجد ان    < الي فترات جزئیة بحیث ان ߝ
[ܽ,  واذا قسمنا [ܾ

 
  :نظریات القیمة المتوسطة ) 2-3(

  )نظریة القیمة المتوسطة الاولي ( ):3-2-1(نظریة 
,ܽ]-:اي    لتكن الدالة (ݔ)݂محدودة علي  [ܾ



 ݉ ≤ ߤ ≤ ∫عندھا یوجد عدد ߤبحیث  	ܯ متزایدة فإذا وجود  ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂
  و(ݔ)݃التكامل 

,ܽ]بحیث    ,ܽ]فعندھا توجد  ଴ݔمن الفترة [ܾ وبخاصة عندما (ݔ)݂متصلة علي [ܾ
  تكون الدالة 

  ثباتھا یتم من المتباینة تمثل ھذه النظریة نظریة القیمة المتوسطة لتكامل ستلتجس وإ

ߣنجد ان   →   وبإلانتقال للنھایة مع 0

  أو 

  وبایراد الرمز  ߤللقیمة في الوسط نجد أن  

,ܽ]	فان  ߤھي احدى قیم الدالة (ݔ)݂وتوجد نقطة واحدة علي        متصلة في الفترة [ܾ
 واذا كانت (ݔ)݂

(଴ݔ)݂وتاخذ المساواة الواردة الشكل   = ܽبحیث ان  ߤ ≤ ଴ݔ ≤   الاقل  ܾ

න(ݏ) ݂(
௕

௔
  

 : )القیمھ المتوسطة الثانیة() 3-2-2(نظریة 
,	]دالة متزایدة على الفترة  (ݔ)݂لتكن           مѧن  ଴ݔمتصلة عندئذ توجد نقطѧة  (ݔ)݃و  [ܾ
,	ܽ]الفترة  ܾ]  

∫بحیѧѧѧث یكѧѧѧون                  f(x)ୠ
ୟ (ݔ)݃݀ = ݂(ܽ) ∫ ௫బ(ݔ)݃݀ + ݂(ܾ) ∫ ௕(ݔ)݃݀

௫బ
  

)s (  
  : من نظریة التكامل بالتجزئة نجد أن 

න(ݏ)
௕

௔
 :وبتطبیق نظریة القیمة المتوسطة الاولي علي التكامل الثاني في الطرف الایسر نجد أن 



න(ݏ) ݔ)݂
௕

௔

  وبالتالي 

න(ݏ) ݂
௕

௔
  .إذن علاقة القیمة المتوسطة الثانیة محققة 

  
   - :نتقال النھایة لما تحت رمز التكامل إ) 3-3(

  :شروط إنتقال النھایة 
 :فیما یلي شروط انتقال النھایة لما تحت التكامل بالنظریتین التالیتین 

  
  ):3-3-1(نظریة 

}متقاربة بانتظام للدالة   ௡݂( ,ܽ]ومتتالیة الدوال المتصلة  {( م علي الفترة .ت.د [ܾ
 بفرض (ݔ)݃

  (ݔ)݂عندما  

   من التقارب المنتظم:  البرھان
݊و  ݔمن الفترة    > |لجمیع ܰ ௡݂(ݔ) − |(ݔ)݂ < یوجد عدد  ܰبحیث یحقق  ߝ

ߝطبیعي  >   لكل 0
,ܽ]عندھا   ܾ]  

ቤන ௡݂

௕

௔

  حیث ان 

 ولان ߝ.اختیاري فھذا یعني ان علاقة النھایة محققة  
  

  ):3-3-2(نظریة 
)௡݃}متقاربة في كل نقطة من الفترة    ,ܽ]ومتتالیة الدوال  {( متصلة علي الفترة [ܾ

  لتكن الدالة (ݔ)݂
,ܽ]للدالة  (ݔ)݃وبفرض   ܾ]  



 
 فإنھ یكون 

  :البرھان 
 ً   نبرھن اولا

(݊ = 1,2,3, … ,ܽ]بشكل عام فاننا نجد من اجل لكل ݊حیث   (   إذا قسمنا الفترة [ܾ

݊فإن   → ∞  

,]فإن      ولان التقسیم عشوائي للفترة [ܾ

,ܽ]الي اجزاء      ߝولنقسم الفترة  [ܾ > ,ܽ]لیكن 0 دالة ذات تغیر محدود علي  [ܾ
  اي ان ݃الفترة 

݇)بحیث یكون تواتر الدالة  (ݔ)݂في كل فترة جزئیة اصغر    = 1,2,… حیث (݉,
  بالنقاط {௞ݔ}

ఌعندھا  
ଷ௞

  من 

න ݃݀(ݔ)݂
௕

௔

  ولكن 



,௞ିଵݔ]سیكون     ومن جھة أخري علي الفترة [௞ݔ

(ݔ)݂| − |(௞ݔ)݂ <
ఌ
ଷ௞

  بما ان 
  وبالتالي 

  وبھذا یكون 

න

|௡ߠ|وبشكل مماثل   ≤  حیث 1

න
௕

௔

݊لیكون   > ݊଴  ߠ|ومن اجل௡| ≤  حیث 1

อ෍݂(ݔ௞)
௠

௞ୀଵ
  لجمیع ݊ینتج ان  

  إذن 

}للدالة  (ݔ)݂بشكل منتظم یمكن تغیر ھذا الشرط   ௡݂(ݔ)} في النظریة الاولي اشترطنا
  تقارب المتتالیة 

 [ܽ, |و  ݊و  ݔمن الفترة  [ܾ ௡݂(ݔ)| ≤ ظمة لمتتالیة الدوال وھو بالمحدودیة المنتܯ
  وجود عدد

ونشترط ان (ݔ)݂دالة مستمرة ولاثبات الشرط ھذا یكفي اثباتھ فقط عندما تكون الدالة  
  تكون النھایة  

عندما ( متزایدة  (ݔ)݃ ولھذا نستخدم تغیر) م فإنھا تكتب كفرق دالتین متزایدتین .ت.د 
  (ݔ)݃تكون 

ܸوعندھا   =   التحول (ݔ)݃



 
 

  و

∫ ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂
௔ والمسألة ردت لتكاملات ریمان إذن یمكن طرح مسألة ایجاد التكامل  

 (ݔ)݃ذات تغیر محدود و  (ݔ)݃مستمرة لتكن  (ݔ)݃دالة ما ذات تغیر محدود  
  حیث (ݔ)݂مستمرة و 

  و (ݔ)ݏدالة القفزات للدالیة  (ݔ)݃اي  
(ݔ)ݏ =

  -:عندھا من تعریف الاتصال في الفصل الاول نجد أن 

 حیث (ݔ)ߛ	دالة متصلة  ذات تغیر محدود ومنھ ینتج 

  یمكن حساب التكامل الاول في الطرف الایمن حیث أن المتسلسلة لایجاد التكامل 

  . متقاربة 
  - :من جھة أخرى نجد أن  

ሧ(ܵ௡

௕

௔

  ولھذا فإن 

 نحسب التكامل 



دالة مستمرة من مركبات  (ݔ)݃قیم  (௞ݔ)݃للدالة (ݔ)݃في نقط الانقطاع الداخلیة  ௞ݔ 
  حیث (ݔ)ߛ

 ∫ ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂
௔ لاتؤثر في قیمة التكامل  

 لان ௞ݔیمكن اختیارھا من نقاط التقسیم عند تشكیل مجموعة المجامیع  {ߪ}.  
  
  

  -):3- 4- 1(مثال 
أثبت وجود تكامل (ݔ)݂بالنسبة لـ (ݔ)݃علي الفترة [1+,1−]وأحسب قیمتھ إذا كانت  

  ستلتجس للدالة 
(ݔ)݃

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1									
1
2
									

−1							

 الحل 
,1−]		تكامل ستلتجس إذا كانت    دالة متصلة و  (ݔ)݃ت في الفترة .م.د [1+

(ݔ)݂ = ݁௫ +   أن  بما1
,ܽ] ,(ݔ)݃ت.م.د      (ݔ)݂متصلة علي الفترة [ܾ

  فإن التكامل 
∫یكون موجوداً   ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂

௔  

(ܵ)න ݂
௕

௔

+෍݂(ܿ
௡

௞ୀଵ

= (ܴ)

= 0 + ݂(



 
  -):3-4-2(مثال

  
,	a]ت علي الفترة   .م.د (ݔ)݃متصلة و  (ݔ)݂لتكن  b]  ولنفرض أن مجموعة انقطاع
داخل تلك الفترة على الاكثر قابلة للعد وبین ان قیمة ) من النوع الأول(         (ݔ)݃

(ݏ)التكامل   ∫ ୠ(ݔ)݃݀(ݔ)݂
ୟ  في نقط إنقطاعھا  (ݔ)݃لا یرتبط بقیم الدالة  

  الحل
  من المعطي الدالة (ݔ)݂متصلة و (ݔ)݃ت ولھا إنقطاع من النوع الاول اي أن .م.ذ  

଴ݔ)݃ + 0) ≠ ଴ݔ)݃ −   و (0
  :من تعریف تكامل ستلتجس نجد أن 

   بما ان    

(௞ݔ)݃| − |(௞ିଵݔ)݃ <  إذن  ∞
 وبالتالي 

(ܵ)න
௕

௔

(ܵ)لایرتبط بقیم الدالة  (ݔ)݃في   ∫ ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂
௔  متصلة إذن قیمة التكامل

  وحیث أن الدالة (ݔ)݂
  .إنقطاعھا 
 :حل آخر 

  من الخاصیة  
  

(ܵ)න ݂
௕

௔

+෍݂(ܿ
௡

௞ୀଵ



 ∴ ଴ܿتمثل نقطة إنقطاع  

∴ (ܵ)න
௔

 من المعطیات  (ݔ)݃ت .م.د 
(௞ݔ)݃| − |(௞ିଵݔ)݃ <  إذن ∞

  وبالتالي 
(ܵ)موجود ولا یرتبط بقیم الدالة  (ݔ)݃. عند نقط إنقطاعھا   ∫ ௕(ݔ)݃݀(ݔ)݂

௔  
 

  -):3-4-3(مثال
أثبت وجود تكامل (ݔ)݂بالنسبة لـ  (ݔ)݃علي الفترة  [1+,1−]حیث  (ݔ)݃دالة  

  ستلتجس للدالة 
  متزایدة علي [1+,1−]ومتصلة في النقطة ଴ݔ 

  ثم أحسب قیمتھ
  الحل

න

ݔ  = ݃ିଵ(ݒ)				,			݃(ݔ) =   بوضع ݒ

 
  -):3-4-4(مثال



,ܽ]و  (ݔ)݃ذات تغیر محدود علي      فأثبت أن الدالة   متصلة علي الفترة  [ܾ
  إذا كانت الدالة (ݔ)݂

  لدالة ذات تغیر محدود ومتصلة في كل نقطة إتصال ل(ݔ)݃
  الحل 

  من الملاحظة رقم (3)نجد أن  
଴ݔ)ܨ|					 +

												

  بما أن

෍|݂(ݔ௞

௡

௞ୀଵ

 نجد أن الدالة (ݔ)ܨمتصلة وبالتالي تكون متصلة في كل نقطة إتصال للدالة (ݔ)݃.  
  

 -):3-4-5(مثال
,ܽ]ولنفرض أن (ݔ)݃مطابقة للصفر علي تلك الفترة   ذات تغیر محدود علي الفترة  [ܾ

  لتكن(ݔ)݃
,ܽ]بإستثناء عدد منتھي أو قابل للعد من نقط      عندئذ یكون          [ܾ

଴ݔ   ∈ [ܽ,  وذلك مھما تكن الدالة المتصلة  (ݔ)݂متزایدة  وتوجد نقطة [ܾ

(ܵ)න

  حسب نظریة التكامل بالتجزئة نكتب 



(ܵ)න ݂(
௕

௔
  وبأخذ (ݔ)݃مطابقة للصفر نحصل علي 
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