
                      كلیة العلوم                   

  

  قسم الریاضیات

  

  :بحث تخرج لنیل درجة البكالریوس بعنوان 

  الأنظمة الخطیة للمعادلات التفاضلیة

  

  :إعداد الطلاب

  حمزة بشیر عوض الباري یوسف

  مؤید دفع الله عثمان احمد

  محمد الحاج علي فضل الله

  

  :اشراف                             

  محمد حسن محمد خبیر .د

  2014اغسطس 



 

 

بسم ଲ الرحمن 
 الرحیم

 

 
 

 الأیة
 

 



} َُّଲ ى رَ یَ لُوا فَسَ مَ لِ اعْ قُ وَ
ھُ  ولُ سُ رَ مْ وَ كُ لَ مَ عَ

مِنُونَ  ؤْ مُ الْ  105:التوبة [ } وَ
[ 

 
 

 

 

 

 

 

  إھداء
  إلى من جرع الكأس فارغاً لیسقیني قطرة حب 

ّت أناملھ لیقدم لنا لحظة سعادة   إلى من كل
 إلى من حصد الأشواك عن دربي لیمھد لي طریق العلم 

  إلى القلب الكبیر

 إلى رمز الرجولة والتضحیة  
 )والدي العزیز(إلى من دفعني إلى العلم و بھ ازداد افتخار 

 
  إلى من أرضعتني الحب والحنان 



 إلى من یسعد قلبي بلقیاھا 
 حب التي تنبت أزكى الأزھارإلى روضة ال

 إلى رمز الحب وبلسم الشفاء
 )والدتي الحبیبة(إلى القلب الناصع بالبیاض 

 
 )إخوتي(إلى القلوب الطاھرة الرقیقة والنفوس البریئة إلى ریاحین حیاتي 

 
الآن تفتح الأشرعة وترفع المرساة لتنطلق السفینة في عرض بحر واسع مظلم ھو بحر 

ظلمة لا یضيء إلا قندیل الذكریات ذكریات الأخوة البعیدة إلى الذین أحببتھم الحیاة وفي ھذه ال
  )أصدقائي(وأحبوني 

 إلى ھذه الصرح العلمي الفتي والجبار
 

 جامعة السودان للعلوم والتكنولوجیا

  

  

  

  

 كلمة شكر
 

لابد لنا ونحن نخطو خطواتنا الأخیرة في الحیاة الجامعیة من وقفة نعود إلى أعوام 
قضیناھا في رحاب الجامعة مع أساتذتنا الكرام الذین قدموا لنا الكثیر باذلین بذلك 

 ... جھودا كبیرة في بناء جیل الغد لتبعث الأمة من جدید
وقبل أن نمضي تقدم أسمى آیات الشكر والامتنان والتقدیر والمحبة إلى الذین حملوا 

 ... أقدس رسالة في الحیاة
 ... ق العلم والمعرفةإلى الذین مھدوا لنا طری

 .......إلى جمیع أساتذتنا الأفاضل
 

 



فإن لم تستطع فكن متعلما ، فإن لم تستطع فأحب العلماء ،فإن لم .. كن عالما "
  "تستطع فلا تبغضھم

 
 

 وأخص بالتقدیر والشكر

  محمد حسن محمد خبیر الدكتور
 
 

 :الذي نقول لھ بشراك قول رسول الله صلى الله علیھ وسلم
  "الحوت في البحر ، والطیر في السماء ، لیصلون على معلم الناس الخیر إن"
 

وقدم لنا العون ومد لنا ید المساعدة  البحثوكذلك نشكر كل من ساعد على إتمام ھذا 
 . البحثوزودنا بالمعلومات اللازمة لإتمام ھذا 

أحیانا في الذین كانوا عونا لنا في بحثنا ھذا ونورا یضيء الظلمة التي كانت تقف 
 .طریقنا

إلى من زرعوا التفاؤل في دربنا وقدموا لنا المساعدات والتسھیلات والأفكار 
 والمعلومات، ربما دون یشعروا بدورھم بذلك فلھم منا كل الشكر

 

  خلاص البحث

في الفصل الاول تناولنا الانظمة من الدرجة الاولي وتطبیقات وعرفنا تحویل  -
وعرفنا . یعادل المعادلات من الدرجة الاولي نظام الرتب العلیا الي نظام 

النظام المتجانس ، وتحدثنا عن نظریة الوجود والتعدد للانظمة الخطیة كما 
تحدثنا عن الجاذبیة وقوانین كبلر لحركة الكواكب وطرق حسابھا، وعرفنا 

واخیرا تطرقنا الي . طریقة الحذف وایضا المؤثرات التفاضلیة لكثیرة الحدود 
 .ات المیكانیكیة الاھتزاز

في الفصل الثاني تناولنا المصفوفات والانظمة الخطیة ومقدمة للمصفوفات  -
وطرق جمع وضرب وایجاد المعكوس لھا ، وكذلك معرفة ابعادھا ، كما 



تحدثنا عن المحددات وطرق حسابھا ، وایضا الي دوال القیم الذاتیة او دالة 
تقلال والحل العام وحلول المصفوفة ومعرفة مبدأ التركیب ، وكذلك الاس

 .كما عرفنا الحلول المتجانسة والغیر مجانسة . رونسكایان 
في الفصل الثالث تناولنا طریقة القیم الذاتیة للانظمة الخطیة المتجانسة وفیھ  -

ومعرفة الحقیقیة منھا والمركبة ، وایضا تطرقنا الي  ߣعرفنا القیم الذاتیة 
 .كمیة الملح كمثال الصھاریج الثلاثة  التحلیل الجزئي ومنھ معرفة ایجاد

في الباب الرابع تناولنا الانظمة الخطیة والمصفوفات الاسیة وفیھ عرفنا ایجاد  -
وكذلك حل المصفوفة الاسیة ومنھ عرفنا طریقم  ࣘحلول المصفوفة الاساسیة 
كما عرفنا بعض النظریات المھمة كنظریة .  ࢋایجاد المصفوفة بالمؤثر 

 .المتجھ الذاتي العامة 
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 الباب الاول
 

نظم من الدرجة الاولي 
ھاتطبیقاتو  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  بسم الله الرحمن الرحیم

  ھاتطبیقاتولي ونظم من الدرجة الأ

  :مقدمة )1-1(

العدید من التطبیقات تتطلب استخدام المتغیرات التابعة اثنین أو أكثر ، كل دالة فیھا متغیر 
بطبیعة الحال ھذه المسألة تؤدي إلي نظام المعادلات التفاضلیة ) . في المعتاد(مستقل وحید 

ل الدوا(وللمتغیرات التابعة  tالعادیة سوف نقوم عادة للدلالة علي المتغیر المستقل بالحرف 
علامة الشرطة سوف تشیر   .…,x,y,zأو   .…… , x1 ,x2 ,x3بالحروف )  tغیر المعرفة في 

  .    tأو تدل علي المشتقات بدلالھ المتغیر 

علي (سوف نحصر انتباھنا الي نظم فیھ عدد من المعادلات ھو نفس عدد المتغیرات التابعة 
  علي الشكل العام  yو  xالمتغیر المستقلنظام من معادلتین من الدرجة الأولي من ) سبیل المثال

,ݐ)݂ ,ݔ ,ݕ ,ᇱݔ (ᇱݕ = 0  

,ݐ)݃ ,ݔ ,ݕ ,ᇱݔ (ᇱݕ = 0																																										(1 − 1)	  

,݃ حیث الدوال كل المعادلات   التي تحقق tمن دوال حل ھذا النظام ھو زوج . معطي  	݂
, ال نظام المعادلات من الدرجة الثانیة علي سبیل المث tبصوره مماثلھ علي قیم الفترة في 

 x(t) , (t)والتي تعتمد علي الزمن یصنع  fالتي تتحرك تحت تأثیر القوة   mالجسیم زو الكتلة 
, z(t) من الجسیمات وسرعتھا x'(t) , y'(t) , z'(t) . ܨوتطبیق قانون نیوتن = ݉	ܽ ,

 نحصل علي النظام 

mx"=f1(t,x,y,z,x',y',z')  

my"=f2(t,x,y,z,x',y',z')                               (2-1) 

mz"=f3(t,x,y,z,x',y',z')     

مع اعطاء قوة  نظام من ثلاثة لنعتبر ھذا النظام من اثنین من الكتل واثنین من الزنبرك : مثال
عندما یكون  m1بالإزاحة من الكتلة   x(t)نعرف  m2الایمن  علي كتلة الطرف  f(t)خارجیة 

 فإن الزنبرك یكون غیر ممتد. من موقعھا الثابت  m2 الكتلة    f(t)=0 ,y(t)في حالھ التوازن 



 y-xوالزنبرك الثاني بمقدار   xبامتداد  Fتساوي صفر في التكوین یمتد  yو xومنكمش لذلك 
  وبتطبیق قانون نیوتن للحركة للجسمین في الشكل وبالتالي نحصل علي النظام 

M1x''=-k1x+k2(y-x)                               (3-1) 

M2y2=-k2(y-x)+f(t)0  

,(ݐ)ݔ	من المعادلات التفاضلیة التي دوال الموضع  			(ݐ)ݕ

 m1=2 , m2=1 ,k1=4 , k2=2نفرض أن 

F(t)=40sin(3t)       

  یمكن أن تختزل في الصیغة) 13-(من وحدان فیزیائیة صحیحة وبالتالي فان المعادلة

2x" = ݔ6− + 4)																																																															ݕ2 − 1)  

"ݕ = ݔ2 − ݕ2 + 40 sin3ݐ	  

  :مثال

اعتبر وعاءین منفصلین من بعضھما البعض یحتویین علي محلول ملحي الوعاء الاول  
جالون من المحلول الملحي والوعاء الثاني یحتوي علي 100رطل من الملح في   x(t)یحتوي 

y(t)   جالون من المحلول الملحي 200رطل من الملح ي.  

المحالیل في كل وعاء محفوظة بنفس الطریقة وضع المحلول من كل وعاء للاخر بمعدلات 
ن الماء والوعاء الثاني جالون في الدقیقة م20موضحھ في الرسم  ، الوعاء الاول اضیفت لھ 

أي ان الحجم الكلي للمحلول في الوعاءین یظل (جالون في الدقیقة 20المحلول الملحي یخرج 
  )ثابت

௫تركیز الملح في الوعاءین 
ଵ

௬و  
ଶ
  

عندما نحسب معدلات التغییر في كمیھ الملح في الوعاءین نحصل علي نظام معادلات تفاضلیة 
  x(t) ,y(t)تحقق 

x'=-30 ௫
ଵ

+10 ௬
ଶ

=-3 ௫
ଵ

+ ଵ
ଶ

y , 



y'=30 ௫
ଵ

-10 ௬
ଶ

-20 ௬
ଶ

= ଷ
ଵ
- ݔ ଷ

ଶ
 وبالتالي                                           ݕ

ᇱݔ20 = ݔ6− + 5)																																																	ݕ − 1)  

ᇱݕ20 = ݔ6 −   ݕ3

  ): 3(مثال

  

ترمز الي التیار في الاتجاه  (ݐ)ܫاعتبر الدائرة الكھربیة الموضحة في الشكل اعلاه وفیھا 
ھو       R1والتیار عبر المقاومة  R2ترمز للتیار عبر المقاومة  I2(t)و (L)المستحث عبرالملف 

I=I1-I2     ع باسترجاع قانون كرینشوف للفولتیة الذي ینص علي ان المجمو.في اتجاه الموضع
كما ان الفولتیھ عبر .الجبري للفولتیھ حول أي عقده مغلقھ للدائره الكھربیة یساوي صفر 

الانواع الثلاثة من العناصر في الدائرة كما في الشكل أعلاه وبتطبیق قانون كرینشوف للعقدة 
  من الشمال للیمین في الدائره لحساب 

2 ௗூభ
ௗ௧
+ ଵܫ)50 + (ଶܫ − 100 = 0                     (6-1)   

فان العقده   - 100ولان الفولتیھ حول كل عقدة من القطب السالب للموجب في البطاریة یساوي 
  في الجانب الایمن تنتج المعادلة 

125ܳଶ + ଶܫ25 ଵܫ)50 + + (ଶܫ = 0                 (7-1) 

ଶ                  ௗொమܫ=في المكثف ولأن ھي الشحنة  Q2(t)بحیث 
ௗ௧

 

 :حصل علي ) 17-(المعادلة وبتفاضل طرفي 



ଶܫ125 + 75 ௗூమ
ௗ௧
− 50 ௗூభ

ௗ௧
= 0                       (8-1) 

المعادلات  علي التوالي نحصل علي نظام -25و  2علي ) 18-(و) 16-(بعد قسمھ المعادلة 
  التفاضلیة

ௗூభ
ௗ௧
+ ଵܫ25 − ଶܫ25 = 50                         (9-1) 

ௗூభ
ௗ௧
− 3 ௗூమ

ௗ௧
              ଶ =0ܫ5- 

 .یجب ان یتحقق    ଶ(t)ܫو  	(ݐ)ଵܫحیث التیار

  :الأنظمة من الدرجة الاولي 

یعتبر نظام المعادلات التفاضلیة والتي یمكن حلھا للمشتقات ذات الرتب العلیا في متغیرات 
  .وكذلك المشتقات ذات ترتیب اقل للمتغیر التابع  (t)تكون في دوال في 

افترضنا انھ مكتوب علي , حالھ وجود نظام معادلتین من الدرجة الثانیة علي سبیل المثال في 
  الصیغة

ଵᇱᇱݔ = ଵ݂(ݐ, ,ଵݔ ,ଶݔ ଵᇱݔ , ଶᇱݔ )                                    (10-1) 

ଶᇱᇱݔ = ଶ݂(ݐ, ,ଵݔ ,ଶݔ ଵᇱݔ , ଶᇱݔ )  

كن أن من الناحیتین العملیة والنظریة من أعلاه یكمن معرفھ أن أي نظام من الرتبة العلیا یم
  .یتحول الي نظام یعادل المعادلات من الدرجة الاولي 

  لوصف كیف یمكن التحول نعتبر أولا أن النظام یتكون من معادلات من الدرجة النونیة 

()ݔ = ,ݐ)݂ ,ݔ …,ᇱݔ ,  (11-1)                                        ((ିଵ)ݔ

  المعرفة كما في الصوره  x1 ,x2 ,x3 ,…..,xnونقدم المتغیرات المستقلة 

x1=x ,x2=x’ ,x3=x” , ….. , xn=x(n-1)                                 (12-1) 

  :بملاحظة أن 

ଵᇱݔ = ᇱݔ = ,	ଶݔ ଶᇱݔ = "ݔ = ,وھكذا   ଷݔ  



معادلھ من الرتبة  nتعطي نظام من ) 111-(في المعادلة ) 112-(وبالتالي یمكن تعویض 
  .الاولي

 ଵᇱ=x2ݔ

 ……  ଶᇱ=x3ݔ

ିଵᇱݔ =xn                                                          (13-1) 

ᇱݔ =f(t,x1,x2,….,xn) 

ھي   x(t)بمعني أن ) 111-(من الواضح أن ھذا النظام یعادل الأصلي من الدرجة النونیة في 
) 112-(المعرفھ في   x1(t) ,x2(t) ,…,xnاذا وفقط اذا كانت الدوال ) 111-(حل المعادلة 

  ) .113-(تحقق المعادلات في 

  ):4(مثال 

  المعادلة من الرتبة الثالثة 

X(3)+3x"+2x'-5x=sin(2t)  

  ) 111-( علي الصیغة في المعادلة

f(t,x,x',x")=5x-2x'-3x"+sin(2t) 

ଵᇱݔوبالتالي استبدال  = ᇱݔ = ,	ଶݔ ଶᇱݔ = "ݔ =   ,وھكذا   ଷݔ

  . تحقق نظام من ثلاثة معادلات من الرتبة الاولي

 ଵᇱ=x2ݔ

   ଶᇱ=x3ݔ

 ଷᇱ=5x1-2x2-3x3+sin(2t)ݔ



ولكن .یقدم مزایا قلیلھ ) 4(قد یبدو أن نظام الدرجة الاولي التي تم الحصول علیھا في المثال
لنفرض أن المعادلة غیر خطیة لیست علي أي من الاسالیب السابقة التي یمكن تطبیقھا لدینا    

x"=x3+(x')3    نظام المقابلة من الدرجة الاولي ھو  

 ଵᇱ=x2ݔ

 ଶᇱ=(x1)3+(x2)3                                                                      (14-1)ݔ

سنري في فصل آخر  أن ھنالك تقنیات عددیة فعالة تمثل حل اساس الي نظام من الدرجة 
ره من المعادلات التفاضلیة ذات الرتب العلیا من وجھھ نظر عملیھ أنظمھ كبی. الاولي مفید 

عاده یتم حلھا عددیا من جھاز الكمبیوتر والخطوة الاولي ھي تحویل ھذا النظام الي نظام من 
  .الدرجة الاولي علي الوضع المتاح لبرنامج الحاسوب 

  ):5(مثال

  )1(نظام المعادلات من الرتبة الثانیة تم اشتقاقھ من المثال

 2x"=-6x+2y 

y"=2x-2y+40sin(3t) 

  حول ھذا النظام الي ما یعادلھ من نظام الدرجة الاولي 

  -:الحل : -

  نعرف, ) 12(باستخدام المعادلات في 

ଵᇱݔ = ᇱݔ = ଵᇱݕ , ଶ  , x1=x , y1=yݔ = ᇱݕ =  ଶݕ

تعطي نظام من أربعة معادلات من الرتبة الاولي ي المتغیرات التابعة ) 4(ومن ثم في النظام 
x1,x2,y1,y2 .   

ଵᇱݔ = ଶᇱݔ	,  ଶݔ =  ଵ+2y1                                   (15-1)ݔ−

ଵᇱݕ = ଶᇱݕ ,  ଶݔ =  ଵ-2y1+40sin(3t)ݔ2

 -:الأنظمة ذات البعدین البسیطة



  ) tذات المعاملات والمتغیر المستقل (المعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتبة الثانیة 

x" + ᇱݔ + ݔݍ = 0																																																						(16 − 1)  

  في النظام الخطي ثنائي الابعاد 'x'=y , x"=yیحول عن طریق تعویض 

x'=y     ,     y'=-qx-py                                               (17-1) 

 طریق حل معادلة واحدة مألوفة فيعن ) 117-(علي العكس لا یمكننا حل ھذا النظام في 
(16-1).  

  ) :6(مثال

  لحل نظام ثنائي الابعاد

x'=-2y                                                            (18-1) 

y'=ଵ
ଶ
  ݔ

 نبدأ ب           

     بأخذ               A=Ccos(α)   and B=Csin(α)                 اذا               

Y(t)=ଵ
ଶ
x'(t)=-	ଵ

ଶ
(-Asin(t)+Bcos(t)) 

                   = ଵ
ଶ
Csin(t-α) . 

 sin2(x)+cos2(x)=1                              المطابقة 

 تقع علي القطع الناقص  (x(t),y(t))النقطة ,  (t) وبالتالي یقتضي أن لكل قیمھ 

xଶ

cଶ
+

yଶ

(c2)
ଶ
= 1 

  xy–ض الحزف علي المحور ،الشكل یبین بع  c , c/2مع شبھ المحاور 

  نظام ثنائي الابعاد  (x(t),y(t))الحل  



x'=f(t,x,y) 

y'=g(t,x,y) 

لي مسارات وبالتا – xyیمكن اعتبار البارمترات من منحني حل أو مسار النظام علي محور  
یحدد أي من   (x(0),y(0))اختبار نقطھ ابتدائیة , ف من الشكل ھي الحذ) 18(النظام في 

  .المسارات البارمتریة یمثل حل 

یسمي المستوي مرحلھ لنكشف علي درجھ  xy–الشكل یظھر مسارات النظام في المستوي 
لا تتضمن  f,gاذا كانت الدوال .تتحرك علي طول مساره   (x(t),y(t))الدقة كیف أن النقطة 

كذلك تمثل متجھات مع عناصر ومن ثم فان الاسھم تمثل اتجاه الحقل و  (t)المتغیر المستقل 
  تتناسب مع المشتقات 

x'=f(x,y)     , y'=g(x,y)        ویمكن رسمھ لان النقطة المتحركة(x(t),y(t))   لدیھا متجھ
علي . نعتبر اتجاه ھذا الحقل الي اتجاه نقطھ للحركة علي طول مساره   (x'(t),y'(t))السرعة 

یشیر أن كل النقاط تتحرك عكس عقارب الساعة  رسم مجال اتجاه في الشكل, سبیل المثال 
حول مسار بیضاوي الشكل ، یمكن أن تظھر معلومات إضافیة في رسوم بیانیھ منفصلة من 

x(t)   و y(t)   من دوال فيt .  

  )6(یكون الحل العام للمثال      x(0)=2   ,  y(0)=0من الشروط الابتدائیة   

X(0)=A=2   ,y(0)=− ଵ
ଶ
   0=ܤ

  اء حل معین الناتج من یتم اعط

X(t)=2cos(t)   , y(t)=sin(t)    

یترتب . تزایدیة   y(t)ابتدائیة في حین  x(t)تظھر الرسوم البیانیة من دالتین في الشكل ونري 
x2+y2=1         ଵیقطع مسار  (x(t),y(t))نقطھ الحل  tعلي ذلك كلما نزید 

ସ
في اتجاه        

  .متجھات في مجال الاتجاه في الشكل  عكس عقارب الساعة كما یتضح من

  ):7(مثال

  لایجاد الحل العام للنظام



x'=y 

y'=2x+y                                                                                      (19-1) 

  نبدأ مع ملاحظة ان 

x"=y'=2x+y=x'+2x 

  ھذا یعطي المعادلة من الدرجة الثانیة 

x"-x'-2x=0 

  مع المعادلة الممیزة

r2-r-2=(r+1)(r-2)=0 

  والحل العام 

X(t)=x'(t)=-A݁ି௧+B݁ଶ௧	                                                        (20-1)  

 2B݁ଶ௧  y(t)=x'(t)=-A݁ି௧+                                            (1-21)               فان      

) 120-(بارمتر بواسطة المعادلات ) 19(مسارات مستوي المرحلة النموذجیة  رسم للنظام    
ھذه المسارات قد تشبھ القطوع الزائدة وتشترك في ) 5.1.8(وتظھر في الشكل )  121-(و

  .تظھر اكثر تعقیدا ) 123-(الخطوط المتقاربة المشتركة ولكن المعادلة 

  :8مثال 

  دائیة حل مسألة القیم الابت 

x'=-y ,  

y'=(1.01)x-(0.2)y                                             (22-1) 

x(0)=0 , y(0)=-1   

  نبدأ مع الملاحظة أن  

x"=-y' = -[(1.01) x-(1.01)y]=(-1.01)x-(0.2)x' 



  وھذا یعطي معادلھ خطیھ واحده من الدرجة الثانیة

x"+(0.2)x'+(1.01)x=0  

  مع معادلھ ممیزه

ଶݎ + ݎ(0.2) + 1.01 = ݎ) + 0.1)ଶ + 1 = 0  

  والحل العام   ݅±0.1-مع الجذور الممیزه 

(ݐ)ݔ = ݁ି

భబ൫(ݐ)ݏܿܣ +   ൯(ݐ)݊݅ݏܤ

X(t)=A=0     فان 

(ݐ)ݔ = ି݁ܤ

భబ sin(ݐ)                    ولذلك 

(ݐ)ݕ = (ݐ)ᇱݔ− =
1
10

ି݁ܤ
௧
ଵ sin(ݐ) − ି݁ܤ

௧
ଵ cos(ݐ) 

  y(0)=-B -1واخیرا   

  ھو ) 122-(المطلوب للنظام في وبالتالي فان الحل 

(ݐ)ݔ = ݁ି௧/ଵ sin(ݐ)																																																							(23 − 1)  

(ݐ)ݕ = ଵ
ଵ
݁ି


భబ(sin(ݐ) − 10 cos(ݐ))   

ھذه المعادلات البارمتریة في مسار حلزوني في الشكل المسار یقترب من نقطة  الأصل عندما  
ݐ →   ).123-(تمثل الحل للمنحني المعطي في  التي   x , yالشكل یوضح  ∞+

عندما ندرس المعادلات الخطیة بواسطة نظریة القیم الذاتیة سوف نتعلم بشكل سطحي نظام 
  .یوجد لدیھا  مسارات مختلفة بشكل تظھر في الأشكال ) 8و7و6(مشابھھ للمثال 

  :الانظمة الخطیة)1-2(



ة للنظم التقنیة حل التكنولوجیا اسھل واكثر النظریة العام,بالاضافة الي مزایا عملیھ الحوسبة 
اعتبر , علي سبیل المثال, وضوحا عند معادلات الرتبة الاولي اكثر من معادلات الرتب العلیا 

  النظام الخطي من الرتبة الاولي علي الصیغ

ଵᇱݔ = ଵݔ(ݐ)ଵଵ + ଶݔ(ݐ)ଵଶ +⋯+ ݔଵ + ଵ݂(ݐ),  

ଶᇱݔ = ଵݔ(ݐ)ଶଵ + ଶݔ(ݐ)ଶଶ +⋯+ ݔଶ + ଶ݂(ݐ),                      (1-24) 

↓															↓																	↓																	↓												↓											↓  

ᇱݔ = ଵݔ(ݐ)ଵ + ଶݔ(ݐ)ଶ +⋯+ ݔ + ݂(௧)  

,ଵ݂نقول ھذا النظام متجانس اذا كانت الدوال  ଶ݂, … , ݂    ُخري غیر , كلھا أصفار وبطریقة أ
) 15(غیر متجانس في حین ان النظام الخطي في ) 5(وبالتالي ان النظام الخطي في .نسة متجا

غیر خطي لان الجانب الأیمن من المعادلة لیست دالي خطي ) 14(النظام في .   غیر متجانس 
  .  x1 , x2للمتغیر یعتمد علي 

لي بعض ع(   x1(t),x2(t),…,xn(t)ھو نوني مركب من الدوال ) 24(حل النظام في  
سوف نري ان النظریة العامة ) 24(تلي بصوره مماثلھ لكل من المعادلات في ) الفترات

للدرجة النونیة وترتیب المعادلات التفاضلیة الخطیة من الدرجة الاولي لھما كثیر من الشبھ 
  .للنظریة العامة للمعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتبة النونیة 

  للانظمة الخطیة  الوجود والتعدد ) :1(نظریة 

,ଵଵلنفرض أن الدوال  ,ଵଶ … , ,ଵ݂والدوال    ଶ݂, … , ݂  مستمرة علي الفترة المفتوحة
I  التي تحوي النقطةa   . وایضا معطي الاعدادn   

b1,b2,….,bn   لھ حل وحید علي كل الفترة ) 24(والنظام فيI  التي تحقق الشروط الابتدائیة :
x1(a)=b1 , x2(a)=b2 , … , xn(a)=bn                                                (25-1) 

معادلھ خطیة من  nالاولیة المطلوبة لتحدید الحل لھذا النظام الذي بھ  nالشروط الابتدائیة ال
علي سبیل ,ثابت  nالرتبة الاولي وبالتالي فاننا نتوقع لھذا الحل العام لمثل ھذا النظام لاحتوائھ 

  ان النظام الخطي من الرتبة الثانیة ) 5(ل راینا في المثال المثا

2x"=-6x+2y , 



y"=2x-2y+40sin(3t) , 

ما یعادل نظام من اربعة معادلات ) 1(في المثال  y(t)و   x(t)الذي یصف وضع الدوال 
وبالتالي سوف تكون ھنالك اربعة شروط ابتدائیة لتحدید ) 15(خطیة من الرتبة الاولي في 

والسرعات  y(0)و   x(0)السرعات الابتدائیة النموذجیة ) . 1(لكتلتین في المثال حركة ا
في وعائیین ) 2(من الملح في المثال  x(t) ,y(t)وجدنا ان الكمیات   y'(0)و x'(0)الابتدائیة 

  یوصف بنظام من معادلتین خطیتین من الرتبة الاولي 

20x'=-6x+y , 

20y'=6x-3y , 

ونحن , تكون كافیة لتحدید الحل تعطي الانظمة العلیا   x(t) ,y(t)ولیتین وبالتالي القیمتین الا
لاكتشاف الشروط الابتدائیة , في كثیر من الاحیان یكون نظام من الدرجة الاولي متعادل 

تخبرنا ان عدد ھذه الشروط بالتحدید نفس عدد ) 1(النظریة, وھنالك حاجة لتحدید حل وحید 
  .رتبة الاولي المتعادلة المعادلات في نظام من ال

  :الجاذبیة وقوانین كبلر لحركة الكواكب  )1-3(

حركة الكواكب حول الشمس والتي وصفھا  ان كبلراستخلص  17في مطلع القرن ال 
  .بالافتراضات الثلاثة الاتیة وتعرف الان بقوانین كبلر

 .المدار لاي كوكب عبارة عن قطع ناقص حیث تقع الشمس في احدي بؤرتیھ -1
 .القطر من الشمس الي كل كوكب تشكل مساحات بمعدل ثابت  متجھ نصف -2
مربع الزمن الدوري للكوكب یتناسب مع مكعب نصف المحور الرئیسي لمدار بیضاوي  -3

 .الشكل 
استنتج اسحق نیوتن معكوس مربع  قانون ) م1687(في كتابتھ لمبادئ الریاضیات 

من خلال ) الاتجاه المعاكسفي (ي ھذا التطبیق یؤدي الي . الجاذبیة من قانون كبلر 
  اشتقاق اول قانون لكبلر من قوانین نیوتن للجاذبیة  

افترض ان الشمس تقع في المركز في مستوي الحركة للكوكب وتكتب متجھ الموضع 
  للكوكب في الصیغة 

(ݐ)ݎ = ,(ݐ)ݔ	) (	(ݐ)ݕ = ݅	ݔ +  (1)                         ݆	ݕ



ثم قانون   x ,yتجھات في الاتجاه الموجب لیرمز لوحده الم j(1,0)و  i=(0,1)حیث  
للكوكب  یعطي  (t)"ݎان  المتجھ ) 29مسألة (ومعكوس مربع الجاذبیة یعطي 

  :بالمعادلة 
"࢘ = ି୩ܚ

୰య
                                            (2) 

ݎحیث   = ඥݔଶ + ଶమݕ اذا كانت الاحداثیات . ھي المسافة من الشمس للكوكب    
فان متجھات الوحده لنصف  , θ(r(t)( (t)ھي  tالقطبیة للكوكب في اللحظة الزمنیة 

  القطر العرضي وتظھر في الشكل ھي 
ݑ = ݅ cosߠ + ݆	 sin ఏݑ and  ߠ = −݅	 sinߠ + 	݆ cos  (3)  ߠ

یشیر دائما بشكل ) ي موضع الكوكبعندما وضع ف( ݑمتجھات الوحده لنصف القطر 
ݑمباشر بعیدا عن المركز لذلك  = ࢘ ⁄ݎ نحصل علیھا   ݑومتجھ الوحده العرضیة   

  . درجھ عكس عقارب الساعة  90بالدوران   ୰ݑمن 
  :حدا حدا لاثبات ان) 3(تفاضل المعادلات : الخطوة الاولي 

ௗ௨ೝ
ௗ

= ఏݑ
ௗఏ
ௗ௧
	ܽ݊݀	 ௗ௨ഇ

ௗ௧
= ݑ−

ௗఏ
ௗ௧

                  (4) 

࢘     نفاضل متجھ الموضع للكوكب ) 4(باستخدام المعادلات : الخطوة الثانیة  = ݑݎ  
  .وبالتالي یعطي متجھ السرعة  

 

ݒ  = ௗ࢘
ௗ௧
= ݑ

ௗ
ௗ௧
+ ݎ ௗఏ

ௗ௧
ఏݑ                                   (5) 

ܽنفاضل مره اخري لاظھار ان تسارع متجھ الكوكب : الخطوة الثالثة = ௗ௩
ௗ௧

  تعطي   

ܽ = ௗ
మ

ௗ௧మ
− ݎ ቀௗఏ

ௗ௧
ቁ
ଶ
൨ ݑ + [ଵ


ௗ
ௗ௧
ቀݎଶ ௗఏ

ௗ௧
ቁ]ݑఏ         (6) 

) 6(و) 2(المكونات القطریة والمستعرضة علي الجانب الایمن في المعادلة : الخطوة الرابعة 
 ݑوھذا ھو معاملات (لبعض بمساواة بین العناصر المستعرضة ینبغي ان تتوافق مع بعضھا ا

  نحصل علي ) 

ଵ

ௗ
ௗ௧
ቀݎଶ ௗఏ

ௗ௧
ቁ = 0                (7) 

  ویترتب علي ذلك 



ଶݎ ௗఏ
ௗ௧
= ℎ                                         (8) 

في الشكل تعطي من قبل  A(t)ثابت لان الاحداثیات القطبیة لعنصر المساحة   hحیث 
ܣ݀ = ଵ

ଶ
ثابت ھو بیان من قانون كبلر الثاني  A'(t)یعطي ان المشتقة ) 8(المعادلة   		ߠଶ݀ݎ

.  

ثم باستخدام النتیجة في المعادلة ) 6(و) 2(بمساواة المكونات القطریة في : الخطوة الخامسة 
ادلة التفاضلیة ذات الرتبة للكوكب تحقق المع r(t)لاثبات ان دالھ الاحداثیات القطریة ) 8(

  :الثانیة التالیة

ௗమ
ௗ௧మ

− మ

య
= − 

మ
                                                         (9) 

غیر خطیة لكن یمكن تحویلھا لمعادلة ) 9(بالرغم من ان المعادلة التفاضلیة : الخطوة السادسة 
رض ان المدار یمكن ان یكتب في خطیة باستخدام تعویضات بسیطة لھذا الفرض افت

لاثبات انھ ) 8(اولا استخدام قاعدة السلسلة والمعادلة  r=r(θ)الاحداثیات القطبیة من المعادلة 
ݎاذا كانت  = ଵ
௭

 فان  

ௗ
ௗ௧
= −ℎ ௗ௭

ௗ
  

تحقق المعادلة من الرتبة  z(θ)=1/r(θ)ان الدالة ) 9(فاضل مره اخري لاستنتاج من المعادلة 
  الثانیة 

ௗమ௭
ௗమ

+ ݖ = 
మ

                                   (10) 

  ھو ) 10(اثبت ان الحل العام للمعادلة : الخطوة السابعة 

A(θ)ݖ sinθ + B cos θ + ୩
୦మ
	                          (11) 

  :تعطي ب  r(θ)=1/z(θ)ان ) 11(اخیرا ، استنتج من المعادلة : الخطوة الثامنة 

(θ)ݎ = 
ଵାୣୡ୭ୱ(ି)

                                         (12) 



یمثل قطع ) 12(والمدار الاھلیجي في المعادلة  . e=Ch2/k , Ccosα=B ,L=h2/k:حیث ان 
0واذا كان معامل الاختلاف , مخروطي  ≤ ݁ ≤ یمثل , e=1واذا كان , یمثل قطع ناقص  1

  . e>1ویمثل قطع ذائد اذا كان , قطع مكافئ 

المدارات الكویكبیة محدودة لذلك ھي عبارة عن قطوع ناقصیة .مع تمركز في نقطھ الاصل 
(e<1)   المحور الاساسي للقطع الناقص یقع علي طول الخط النصف ,كما موضح في الشكل
  . θ=αقطري 

مع ) 12(ارسم بعض المدارات الاھلیجیة النموذجیة كما موضح ب: الخطوة التاسعة 
  اصطلاحات مركزیة مختلفة واتجاھات مختلفة من الاحداثیات المتقاربة یمكن كتابتھ 

(ݐ)ݔ = (ݐ)ݎ cos ,	ݐ (ݐ)ݕ = (ݐ)ݎ sin ,	ݐ 0 ≤ ݐ ≤   ߨ2

الاختلاف  αخالي الشكل وبزاویة دوران  (e)لرسم مدار اھلیجي مع اختلاف مركزي 
݁المركزي لمدار الارض ھو  ≈ مع الاقتراب من الصفر یظھر المدار دائري  0.0167

والاختلافات المركزیة للمدارات للكویكبات الاخري ) ومن ثم ان الشمس ھي المركز ( تقریبا 
لبلوتو  0.2486لعطارد و 0.2056للمریخ و 0.0933للزھرة و   0.0068في المدي من 

بات لھا مدارات ذات اختلاف مركزي كبیر مثل المذنب ھالي مع ولكن عدد من المذن
݁ ≈ 0.97  .  

  ) :الاقصاء(طریقھ الحذف  )1-4(

أكثر طریقھ أولیھ للمعادلات التفاضلیة ذات الأنظمة الخطیة تتضمن استبعاد المتغیرات التابعة 
عبر طریقة الجمع بین زوجین من المعادلات بصوره صحیحة ، الھدف من ھذه الطریقة ھو 

استبعاد المتغیرات التابعة في تتابع حتي تبقي معادلة منفردة تحتوي علي متغیر تابع واحد 
ولكن ایجاد الحل . غالبا معادلة خطیة ذات رتبة علیا ویمكن ان تحل عن احد الطرق 

للمتغیرات التابعة الاخري یمكن ایجادھا تراجعیا باستخدام المعادلات التفاضلیة الاصلیة  او 
  .في عملیة الحذف التي ظھرت

طریقة الحذف للمعادلات التفاضلیة ذات الانظمة الخطیة مشابھھ لحل الانظمة الخطیة  
ان حتي یتبقي  أي, للمعادلات الجبریة عن طریق عملیة استبعاد المتغیرات غیر المعلومة 

تحتوي متغیر غیر معلوم منفرد یعتبر أكثر ملائمة للانظمة البسیطة مھلة التحكم تلك التي لا 
علي اكثر من اثنین أو ثلاثة معادلات تمثل ھذه الانظمة طریقة الاستبعاد توفر تقارب بسیط 



 -ومحدد یتطلب نظریة تمھیدیة بسیطة أو آلیة اساسیة لكن للانظمة الاكبر للمعادلات التفاضلیة 
اكثر ) ةمفضل(طریقة المصفوفة للاجزاء التالیة في ھذا الفصل تعتبر  -كما في النقاش النظري 

  ).الا یتم تفضیلھا علي الطرق الاخري(

  ) :1(مثال 

  اوجد الحل الخاص للنظام 

ᇱݔ = ݔ4 − yᇱ			,			ݕ3 = 6x − 7y																															(1)  

      x(0)=2 ,   y(0)=-1التي تحقق الشروط الابتدائیة 

  الحل

  نحصل علي , xل) 1(اذا قمنا بحل المعادلة الثانیة في 

ݔ = ଵ

ᇱݕ + 


     (2)																																																														,	ݕ

ᇱݔ = ଵ

"ݕ + 


         )      3(        ولذلك                                    ,      	ᇱݕ

  ھذا ینتج ) 1(في المعادلة الاولي للنظام في  ’xو   xثم نعوض ھذه المقادیر ل 

ଵ

"ݕ + 


ᇱݕ = 4ቀଵ


ᇱݕ + 


ቁݕ −    ݕ3

  والتي یمكن ان تبسط الي 

"ݕ + ᇱݕ3 − ݕ10 = 0  

  ھذه المعادلة الخطیة من الرتبة الثانیة لھا معادلة ممیزة 

ଶݎ + ݎ3 − 10 = ݎ) − ݎ)(2 + 5) = 0  

  وبالتالي الحل العام ھو 

(ݐ)ݕ = ܿଵ݁ଶ௧ + ܿଶ																																																											(4)  

  لتعطي ) 2(في ) 4(ثانیا ، نعوض 



(ݐ)ݔ = ଵ

(2ܿଵ݁ଶ௧ − 5ܿଶ݁ିହ௧) +



(ܿଵ݁ଶ௧ + ܿଶ݁ିହ௧) ,      وھي 

(ݐ)ݔ = ଷ
ଶ
ܿଵ݁ଶ௧ +

ଵ
ଷ
ܿଶ݁ିହ௧																																				(5)  

  الشرط  الابتدائي المعطاة تقتضي ان ) 1(یكونان الحل العام للنظام ) 5(و) 4(وھذه المعادلة 

(0)ݔ																																					 = ଷ
ଶ
ܿଵ +

ଵ
ଷ
ܿଶ = 2    , وھذا            

(0)ݕ = ܿଵ + ܿଶ = −1 

 الحل المرغوب فیھ ھو     c1=2 , c2=-3وھذه المعادلات تمكن حلھا بسھولة مختزلة ل 

(ݐ)ݔ = 3݁ଶ௧ − ݁ିହ௧	, (ݐ)ݕ = 2݁ଶ௧ − 3݁ିହ௧  

  الشكل یوضح ھذا الحل وحلول منحنیات اخري نموذجیة معلمات بالمعادلات 

(ݐ)ݔ = ଷ
ଶ
ܿଵ݁ଶ௧ +

ଵ
ଷ
ܿଶ݁ିହ௧		,			(ݐ)ݕ = ܿଵ݁ଶ௧ + ܿଶ݁ିହ௧  

نري عائلتین من المنحنیات القطوع الذائدیة تنشأ في     c1  , c2لقیم مختلفة الثوابت الاحتیاطیة 
  .نفس زوج الثنائي المعرف 

   -:ملاحظھ 

وباسترجاع جمیع  ( x(t) ,y(t))یمكن ان یعتبر متجھ ) 5(و ) 4(الحل العام المعرف  بالمعادلة 
علي ) 5(و ) 4(یمكن كتابھ الحل العام في ,) او ضرب المتجھات في اعداد (المتجھات 

  :الصیغة 

,(ݐ)ݔ	) (	(ݐ)ݕ = ൬
3
2
ܿଵ݁ଶ௧ +

1
3
ܿଶ݁ିହ௧, ܿଵ݁ଶ௧ + ܿଶ݁ିହ௧൰	 

																				= ܿଵ ൬
3
2
݁ଶ௧ , ݁ଶ௧൰ + ܿଶ ൬

1
3
݁ିହ௧, ݁ିହ௧൰. 

  كمزیج خطي من حلین خاصین ) 1(ھذا التعبیر یظھر الحل العام للنظام 

,ଵݔ) (ଵݕ = ቀଷ
ଶ
݁ଶ௧, ݁ଶ௧ቁ ,ଶݔ)	݀݊ܽ (ଶݕ = ቀଵ

ଷ
݁ିହ௧, ݁ିହ௧ቁ.  



  :المؤثرات التفاضلیة لكثیرة الحدود  )1-5(

لاستبعاد واحد من المتغیرات المستقلة عن طریق  (ad hoc)استخدمنا الطرق ) 1(في المثال 
رمز المؤثر اكثر ملائمة . الان نصف طریقة استبعاد منظمة  . الآخر التعبیر عنھ كدالھ في 

  المؤثر التفاضلي لكثیرة الحدود ھو احد الاشكال . لھذه الاغراض 

ܮ = ܽܦ + ܽିଵܦିଵ +⋯+ ܽଵܦ + ܽ	,																(6)   

  . tترمز للتفاضل بالنسبة للمتغیر المستقل  Dحیث 

  ، فان حاصل ضربھما یعرف بالطریقة مؤثرین   L1 , L2اذا كانت 

L1L2[x]=L1[L2x]                                                                    (7) 

  فان     L1=D+a , L2=D+bاذا كان : مثلا

L1L2[x]=(D+a)[(D+b)x] = D(Dx+bx)+a(Dx+bx)  

                                       =[D2+(a+b)D+ab]x . 

ھذا یوضح حقیقة ان مؤثرین تفاضلیین كثیري حدود مع معاملات ثابتة یمكن ان نضرب اذا 
  ینتج. لان ضرب كثیرات الحدود تلك تبادلي .  Dكانا كثیرا حدود عادیة في المتغیر 

L1L2[x]=L2L1[x]                                                                      (8) 

بالتباین ھذه الخاصیة التبادلیة عموما تفشل في .   x(t)المشتقات الضروریة ل  اذا وجدت
  .الحدود التي لھا معاملات متغیرة   المؤثرات كثیرات

  :نظام لمعادلتین تفاضلیتین خطیتین ذات معاملات ثابتة یمكن ان تكتب ھكذا أي

ݔଵܮ + ݕଶܮ = ଵ݂(ݐ),  

ݔଷܮ + ݕସܮ = ଶ݂(ݐ),  



كما في المعادلة ) ربما لھا رتب مختلفة(مؤثرات تفاضلیة كثیرة حدود   L1 ,L2 , L3 ,L4حیث 
یمكن ان یكتب علي الصورة ) ) 1(مثال ) (1(مثلا النظام . دوال معطاة   f1(t) ,f2(t)و) . 6(
:  

ܦ) − ݔ(4 + ݕ3 = 0																																																																	(10),  

ݔ6− + ܦ) + ݕ(7 = 0																																							  

   L1=D-4   , L2=3    ,L3=-6  , L4=D+7ولھ       

علي  L1علي المعادلة الاولي وب   L3، نؤثر ب ) 9(من النظام في  xلاستبعاد المتغیر التابع 
  :ھكذا نحسب النظام . المعادلة الثانیة 

ݔଵܮଷܮ + ݕଶܮଷܮ = ଷܮ ଵ݂(ݐ)																																																								(11)  

ݔଷܮଵܮ + ݕସܮଵܮ = ଵܮ ଶ݂(ݐ)  

  . yبطرح الاولي من الثانیة لھذه المعادلات ینتج لنا المعادلة المنفردة في المتغیر التابع المنفرد 

ସܮଵܮ) − ݕ(ଷܮଶܮ = ଵܮ ଶ݂(ݐ) − ଷܮ ଵ݂(ݐ)																																								(12)  

ݕبعد الحل ل  = ثم حل ) 9(یمكن ان تعوض النتیجة في كلتا المعادلتین الاصلیتین في  (ݐ)ݕ
x=x(t)  .  

) . 9(من النظام الاصلي في  yیمكن استبعاد ي طریقة مشابھھ المتغیر التابع . بدلا عن ذلك 
  اذا قمنا بذلك سوف نحصل علي المعادلة 

ସܮଵܮ) − ݔ(ଷܮଶܮ = ସܮ ଵ݂(ݐ) − ଶܮ ଶ݂(ݐ)																																									(13)  

یظھر الطرف الایسر  L1L4-L2L3لاحظ ان نفس المؤثر   x=x(t)والتي یمكن ان نحل الان ل 
  ) .9(ھذه  ھي المحددة للنظام ) 13(و) 12(في كلتا المعادلتین 

ฬܮଵ ଶܮ
ଷܮ ସܮ

ฬ = ସܮଵܮ −   (14)																																																															ଷܮଶܮ

  یمكن كتابتھا علي الشكل ) 13(و) 12(في طریقة المحددة المعادلات 



ฬܮଵ ଶܮ
ଷܮ ସܮ

ฬ ݔ = ฬ ଵ݂(ݐ) ଶܮ
ଶ݂(ݐ) ସܮ

ฬ	,																																																									(15)  

ฬܮଵ ଶܮ
ଷܮ ସܮ

ฬ ݕ = ฬܮଵ ଵ݂(ݐ)
ଷܮ ଶ݂(ݐ)

ฬ  

عوضت بمعني ) 15(من المھم ملاحظھ ان المحددات علي الطرف الایمن في المعادلة 
تذكر بقاعدة كرامر لحل معادلتین خطیتین ) 15(المعادلات . المؤثرات التي تؤثر علي الدوال 

  .ولذلك سھلھ التذكر) جبریین(في متغیرین 

ین خطیتین عن طریق عملیة استبعاد في الحقیقة یمكن ان تحل نظام من معادلتین تفاضلیت
اي عملیة تكون سھلھ ) .15(منتظم موصوفة ھنا او عن طریق استخدام المحددة مباشرة في 

)  خاصة اذا كان النظام متماثل ଵ݂(ݐ) = 0	, ଶ݂(ݐ) = لان في ھذه الحالة الطرف   (	0
ً ) 15(و ) 13(و ) 12(الایمن من المعادلة في    .یساوي صفرا

  -) :2(مثال 

 د الحل العام للنظام اوج 

ܦ) − ݔ(4 + ݕ3 = 0	,																					(10) 

ݔ6− + ܦ) + ݕ(7 = 0																																	 

  الحل 

  المحددة العملیة لھذا النظام ھي 

ܦ) − ܦ)(4 + 7) − 3. (−6) = ଶܦ + ܦ3 − 10																			(16)  

  ھي ) 12(و ) 13(بما ان المعادلات 

"ݔ + ᇱݔ3 − ݔ10 = 0	, 

"ݕ + ᇱݕ3 − ݕ10 = 0	. 

  المعادلة الممیزة لاي منھما ھي 



ଶݎ + ݎ3 − 10 = ݎ) − ݎ)(2 + 5) = 0 

  لذلك الحل العام لھا ھو

(ݐ)ݔ = ܽଵ݁ଶ௧ + ܽଶ݁ିହ௧	,																																			(17)  

(ݐ)ݕ = ܾଵ݁ଶ௧ + ܾଶ݁ିହ௧	  

لكن یتضح من   a1,a2,b1,b2عند ھذه النقطة یظھر ان لدینا اربعة ثوابت اختیاریة ھي 
النظریة ان الحل العام للنظام من معادلتین من الرتبة الاولي یحتوي فقط علي ثابتین اختیاریین 

  .ھذا واضح یتطلب اعادة حل 

التفسیر بسیط یجب ان تكون ھنالك علاقة مخفیة عبر الثوابت الاربعة یمكننا اكتشافھا بتعویض 
  لتعویض في المعادلة الاولي نحصل علي با) 10(في المعادلة الاصلیة ) 17(الحلول في 

0 = ᇱݔ − ݔ4 +  ݕ3

= (2ܽଵ݁ଶ௧ − 5ܽଶ݁ିହ௧) − 4(ܽଵ݁ଶ௧ + ܽଶ݁ିହ௧) + 3(ܾଵ݁ଶ௧ + ܾଶ݁ିହ௧)  

0 = (−2ܽଵ + 3ܾଵ)݁ଶ௧ + (−9ܽଶ + 3ܾଶ)݁ିହ௧.         وھذه ھي 

  دوال مستقلة خطیا لذلك یتضح ان   e2t ,e-5tولكن 

ܽଵ =
ଷ
ଶ
ܾଵ	, ܽଶ =

ଵ
ଷ
ܾଶ  

  عطي بلذلك الحل المطلوب ی

  

(ݐ)ݔ = ଷ
ଶ
ܾଵ݁ଶ௧ +

ଵ
ଷ
ܾଶ݁ିହ௧	, (ݐ)ݕ = ܾଵ݁ଶ௧ + ܾଶ݁ିହ௧  

التي حسبت بطریقة مختلفة ) 5(و) 4) (للمعادلات ( ملاحظ ان النتیجة متطابقة مع الحل العا
طریقة الاستبعاد ونستخدم كثیرا لحل الانظمة الخطیة ) 2(كما موضح بالمثال ) 1(في المثال 

لكن في الواقع لیست . المترابطة التي یمكن ان تظھر اعتباطیا سوف نعرف عدد منا الثوابت 
یجب ان تستمر لاحقا بتعویض الحلول العامة في واحده او اكثر ) الاضافیة(الثوابت .مستقلة 



العدد الصحیح للثوابت الاختیاریة المستقلة في الحل العام . من المعادلات التفاضلیة الاصلیة 
  . Dالمحددة ككثیرة حدود في  یكون مساو لدرجة) 9(للنظام 

یتضمن ثابتین اختیاریین لاي محددة العملیة ) 2(في المثال ) 10(اذا كان الحل العام للنظام 
ଶܦ + ܦ3 −   .من الرتبة الثانیة   			10

اذا كانت المحددة العملیة مماثلة للصفر فان النظام یقال عنھ انھ متدھور ، ربما لا یكون لھ حل 
  من الحلول المستقلة مثلا المعادلات  اولھ عدد لا نھائي

ݔܦ − ݕܦ = 0 

ݔܦ2 − ݕܦ2 = 1 

لھا محدده تساوي صفر من الواضح انھا غیر متناسقین ولذلك لیس لھا حل من ناحیة اخري 
  المعادلات 

ݔܦ − ݕܦ =  ,	ݐ

ݔܦ2 − ݕܦ2 =  ݐ2

دوال قابلة للتفاضل باستمرار  أيلھا محدودة تساوي الصفر من الواضح انھا یمكن ان تعرف 
نظام غیر متناسق بالرغم من ان  أيتقریبا یمكننا القول بان .  y(t)ثم تكامل لایجاد   x(t)ل

الطرق والنتائج التي ذكرت سابقا وضعت لحالة نظام مكون من معادلتین یمكننا ان نعمم 
  بسھولة لانظمة من ثلاث معادلات أو أكثر للنظام 

ݔଵଵܮ + ݕଵଶܮ + ݖଵଷܮ = ଵ݂(ݐ)  

ݔଶଵܮ + ݕଶଶܮ + ݖଶଷܮ = ଶ݂(ݐ)																																		(18)  

ݔଷଵܮ + ݕଷଶܮ + ݖଷଷܮ = ଷ݂(ݐ)  

  یحقق المعادلة المنفردة خطیا   x(t)المكون من ثلاثة معادلات خطیة المتغیر التابع 

อ
Lଵଵ							Lଵଶ									Lଵଷ
Lଶଵ							Lଶଶ								Lଶଷ
Lଷଵ							Lଷଶ							Lଷଷ

อ อ=ݔ
fଵ							Lଵଶ								Lଵଷ
	fଶ						Lଶଶ								Lଶଷ
fଷ							Lଷଶ							Lଷଷ

อ 



 

لمعظم الانظمة التي تتكون من اكثر من ثلاث   y=y(t) , z=z(t)مع معادلات متشابھھ ل 
  .معادلات مع ذلك طریقة المحددات العملیة تعتبر مرھقة ومعقدة الحسابات 

  :الاھتزازات المیكانیكیة

النظریة ي ھذا الفصل ,المیكانیكي عادة یھتز دوریا في طریق محدد واحد او أكثر النظام 
  .یوضح ھذا التقریب) 3(مثال .تطبق لتحلیل الاوضاع الطبیعیة للاھتزاز لنظام معطي 

  3(مثال: ( 

  في ھذا الفصل ، تم اشتقاق المعادلات ) 1(في مثال  

  

ଶܦ) + ݔ(3 + ݕ(1−) = 0																																											(20)   

ݔ2− + ଶܦ) + ݕ(2 = 0	  

(ݐ)݂اذا . لازاحة كتلتین في الشكل السابق  ≡ . لاننا فرضنا انھ لا توجد قوة خارجیة  0
  ) 20(اوجد الحل العام في النظام في 

  الحل

  ھو) 20(لعمل المحددات للنظام في 

ଶ3ܦ) ଶܦ)(+ + 2) − (−1)(−2) = ସܦ + ଶܦ5 + 4 = ଶܦ) + ଶܦ)(1 + 4) 

,(ݐ)ݔومنھ المعادلات ل   ي ھ (ݐ)ݕ

ଶܦ) + ଶܦ)(1 + ݔ(4 = 0																																			(21)	     

 

ଶܦ) + ଶܦ)(1 + ݕ(4 = 0	     



ଶݎ)المعادلة الممیزة  + ଶݎ)(1 + 4) = ,	݅لھا الجذور  	0 −݅	, 2݅	ܽ݊݀ − 2݅	  ً ، اذا
  ھي) 21(الحلول العامة للمعادلات في 

(ݐ)ݔ = ܽଵ cos ݐ + ܽଶ sin ݐ + ܾଵ cos ݐ2 + ܾଶ sin   (22)																													ݐ2

(ݐ)ݕ = ܿଵ cos ݐ + ܿଶ sin ݐ + ݀ଵ cos2ݐ + ݀ଶ sin2ݐ  

) بدلا من ثمانیة (، الحل العام یجب ان یحتوي اربعة ) 4(لان عمل المحددات من الرتبة 
,(ݐ)ݔعندما نعوض . ثوابت اختیاریة  نحصل ) 20(في المعادلة الاولي في ) 22(من  (ݐ)ݕ

  علي 

0 = "ݔ + ݔ3 −  ݕ

= (−ܽଵ cos ݐ − ܽଶ sin ݐ − 4ܾଵ cos ݐ2 − 4ܾଶ sin (ݐ2
+ 3(	ܽଵ cos ݐ + ܽଶ sin ݐ + ܾଵ cos ݐ2 + ܾଶ sin2ݐ) − (ܿଵ sin ݐ
+ ܿଶ sin ݐ + ݀ଵ cos ݐ2 + ݀ଶ sin2ݐ 

  وبالتالي

0 = (2ܽଵ − ܿଵ) cos ݐ + (2ܽଶ − ܿଶ) sin ݐ + (−ܾଵ − ݀ଵ) cos ݐ2
+ (−ܾଶ − ݀ଶ) sin  ݐ2

cosلان  ,	ݐ sin ݐ , cos ݐ2 , sin2ݐ	ھي مستقلة خطیا ، ومنھ نري انھ توجد معاملات في   
  ومن ثم . المعادلة الاخیرة ھي صفر 

ܿଵ = 2ܽଵ	, ܿଶ = 2ܽଶ	, ݀ଵ = −ܾଵ	ܽ݊݀	݀ଶ = −ܾଶ 

  ومن ثم

(ݐ)ݔ = ܽଵ cos ݐ + ܽଶ sin ݐ + ܾଵ cos ݐ2 + ܾଶ sin2ݐ 																											(23) 

(ݐ)ݕ = 2ܽଵ cos ݐ + 2ܽଶ sin ݐ − ܾଵ cos ݐ2 − ܾଶ sin   ݐ2

  ).22(ذا یحقق الحل العام للنظام في وھ

كتركیب خطي من اربعھ حلول خاصة ، وعلاوه علي ذلك ) 20(فان عرض الحل العام للنظام 
  .، اول اثنین من ھذه الحلول الخاصة تمثل شكل مشابھ التذبذب للكتلات ، كما تفعل اخر اثنین 



  كتابة  )بطریقة المتطابقة المثلثیة المعتادة ( نستطیع .في الواقع 

ܽଵ cos ݐ + ܽଶ sin ݐ = ݐ)	cos	ܣ −    (ߙ

2ܽଵ cos ݐ + 2ܽଶ sin ݐ = ݐ)	cos	ܣ2 −  	(ߙ

 و

ܾଵ cos2ݐ + ܾଶ sin ݐ2 = ܤ cos(2ݐ −   (ߚ

−ܾଵ cos ݐ2 − ܾଶ sin2ݐ = ܤ− cos(2ݐ −   (ߚ

ܣبحیث  = ඥܽଵଶ + ܽଶଶ			, tanߙ =
మ
భ
	 , ܤ = ඥܾଵଶ + ܾଶଶ	, ߚ	݀݊ܽ =

మ
భ
فان .    	

  تأخذ الصیغة  ) 24(المعادلة 

,ݔ) (ݕ = ,ଵݔ)ܣ (ଵݕ + ,ଶݔ)ܤ   (25)																																					ଶ)ݕ

  مع الحل الخاص 

 

൫ݔଵ(ݐ), ൯(ݐ)ଵݕ = (cos(ݐ − ,(ߙ	 2 cos(ݐ − 		(26)																																	((ߙ

and	൫ݔଶ(ݐ), ൯(ݐ)ଶݕ = (cos(2ݐ − (ߚ	 , − cos(2ݐ − 		(27)																	(	(ߚ

	
 

وعلاوه علي ذلك ، تظھر . الكتلة وللنظام الزنبركي یصف الصیغتین الطبیعیتین لتذبذب 
ଵݓ)الدائریة(الترددات الطبیعیة  = ଶݓ,	1 = 2 .  

یمثل تذبذبات حرة اختیاریة للكتلتین والنظام الزنبركي مثل ) 25(التركیب الخطي في المعادلة 
ط عن طریق الشرو   A,B ,α,βاعلي موضع للصیغة الطبیعیة للتذبذبات مع محددات الثوابت 

  . الابتدائیة 

 



  الباب الثاني
  
  

 المصفوفات والانظمة الخطیة
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  المصفوفات والانظمة الخطیة

  :مقدمة) 2-1(

علي الرغم من تقنیات الحذف البسیطة تكفي لحل الانظمة الخطیة الصغیرة التي تحوي اثنین 
وكذلك طریقة  -لخطیة نظمة االخصائص العامة للأ. املات ثابتة او ثلاثة من المعادلات بمع

ھي الاكثر سھولة وتوصف بایجاز باستخدام اللغة وتدوین  –نظمة العلیا حل مناسب للأ
وكمراجعة جاھزة، یبدأ ھذا الفصل بتدوین المصفوفة والمصطلحات . للمتجھات والمصفوفات 

متجھات خصوصا المرتبطة بالقیم الذاتیة وال –التقنیات الخاصة بالجبر الخطي . اللازمة كاملة
  .یتم تقدیمھا حسب الحاجة في ھذا الفصل  –الذاتیة 

  :المصفوفة ومصطلح المصفوفة) 2-2(

݉ذات البعد  Aالمصفوفة  × عدد او عناصر  m*nعبارة ترتیب في شكل مستطیل بھ   ݊
  .من الاعمدة  nمن الصفوف و mمرتبة في 

ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ܽଵଵ					ܽଵଶ				ܽଵଷ…	ܽଵ …	ܽଵ
ܽଶଵ					ܽଶଶ				ܽଶଷ…	ܽଶ…	ܽଶ
ܽଷଵ					ܽଷଶ				ܽଷଷ…	ܽଷ…	ܽଷ
⋮										⋮											⋮										⋮														⋮
ܽଵ						ܽଶ					ܽଷ			…	ܽ …	ܽ
⋮											⋮											⋮													⋮												⋮
ܽଵ			ܽଶ		ܽଷ…	ܽ …	ܽ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

																																					(1 − 2)                    

ܣنستخدم الاختصار  حیاناً لمصفوفة بحروف بارزه كبیرة أعادة نرمز ل = [ܽ]  للمصفوفة
تعرف المصفوفة ) . 1(كما في المعادلة , jوالعمود  iفي الصف   aijالتي تتكون من عناصر 

 .الصفریة التي تكون كل عناصرھا اصفارا

0 = 
0					0						0		 … 		0
0					0						0	… 			0
0					0						0	… 			0

൩                                       																													(2 − 2) 

݉ھنالك  m,nفي الواقع لكل زوج من الاعداد الصحیحة الموجبة  × مصفوفة صفریة  	݊
  .یكفي لكل المصفوفة الصفریة  0لكن الرمز العدد 



݉البعد  المصفوفتان ذات × ܣ,  ݊ = ൣܽ൧,			ܤ = [ܾ]    یكونان متساویان اذا كانت
  اذا كان   أي,العناصر المتناظرة متساویة 

ܽ = ܾ									, ∀1 ≤ ݅ ≤ ݉	,					∀1 ≤ ݆ ≤ ݊ 

 عن طریق جمع العناصر المتناظرة مع بعضھا البعض  Bوالمصوفة  Aتجمع المصفوفة 

ܣ + ܤ = ൣܽ൧ + ൣܾ൧ = ൣܽ + ܾ൧																																(3 − 2) 

  للمصفوفة jوالعمود  iالعنصر في الصف الاول 

ܥ = ܽ + ܾ                                ھو ܥ = ܣ +  ܤ

 cیضرب كل عدد في العدد  فسو cفي عدد ثابت   Aلضرب المصفوفة 

ܣܿ = ܿܣ = ൣܿܽ൧																																																															(4 − 2) 

  -) :1(مثال

  اذا كان

ܣ = ቂ2 −3
4 7 ቃ ܤ					,	 = ቂ−13 10

7 −5ቃ , ܥ			݀݊ܽ = ቂ3 0
5 −7ቃ 

ܣ + ܤ = ቂ2 −3
4 7 ቃ + ቂ−13 10

7 −5ቃ = ቂ−11 7
11 2ቃ  			فان						

ܥ6 = 6. ቂ3 0
5 −7ቃ = ቂ18 0

30 −42ቃ   و																																										

  :ونعرف طرح المصفوفات ادناه   A-ب A(1-)نرمز ل 

ܣ − ܤ = ܣ + 5)																																																													(ܤ−) − 2) 

العملیات علي المصفوفات المعرفة انھا لھا الخواص التالیة لكل واحدة منھا مشابھھ لخاصیة 
  .جبریة مألوفة لنظام الاعداد الحقیقیة 

ܣ + 0 = 0 + ܣ = ܣ											,	ܣ − ܣ = 0																																								(6 − 2)  



ܣ + ܤ = ܤ + 7)																																		الابدالیة																										,	ܣ − 2)  

ܣ + ܤ) + (ܥ = ܣ) + (ܤ + 8)																			التجمیعیة																,	ܥ − 2)  

ܣ)ܿ + (ܤ = ܣܿ +   	,(ܤܿ

(ܿ + ܣ(݀ = ܣܿ + 																												.	ܣ݀ عیةالتوزی 																				(9 − 2)  

من ھذه الخواص یمكن اثباتھا بسھولة عن طریق تطبیق الخاصیة المناظرة في الاعداد  أي
  لان جمع الاعداد الحقیقیة ابدالي تبعا لذلك  jأو  iلاي قیمة   aij+bij=bij+aijالحقیقیة مثلا    

ܣ + ܤ = ൣܽ + ܾ൧ = ൣܾ + ܽ൧ = ܤ +  ܣ

݉ذات البعد  Aمنقول المصفوفة  × ݊ذات البعد   ்ܣھو  ݊ × ،  jوالصف  iذات العمود  ݉
்ܣ = ൣ ܽ൧	   , لیس لھا نفس  ்ܣبالرغم من ان ذلك غیر مكتمل ترمیزیا یجب ان تتذكر ان

  m=nان  أيمصفوفة مربعة  Aما لم تكن . Aالبعد كما 

݉)المصفوفة ذات البعد  × نرمز . ط تسمي متجھ عمود أو متجھ غالبا لھا عمود واحد فق  (1
  :لمتجھ العمود بالحروف العادیة كما في 

ܾ = 
3
−7
0
൩             ݔ             او = ൦

ଵݔ
ଶݔ
⋮
ݔ

൪ 

1بنفس الطریقة متجھ الصف في مصفوفة ابعادھا  ×   لھا صف واحد فقط مثلا  	݊

ܿ = [5			17			0		 − لعمود كمنقول لاسباب الكتابة والشكل ، سوف نكتب متجھ ا.   .[3
  مثلا متجھ عمود یمكن ان یكتب علي الشكل . لمتجھ الصف 

ܾ = [3	 − ݔ    و       ,             ்[0			1 = ்[ݔ		…ଶݔ		ଵݔ]  

݉لمناسب ان یضیف المصفوفة احیانا من ا × علي اشكال اما في متجھات الصف او  	݊
  متجھات العمود 



ܣ = ൦

ܽଵ
ܽଶ
⋮
ܽ

൪                ܤ               و = [ܾଵ			ܾଶ 	…		ܾ] 

ھي   b1 , b2 , … , bnو   Aھي متجھات الصف للمصفوفة    a1 , a2 , … , amیفھم ان  
  . Bمتجھات العمود للمصفوفة 

  -:ضرب المصفوفة  

اول المفاجات في حساب . طبیعیة و متوقعة ) 9(الي ) 6(الخواص المذكورة في المعادلات  
ومتجھ العمود  aنعرف اولا الضرب القیاسي لمتجھ الصف . ة الضرب المصفوفات ھي عملی

b  . ولھا نفس عدد العناصرp   اذا كان  

ܽ = ൣܽଵ		ܽଶ 		…	ܽ൧, ܽ݊݀			ܾ = [ܾଵ		ܾଶ 	…			ܾ]் 

  :تعرف بالاتي  a.bفان 

ܽ. ܾ = ܾܽ = ܽଵܾଵ + ܽଶܾଶ +	…+ ܾܽ	.												(10 − 2)


ୀଵ

 

 Aبالضبط كما في الضرب القیاسي لمتجھین یكون معرفا فقط اذا كان عدد اعمدة المصفوفة 
  . Bمساویا لصفوف المصفوفة 

݉مصفوفة ابعادھا  Aاذا كان  × مصفوفة ابعادھا  Bو 	 ×  ܤܣفان حاصل الضرب . ݊
ܥینتج مصفوفة  = ൣܿ൧  ݉ابعادھا ×  iصف حاصل الضرب القیاسي لمتجھ ال cij، حتي  ݊

  .  Bفي المصفوفة  b ل  jومتجھ العمود .  Aللمصفوفة  aل 

ܥ = ܤܣ = ൣܽ . ܾ൧.																																																										(11 − 2)  

ܣفي الشكل مدخلات مفردة ل  = ൣܽ൧						و						ܤ = [ܾ]   یمكن أن نعید ) 11(المعادلة
  : صیاغتھا كالاتي 

ܿ = ∑ ܾܽ 		,																																																										(12 − 2)
ୀଵ   



سھلة التصور عن طریق ) 12(و) 11(لاغراض الحساب الیدوي التعرف في المعادلات 
  :تصور

						
ܽ →

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ܽଵଵ		ܽଵଶ 		…		ܽଵ
ܽଶଵ		ܽଶଶ 		…		ܽଶ
⋮										⋮																⋮
ܽଷଵ		ܽଶ 		…		ܽ
⋮										⋮																	⋮
ܽଵ		ܽଶ 		…		ܽ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ܾଵଵ		ܾଵଶ 		… ܾଵ 		…			ܾଵ
ܾଶଵ		ܾଶଶ 		… ܾଶ 		…				ܾଶ
⋮									⋮												⋮																			⋮

	
⋮										⋮												⋮																	⋮
ܾଵ		ܾଶ 		… ܾ 		…				ܾ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	, 

																																																		
↑
ܾ
 

لحساب .  bjمع متجھ العمود   aiوالتي توضح ان واحد یشكل الضرب القیاسي لمتجھ الصف 
 Aاما شرط الضرب ھو لابد من ان یكون عدد أعمده  bjوالعمود   aiفي الصف  cijالعنصر 

  . Bمساویا لعدد صفوف 

  ) :2(مثال

  لفھم تعریف ضرب المصفوفات عن طریق اثبات أنھ اذا كان 

ܣ = ቂ 2 −3
−1 5 ቃ ܤ					و					 = ቂ13 9

4 0ቃ, 

ܤܣ = ቂ 2 −3
−1 5 ቃ ቂ

13 9
4 0ቃ = ቂ14 18

7 −9ቃ   	فان											.	

  :بنفس الطریقة نثبت أن 


2			 − 3						1
4							5		 − 2
6				 − 7						0

൩ ቈ
ݔ
ݕ
ݖ
 = 

ݔ2 − ݕ3 + ݖ
ݔ4 + ݕ5 − ݖ2
ݔ6 − ݕ7

൩ 


1 2
3 4
5 6
7 8

 ቂ 2 1 3
−1 3 −2ቃ = 

0 7 −1
2 15 1
4 23 3
6		 31	 5

  	و					.



ساس تعریف ان ضرب المصفوفات تجمیعي وایضا كن ان نثبت بالحساب المباشر علي أیم
  توزیعي بالنسبة لجمع المصفوفات 

(ܥܤ)ܣ = 13)																																																												ܥ(ܤܣ) − 2) 

ܤ)ܣ + (ܥ = ܤܣ + 14)																																										ܥܣ −  و															(2

لكن ضرب . شرط ان تكون المصفوفة لھا نفس البعد فان الضرب والجمع یكونان ممكنین 
݊مصفوفتان ابعادھما  A,Bاذا كانت .  المصفوفات لیس ابدالي  ×  ABفان حاصل الضرب  ݊

,BA ݊معروفان ولھما نفس الابعاد  یكون ×   عموما  ݊

ܤܣ      ≠ 15)									                                                           ܣܤ − 2) 

 علاوة علي ذلك یمكن ان تكون 

ܤܣ  = 0		 بالرغم من ان   ܣ ≠ ܤ			و				0 ≠ 0																																		(16 − 2)  

یمكن ان توجد في مسائل یمكن ان تنشئ امثلة ) 16(و) 15(الامثلة التي توضح الظواھر في 
2)باستخدام مصفوفات ابعادھا   ×   .مع عناصر صحیحة صغیرة  (2

  :معكوس المصفوفة

݊المصفوفة المربعة ذات البعد  × ھي  nمصفوفة الوحدة من الرتبة ,  nیقال ان رتبتھا  ݊
  المصفوفة المربعة 

ܫ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0
0 1 0
0 0 1

				
0 … 0
0 … 0
0 … 0

0 0 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 0

				
1 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

																																																					(17 − 2)  

  وباقي العناصر تكون اصفار من السھل اثبات ذلك  1تكون عناصر القطر الرئیسي عبارة عن 

ܫܣ = 18)																																																																			ܣܫ − 2) 



عبارة   Aمصفوفة مربعة ، فان معكوس  Aاذا كان   ܫمن نفس رتبة  Aلكل مصفوفة مربعة 
  فان  Aمن نفس رتبة  Bعن المصفوفة المربعة 

ܤܣ = ܣܤ							و								ܫ =  ܫ

بناء . مصفوفة لھا معكوس فان المعكوس یكون وحید  Aلیس من الصعب اثبات انھ اذا كانت 
  . ଵିܣونرمز لھ بالرمز  Aعلي ذلك یمكن ان نتحدث عن المعكوس ل 

ଵିܣܣ = ܫ = 19)																																															,	ܣଵିܣ − 2) 

مصفوفة مربعة  أياعتبر . من الواضح ان بعض المصفوفات المربعة لیس لھا معكوس 
موجود وان   ଵି(ଵିܣ)موجود ثم  ଵିܣة یمكن بسھولة اثبات ان لھا معكوس صفری

ଵି(ଵିܣ) =   .  ܣ

للمصفوفة  (ܣ)	detموجوده اذا وفقط اذا كان المحددة  ଵିܣفي الجبر الخطي اثبت ان 
اذا كان المحدد . یقال عنھا غیر شاذة  Aاذا كان كذلك فان المصفوفة . غیر صفري  Aالمربعة 
det(ܣ) الصفر فان  یساويA  تسمي مصفوفة شاذة.  

  :المحددات ) 2-3(

ܣاذا كان   = ൣܽ൧  2مصفوفة ابعادھا × (ܣ)detفان المحدد  2 =    		|ܣ|

  تعرف كتالي 

|ܣ| = ቚ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶቚ = ܽଵଵܽଶଶ − ܽଶଵܽଶଵ 

Aالمحددات للمصفوفات ذات الرتب العلیا یمكن ان نعرف الاستقراء كالاتي   = [a୧୨]  ھي
nمصفوفة ابعادھا  × n   افرض ان ،Aij  ترمز للمصفوفة المسحوبة ذات البعد(݊ − 1) ×

(݊ −  تعطي   iعلي الصف   |A|امتداد المحددة .  jوالعمود  iف الصف بحذ Aمن   (1

|ܣ| = (−1)ାܽหܣห																																									(20	ܽ − 2)


ୀଵ

 

 :تعطي   jامتدادھا علي طول المنحني ل



|ܣ| = (−1)ାܽหܣห																																											(20	ܾ − 2)


ୀଵ

 

وأیما عمود استخدم في   (a 20)اثبت في الجبر الخطي ان أیما صف استخدم في المعادلة  
تعرف عن طریق ھذا  |A|اذا . حالة  2nالنتیجة تكون نفسھا في كل الحالات . ( 20)المعادلة 
  .الصیغ 

  ):3(مثال

  اذا كان  

ܣ = 
3 1 −2
4 2 1
−2 3 5

൩ 

  علي طول الصف الثاني ھو  |A|فان المفكوك في 

|ܣ| = −4. ቚ1 −2
3 5 ቚ + 2. ቚ 3 −2

−2 5 ቚ − 1. ቚ 3 1
−2 3ቚ 

= −4.11 + 2.11 − 1.11 = −33	. 

 الالات الحاسبة واجھزة الكمبیوتر مریحة لحساب محددات الابعاد العالي والمصفوفات و
2المصفوفات العكسیة ولكن المحددات والمعكوسات من النوع  × مصفوفات سھلھ لحساب  2

2التي ابعادھا  Aعلي سبیل المثال ، اذا كانت المصفوفة .الید  ×   غیر صفریة المحدد   2

ܣ = ቂܽ ܾ
ܿ ݀ቃ 

|ܣ| = ܽ݀ − ܾܿ ≠  	اي	ان																				0

  فان معكوس المصفوفة ھو 

ଵିܣ =
1
|ܣ|

ቂ ݀ −ܾ
−ܿ ܽ ቃ																																																			(21 − 2) 



  یتم الحصول علیھا من ) 21(نلاحظ ان المصفوفة علي الجانب الایمن في المعادلة
 .تبادل عناصر القطر الرئیسي و تغییر علامات العناصر غیر الصفریة 

   4(مثال: ( 

ܣاذا كانت                           = ቂ6 8
5 7ቃ 

|ܣ|فان      = 6.7 − 5.8 =   تعطي ) 21(من المعادلة  			2

ଵିܣ =
1
2
ቂ 7 −8
−5 6 ቃ = ൦

7
2

−4

−
5
2

3
൪ 

  یجب ان نتوقف للتحقق من ان 

ଵିܣܣ = ൦

7
2

−4

−
5
2

3
൪ ቂ6 8
5 7ቃ = ቂ1 0

0 1ቃ 

 :دوال القیم الذاتیة  )2-4(
  دوال القیم الذاتیة للمصفوفة أو ببساطة دالة مصفوفة ، ھي مصفوفة مثل 

(ݐ)ݔ = ൦

(ݐ)ଵݔ
(ݐ)ଶݔ
⋮

(ݐ)ݔ

൪																																																				(22	ܽ − 2)  

(ݐ)ܣ = ൦

ܽଵଵ(ݐ) ܽଵଶ(ݐ)
ܽଶଵ(ݐ) ܽଶଶ(ݐ)

			
⋯ ܽଵ(ݐ)
… ܽଶ(௧)

⋮							 ⋮ 																	 ⋮
ܽଵ(ݐ) ܽଶ(ݐ)			… ܽ(ݐ)

൪																	(22	ܾ − 2)  

عند ) أو تفاضلیة(مستمرة  A(t)نقول ان مصفوفة دالھ .  tالتي ھي دوال في 
 اذا كان كل عناصرھا لدیھ نفس الخاصیة ، یتم تعریف) أو في فترة(نقطة 

  .مشتقھ مصفوفة دالھ تفاضلیة ع طریق تفاضل عناصر المصفوفة 



(ݐ)ᇱܣ = ௗ
ௗ௧
= ቂௗೕ

ௗ௧
ቃ																																											(23 − 2)  

 5(مثال: ( 

(ݐ)ݔ        اذا كان = ቈ
ݐ
ଶݐ
݁ି௧

 (ݐ)ܣ		و			 = ቂsin ݐ 1
ݐ cos   ቃݐ

(ݐ)ᇱܣ	فان  = ቂcos ݐ 0
1 − sin ቃݐ 									و	

ௗ௫
ௗ௧
= 

1
ݐ2
−݁ି௧

൩ 

  من قانون التفاضل 
ௗ
ௗ௧
ܣ) + (ܤ = ௗ

ௗ௧
+ ௗ

ௗ௧
																																														(24 − 2)  

And ௗ
ௗ௧
(ܤܣ) = ܣ ௗ

ௗ௧
+ ௗ

ௗ௧
25)																																			ܤ − 2) 

ا اذ. اتبع بسھولھ قوانین التفاضل حدا حدا في مقدمھ الحسبان دوال القیم الحقیقیة 
  ھي مصفوفة الثوابت  فان Cو  )ثابت(عدد حقیقي  cكان 

݀
ݐ݀
(ܣܿ) = ܿ

ܣ݀
ݐ݀
	,
݀
ݐ݀
(ܣܥ) = ܥ

ܣ݀
ݐ݀
	,			

݀
ݐ݀
(ܥܣ) =

ܣ݀
ݐ݀

26)					ܥ − 2) 

فم المھم عدم عكس ترتیب العوامل في , بسبب عدم تبدیلیة مصفوفة الضرب 
  ) .26(و) 25(المعادلات 

   انظمھ خطیھ من الرتبة الاولي:  

. قد یبدو الترمیز والمصطلحات في و المتجھات تظھر وبالاحري توضیح تواجھھا اول مرة 
  .ولكن یتم استیعابھا بسھولة مع الممارسة 

استخداما الرئیسي لترمیز المصفوفة سیكون مبسط الحساب مع انظمة المعادلات التفاضلیة ، 
نناقش ھنا . میز القیاسي وخصوصا تلك الحسابات التي من شأنھا ان تكون مرھقھ في التر

  .نظام خطي من الدرجة الاولي  nالنظام العام ل 

ଵᇱݔ = ଵݔ(ݐ)ଵଵ + ଶݔ(ݐ)ଵଶ +⋯+ ݔ(ݐ)ଵ + ଵ݂(ݐ)  
ଶᇱݔ = ଵݔ(ݐ)ଶଵ + ଶݔ(ݐ)ଶଶ +⋯+ ݔ(ݐ)ଶ + ଶ݂(ݐ) 

ଷᇱݔ = ଵݔ(ݐ)ଷଵ + ଶݔ(ݐ)ଷଶ +⋯+  ݔ(ݐ)ଷ

+ ଷ݂(ݐ)																											(27 − 2) 



⋮ 
ᇱݔ = ଵݔ(ݐ)ଵ + ଶݔ(ݐ)ଶ +⋯+ ଷݔ(ݐ)ଷ + ଷ݂(ݐ) 

(ݐ)اذا ادخلنا مصفوفة المعاملات     =  [(ݐ)]

ݔومتجھات العمود   = ,			[ݔ] (ݐ)݂ = [ ݂(ݐ)] 

  یاخذ صیغھ معادلة مصفوفة وحیده ) 28(فان النظام في 

ݔ݀
ݐ݀

= ݔ(ݐ) + 28)																																																																						(ݐ)݂ − 2) 

وحیده ،  nتقریبا یماثل معادلة م الرتبة ) 27(لاحظ ان النظریة العامة للنظام الخطي في 
تؤكد لیس فقط ھذا التشابھ ولكن ایضا یوفر قدرا كبیرا ) 28(ترمیز المصفوفة المستخدمة في 

  .من المساحة 

(ݐ)ݔھو دالة متجھ العمود  ܫعلي الفترة المفتوحة ) 28(حل المعادلة  = عناصر   [(ݐ)ݔ]
,(ݐ)݂اذا كانت الدوال .  ܫیماثل ) 27(تجعل من النظام  xالدوال في   ܫمستمرة علي  (ݐ)

(ܽ)ݔتحقق الشروط الابتدائیة   ܫعلي  x(t)تضمن وجود الحل الوحید  1من النظریة .  =
ܾ						  .  

 6(مثال: ( 
  ي النظام من الرتبة الاول

  یمكن ان یكتب في معادلة مصفوفة وحیدة 

ݔ݀
ݐ݀

= ቂ4 −3
6 −7ቃ ݔ =  ݔ

  للتحقق من دالتي المتجھ 

(ݐ)ଵݔ = ቂ3݁
ଶ௧

2݁ଶ௧
ቃ (ݐ)ଶݔ	݀݊ܽ	 =  ݁

ିହ௧

3݁ିହ௧
൨ 



  .، سوف نحتاج فقط للحساب  pتمثلان حل المعادلة التفاضلیة للمصفوفة مع مصفوفة المعامل 

  .، نعتبر أولا المعادلة المتجانسة المرتبطة ) 28(لطبیعة العامة لحل المعادلات لایجاد ا

ݔ݀
ݐ݀

= 29)																																																						ݔ(ݐ) − 2) 

(ݐ)݂، ولكن مع ) 28(التي لدیھا نموزج موضح في المعادلات  ≡ نتوقع ان  یكون .  		0
 nھو تركیبة خطیة من ) 29(، كما ان كل حل للمعادلة   x1 ,x2 ,… ,xnحل مستقل  nلدیھا 

  لنكتب.   x1 ,x2 ,… ,xnحل خاص 

(ݐ)ݔ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
(ݐ)ଵݔ
⋮

(ݐ)ݔ
⋮

⎦(ݐ)ݔ
⎥
⎥
⎥
⎤

																																																																	(30 − 2)   

لمخطوطة الثانیة تشیر الي دالة ، وا (ݐ)ݔللمتجة  iیدل علي عنصر الذي ترتیبھ  (ݐ)ݔ	 
  في حین المخطوطة الاولي تشیر الي عنصر من ھذه الدالة.  (ݐ)ݔالمتجة 

  مبدأ التراكیب ) : 1(نظریة 
,ଵݔلنفرض أن    ,ଶݔ … , حل للمعادلة الخطیة المتجانسة  nعبارة عن   		ݔ

,ଵܿاذا كان .  ܫعلي الفترة المفتوحة ) 29(في  ܿଶ, … , ܿ ابت ، فان ثو
  التركیب الخطي 

(ݐ)ݔ = ܿଵݔଵ + ܿଶݔଶ +⋯+ ܿݔ																														(31 − 2)  
  .  ܫعلي ) 29(تمثل ایضا حل للمعادلة 

  البرھان
ᇱݔكما نعرف ان   = 1)	݅	لاي					ݔ(ݐ) ≤ ݅ ≤ ݊) 

  لذلك یترتب علیھ مباشرا انھ
ᇱݔ = ܿଵݔଵᇱ + ܿଶݔଶᇱ +⋯+ ܿݔᇱ  

= ܿଵܲ(ݐ)ݔଵ + ܿଶܲ(ݐ)ݔଶ +⋯+ ܿܲ(ݐ)ݔ 
= ଵݔଵܿ)(ݐ)ܲ + ܿଶݔଶ +⋯+ ܿݔ) 



ᇱݔوھذا ھو  = وببساطة رائعة ھذا دلیل یبین بوضوح . ككما نرید   ݔ(ݐ)ܲ
  .میزه واحده من استخدام المصفوفة 

  6(مثال: ( 
  عبارة عن حلین ل   x1 ,x2اذا كان   

ݔ݀
ݐ݀

= ቂ4 −3
6 −7ቃ 

  ي ، فان التركیب الخط)  6(نوقش في مثال 

(ݐ)ݔ = ܿଵݔଵ(ݐ) + ܿଶݔଶ(ݐ) = ܿଵ ቂ
3݁ଶ௧
2݁ଶ௧

ቃ + ܿଶ  ݁
ିହ௧

3݁ିହ௧
൨  

ݔعبارة عن حل ایضا ، من الرتبة القیاسیة مع  = ଵݔ] [ଶݔ
  تعطي الحل   ்

(ݐ)ଵݔ = 3ܿଵ݁ଶ௧ + ܿଶ݁ିହ௧ 

(ݐ)ଶݔ = 2ܿଵ݁ଶ௧ + 3ܿଶ݁ିହ௧ 

  الاستقلال والحل العام: 

یتم تعریف الاستقلال الخطي بنفس طریقة دوال المتجھات الذاتیة لدوال القیم 
 ܫمستقلة خطیا علي الفترة  x1 , x2 ,x3 , … , xnالحقیقة ، دوال متجھات القیم 

  . ܫفي   tلیست كلھا اصفار لاي   c1 ,c2 , … , cn ویبرھن علي وجود ثوابت

ܿଵݔଵ(ݐ) + ܿଶݔଶ(ݐ) + ⋯+ ܿݔ(ݐ) = 0										(32 − 2)  

متكافئة فھي مستقلة خطیا بشرط ان لا أحد منھم ھو . الا ، فھي مستقلة خطیا  و
علي سبیل المثال  ، فان الحلان مستقلان خطیا لانھ . تركیبة خطیة من الاخرین 

  .بشكل واضح لیس قیاسیة متعددة من جھھ اخري  تظھر

ات رونسكایان من محدد.  nتماما كما في حالھ معادلة وحیدة من الرتبة  
)wronskian ( یقول سواء كانت أو لم تكن تعطيn  الحلول من المعادلة

حلول ، اذا   x1,x2,x3,…,xnاذا كانت . التي تعتمد خطیا ) 29(المتجانسة في 
݊حتي  ×   .تعتبر محددات رونسكایان  ݊



(ݐ)ܹ = ተ

(ݐ)ଵଵݔ (ݐ)ଵଶݔ
(ݐ)ଶଵݔ (ݐ)ଶଶݔ

				… (ݐ)ଵݔ
… (ݐ)ଶݔ

⋮															 ⋮ 																							 ⋮
(ݐ)ଵݔ …				(ݐ)ଶݔ (ݐ)ݔ

ተ																	(33 − 2)  

كما یمكننا ان نكتب . تكون عناصر من الحلول ) 30(باستعمال الترمیز في 
w(t)  أوw(x1,x2,…,xn) . نلاحظ انw  عبارة عن محدد في المصفوفة الذي

  . x1,x2,…,xnلدیھ متجھات عمود تمثل حلول 

  حلول رونسكایان ) : 2(نظریة 
حل للمعادلة الخطیة المتجانسة  nعبارة عن   x1,x2,…,xnافرض ان  

ᇱݔ = مستمرة علي الفترة   p(t)وافرض ان .  ܫعلي الفترة المفتوحة   ݔ(ݐ)
  خذ. ܫ

ܹ = ,ଵݔ)ܹ ,ଶݔ … ,  		 (ݔ

  :فان 

  ݔاذا كانتଵ, ,ଶݔ … ,  . ܫعلي أي نقطة في  w=0، عندما  ܫمستقلة خطیا علي  ݔ
  ݔاذا كانتଵ, ,ଶݔ … , ݓ، عندما   ܫمستقلة خطیا علي  ݔ ≠   ܫفي كل نقطة من   0

. 
 	ܫنقطة في  أيعند  w=0ھكذا لدینا احتمالین للحل  في النظام المتجانس ، أما  

  . ܫنقطة في   يأعند ,   w=0أو 
  7(مثال: ( 

  ) )6(كما في المثال (فانھ یتم التحقق 

(ݐ)ଵݔ = 
2݁௧
2݁௧
݁௧
൩	 , (ݐ)ଶݔ = 

2݁ଷ௧
0

−݁ଷ௧
൩	 , (ݐ)ଷݔ = 

2݁ହ௧
−2݁ହ௧
݁ହ௧

൩  

  تمثل حلول للمعادلة 

ௗ௫
ௗ௧
= 

3 −2 0
−1 3 −2
0 −1 3

൩ 34)																																																		ݔ − 2)  

  حل رونسكایات 



ܹ = อ
2݁௧ 2݁ଷ௧ 2݁ହ௧
2݁௧ 0 −2݁ହ௧
݁௧ −݁ଷ௧ ݁ହ௧

อ = ݁ଽ௧ อ
2 2 2
2 0 −2
1 −1 1

อ

= −16݁ଽ௧							 
  x1,x2 ,x3تؤدي الي ان الحلول   ) 2(النظریة . الذي لا تمثل صفرا نھائي 

  ).علي أي فترة مفتوحة (مستقلان خطیا 
݊تقول ان الحل العام للنظام ) 3(النظریة   ×   المتجانس  ݊

ᇱݔ = معطي حلول مستقلة خطیا   nیب خطي لاي ھو ترك ݔ(ݐ)
,ଵݔ ,ଶݔ … ,   . 			ݔ

ݔ = ܿଵݔଵ + ܿଶݔଶ +⋯+ ܿݔ																													(35 − 2)  
  الحل العام للنظام المتجانس ) : 3(نظریة 

,ଵݔلتكن  ,ଶݔ … , حل مستقل خطي للمعادلة الخطیة المتجانسة  nعبارة عن  ݔ
ᇱݔ =   . مستمرة  p(t)بحیث .  ܫعلي الفترة المفتوحة  ݔ(ݐ)

ᇱݔتمثل أي حل  x(t)اذا كان  = ، اذا یوجد أعداد ثوابت  ܫعلي  ݔ(ݐ)
ܿଵ, ܿଶ, … , ܿ   بحیث  

ݔ = ܿଵݔଵ + ܿଶݔଶ +⋯+ ܿݔ																												(35 − 2)   
    .  ܫعلي  tلاي 

  البرھان  
  یجب اظھار أولا وجود أرقام . ܫنقطھ ثابتة علي  aافرض ان 

 ܿଵ, ܿଶ, … , ܿ  كما في الحل.  
ݕ = ܿଵݔଵ(ݐ) + ܿଶݔଶ(ݐ) +⋯+ ܿݔ(ݐ)																	(36 − 2) 

  وھذا ھو  x(t)التي تعطي الحل  t=aلدیھا القیمة الابتدائیة عند 
ܿଵݔଵ(ܽ) + ܿଶݔଶ(ܽ) + ⋯+ ܿݔ(ܽ) = 37)											(ܽ)ݔ − 2)  

݊مصفوفة  (ݐ)ܺافرض ان  × ,ଵݔلدیھا المتجھات عمود   ݊ ,ଶݔ … ,  ݔ
,ଵܿمتجھ عمود مع العناصر  ܿوافرض ان  ܿଶ, … , ܿ  . 37(فان المعادلة (

  :تكتب علي الصیغة 
ܺ(ܽ)ܿ = 38)																																					(ܽ)ݔ − 2)  

(ܽ)ܹمحدد رونسكایان  = لا یساوي الصفر لان الحل   	|(ܽ)ܹ|
,ଵݔ ,ଶݔ … , لدیھا معكوس  X(a)ومن ھنا المصفوفة . ل خطیا مستق ݔ

  .  	(ܽ)ଵିܺالمصفوفة 



ܿومن ثم المتجھ   = ܺ(ܽ)ିଵܺ(ܽ)   كما نرید) 38(یحقق المعادلة.  
,(ݐ)ݔأخیرا ، نلاحظ أن الحل المعطي  مع القیم المستقلة ) 36(للمعادلة  (ݐ)ݕ

ܿ   من المعادلة ،ܿ = ܺ(ܽ)ିଵܺ(ܽ) عند (تدائیة لدیھا نفس القیمة الابt=a  (
(ݐ)ݔتعطي .  =   ) .35(وھي تنشئ المعادلة  	ܫفي   tلاي  	(ݐ)ݕ

 ݊أي نظام  : ملاحظھ × ᇱݔ،  ݊ = مع مصفوفة المعامل المستمر التي لدیھا  	ݔ(ݐ)
,ଵݔحل مستقل خطیا  n مجموعة  ,ଶݔ … , ) . 3(كما في الفرضیات في النظریة  ݔ

 الحل الوحید بحیث  (ݐ)ݔویكفي ان نختار 

(ࢇ)࢞ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡



⋮



⋮


⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

←  موضع		

بصیغھ ( jعند الصف  1ھذا متجھ العمود فیھ كل العناصر صفرا عدا واحده تساوي  
 فان ) jمصفوفة الوحدة للعمود رقم  (ܽ)ݔاخري 

,ଵݔ)ܹ ,ଶݔ … , ,(ݔ ݐ = عند	0 = |I| = 1 ≠ 0 
,ଵݔاذا الحل  ,ଶݔ … ,   ) .2(مستقل خطیا من النظریة  ݔ

 :مسائل القیمة الابتدائیة والعملیات الصفیةالبسیطة  )2-5(
ᇱݔفي النظام الخطي المتجانس ) 35(الحل العام للمعادلة  = یمكن ان  ݔ(ݐ)
  :یكتب في الصیغة 

(ݐ)ݔ = 39)																																				,	ܿ(ݐ)ܺ − 2)  
(ݐ)ܺ = ଶݔ		ଵݔ] 40)																			بحیث																		[ݔ		…		 − 2)  

݊في المصفوفة التي ابعادھا  × التي لدیھا متجھ العمود والحل الخطي  ݊
,ଵݔالمستقل  ,ଶݔ … , ܿو  ݔ = [ܿଵ		ܿଶ 	…		ܿ]் متجھ المعامل في   

  .التركیب الخطي 
  



ݔ = ܿଵݔଵ + ܿଶݔଶ +⋯+ ܿݔ																										(35 − 2)   

  .الان ان نرغب في حل مسألة القیمة الابتدائیة افرض 

ݔ݀
ݐ݀

ܾالمتجھ الابتدائي  = [ܾଵ		ܾଶ 		…		ܾ]்  یكفي لكي یحل ) 39(معطي ، اذا من المعادلة
,	ଵܿالنظام لایجاد المعاملات  ܿଶ, … , ܿ  35(في المعادلة (  

݊لذا سنتعرض بایجاز الطریقة الاولیة لحزف صف لحل نظام جبري خطي من  × ݊   

ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ +⋯+ ܽଵݔ = ܾଵ  

ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ +⋯+ ܽଶݔ = ܾଶ																																	(43 − 2)  

																																				⋮  

ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ +⋯+ ܽݔ = ܾ  

ܣمع غیر مصفوفة معامل مفردة  = [ܽ]   المتجة الثابت ،ܾ = [ ܾ]  والمجاھیل ،
,ଵݔ ,ଶݔ … ,   :الي مثلثیة علویة بسیطة بالصیغة) 43(الفكرة الاساسیة ھو تحویل النظام  ݔ

ܽଵଵതതതതݔଵ + ܽଵଶതതതതݔଶ +⋯+ ܽଵതതതതതݔ = ܾଵഥ   

																ܽଶଶതതതതതݔଶ +⋯+ ܽଶതതതതതݔ = ܾଶതതത																																						(44 − 2)  

																																					⋮  

                                       	ܽതതതതതതݔ = ܾതതത 

ݔالتي فقط المجاھیل  , ,ାଵݔ … , ݆)   jتظھر بشكل واضح في المعادلة   ݔ =
1,2,3,… , اولا . نظام التحویل یتم حلھا بسھولة عن طریق عملیة ارجاع الاحلال   (݊

وھكذا حتي نرجع  xn-1    ثم القبل الاخیرة تحل عند xnتحل عند ) 44(المعادلة الاخیرة في 
  . x1الي اول معادلة في الاخیر تحل عند



تخدام العملیات الصیة الي شكل الثلاثي العلوي یعتبر اسھل ثم اس) 43(تحویل النظام في 
  .البسیطة علي مصفوفة المعانلات الموسعة 

ܣ] ⋮ [ܤ = ൦

ܽଵଵ ܽଵଶ ⋯
ܽଶଵ ܽଶଶ ⋯				

ܽଵ ⋮ ܾଵ
ܽଶ ⋮ ܾଶ

⋮ ⋮ ⋱
ܽଵ ܽଶ ⋯				

⋮ ⋮ ⋮
ܽ ⋮ ܾ

൪																																					(45 − 2)      

ي العملیات كعمود اضاف Aللمصفوفة  bالتي یتم الحصول علیھا عن طریق المجاورة للمتجة 
  :الصفیة البسیطة المقبولة ھي من الانواع الثلاثة التالیة 

 .صف للمصفوفة بثابت لا یساوي الصفر) مفرد( أيضرب  .1
 .صفین في المصفوفة  أيتبدیل  .2
 .صف اخر أيطرح وضرب ثابت من صف الي  .3

لتحویل ) واحد تلو الاخر،بدورھا(الھدف ھو استخدام سلسلة من مثل ھذة العملیات 
ܣ] ⋮ الي المصفوفة المثلثیة العلویة ، واحدة لدیھا اصفار فقط تحت الرئیسي لنظام  [ܾ

ܣ]عملیة التحویل ل ) 44(المثلثیھ العلویة كما في المعادلة  ⋮ تحمل خارجا عمود  [ܾ
  .واحد كل مرة ، من الیسار الي الیمین كما في المثال التالي 

  8(مثال: ( 
  .لحل مسألة القیمة الابتدائیة ) 7( استخدم الحل المعطي في المثال 

ݔ݀
ݐ݀

= 
3 −2 0
−1 3 −2
0 −1 3

൩ ,	ݔ (0)ݔ = 
0
2
6
൩																									(46 − 2) 

  الحل
  التركیب الخطي ) 3(من النظریة 

= ܿଵ 
2݁௧
2݁௧
݁௧
൩ + ܿଶ 

2݁ଷ௧
0

−݁ଷ௧
൩ + ܿଷ 

2݁ହ௧
−2݁ହ
݁ହ௧

൩ 

3الحل العام لنظام  ×   في الصیغة القیاسیة ھذه تعطي الحل العام) . 46(في  3
(ݐ)ଵݔ = 2ܿଵ݁௧ + 2ܿଶ݁ଷ௧ + 2ܿଷ݁ହ௧ 
(ݐ)ଶݔ = 2ܿଵ݁௧ 																		− 2ܿଷ݁ହ௧ 



(ݐ)ଷݔ = 	 ܿଵ݁௧ 		−		ܿଶ݁ଷ௧ 	+		ܿଷ݁ହ௧ 
  سنحاول الوصول الي الحل الخاص الذي یحقق الشروط الابتدائیة 
ଵ(0)ݔ = 0										, ଶ(0)ݔ = 2	, ଷ(0)ݔ = 6  

ة السابقة المعادلات القیاسیة ، نحصل علي نظام جبري الثلاثعندما نستبدل القیم 
  .خطي 

2ܿଵ + 2ܿଶ + 2ܿଷ = 0 
2ܿଵ 										− 2ܿଷ = 2 
ܿଵ 	−	ܿଶ 	+	 ܿଷ 	= 6 

  مع توسعة مصفوفة المعاملات


2 2 2
2 0 −2
1 −1 1

				
⋮ 0
⋮ 2
⋮ 6

൩ 

ଵبضرب كل من الصف الاول والثاني في 
ଶ

  :تعطي  


1 1 1
1 0 −1
1 −1 1

				
⋮ 0
⋮ 1
⋮ 6

൩ 

  :ثم بطرح الصف الاول من كلا من الصف الثاني والثالث تعطي 

  .العمود الاول في ھذه الصفوفة في الصیغة المنشودة 
 ف، ثم اضافة الاثنین علي النتیجة علي الص) -1(لان بضرب الصف في 

  .وھكذا نحصل علي مصفوفة معاملات مثلثیة علویة موسعة . الثالث 


1 1 1
0 1 2
0 0 4

				
⋮ 0
⋮ −1
⋮ 4

൩ 

 .وھذا یتوافق مع النظام المحول 
ܿଵ + ܿଶ + ܿଷ = 0 

											ܿଶ + 2ܿଷ = −1 
																	4ܿଷ = 4 

ଵܿاخیرا یكون الحل  = 2	, ܿଶ = −3	, ܿଷ = 1		     



  وھو الحل المرغوب یعطي ب
(ݐ)ݔ = (ݐ)ଵݔ2 − ଶݔ3 +  (ݐ)ଷݔ

= 
4݁௧ − 6݁ଷ௧ + 2݁ହ௧
4݁௧ 															− 2݁ହ௧
2݁௧ + 3݁ଷ௧ + ݁ହ௧

൩ 

  الحلول غیر المتجانسة: 
  :اخیرا انتبھنا الي النظام الخطي غیر المتجانس الذي علي الصیغة  

ௗ௫
ௗ௧
= ݔ(ݐ)ܲ + 47)																																																	(ݐ)݂ − 2)  

  :یكون علي الصیغة ) 47(تعني بالحل العام للمعادلة ) 4(النظریة 
(ݐ)ݔ = (ݐ)ݔ + 48)																																												(ݐ)ݔ − 2)  

 (ݐ)ݔوالدالة المتكاملة ) 47(الحل الخاص الوحید للمعادلة  (ݐ)ݔبحیث ان 
ᇱݔتمثل الحل العام للمعادلة المتجانسة المرتبطة  =   . 	ݔ(ݐ)ܲ

  حل النظام الغیر متجانس ) : 4(نظریة 
في الفترة ) 47(ر المتجانسة في عن حل المعادلة الخطیة غی  	ݔافرض ان
دوال مستمرة ، افرض ان   (ݐ)			,		(ݐ)݂التي فیھا  ܫالمفتوحة 

,ଵݔ ,ଶݔ … , .  ܫالحلول الخطیة المستقلة للمعادلة المتجانسة المرتبطة علي   ݔ
، اذا توجد اعداد أو  ܫعلي ) 47(حل للمعادلة  أيعبارة عن  (ݐ)ݔاذا كان 
,ଵܿثوابت  ܿଶ, … , ܿ   بحیث:  

(ݐ)ݔ = ܿଵݔଵ(ݐ) + ܿଶݔଶ +⋯+ ܿݔ(ݐ) + 49)								(ݐ)ݔ − 2)  
  . ܫعلي  tلاي 

وبالتالي لایجاد الحل العام للنظام الخطي الغیر متجانس یشمل خطوتین 
  :مستقلین 

 .للنظام المرتبط الغیر متجانس    (ݐ)ݔایجاد الحل العام  .1
 .للنظام المرتبط الغیر متجانس  	(ݐ)ݔایجاد الحل الخاص الوحید .2

(ݐ)ݔالمجموع  = (ݐ)ݔ +   .سیكون الحل العام للنظام الغیر متجانس  	(ݐ)ݔ
  9(مثال:( 

  النظام الخطي الغیر متجانس 

ଵᇱݔ = ଵݔ3 − ଶݔ2 													− ݐ9 + 13 



ଶᇱݔ = ଵݔ− + ଶݔ3 − ଷݔ2 + ݐ7 − 15 

ଷᇱݔ ଶݔ−															= + ଷݔ3 − ݐ6 + 7 

  ) 47(الذي علي الصیغة في 

(ݐ)ܲ = 
3 −2 0
−1 3 −2
0 −1 3

൩	, (ݐ)ࢌ = 
ݐ9− + 13
ݐ7 − 15
ݐ6− + 7

൩ 

  قلنا ان الحل العام للنظام الخطي الغیر متجانس المرتبط ) 7(في المثال 

ݔ݀
ݐ݀

= 
3 −2 0
−1 3 −2
0 −1 3

൩  ݔ

(ݐ)ݔ = 
2ܿଵ݁௧ + 2ܿଶ݁ଷ௧ + 2ܿଷ݁ହ௧

2ܿଵ݁௧ 																						− ܿଷ݁ହ௧

ܿଵ݁௧ 		−		ܿଶ݁ଷ௧ 			+		ܿଶ݁ହ௧
         یعطي بواسطة 

  یمكننا التحقق عن طریق استبدال الدالة 

(ݐ)ݔ = 
ݐ3
5
ݐ2
൩ 

تؤدي الي ان ) 4(ھو الحل الخاص للنظام الاصلي الغیر متجانس ، بناء علي ھذا ،النظریة 
  :الحل العام للنظام الغیر متجانس یعطي ب 

(ݐ)ݔ = (ݐ)ݔ +  ;	(ݐ)ݔ

  والتي تعطي ب 

(ݐ)ଵݔ = 2ܿଵ݁௧ + 2ܿଶ݁ଷ௧ + 2ܿଷ݁ହ௧ +  ,	ݐ3

(ݐ)ଶݔ = 2ܿଵ݁௧ 																					− ܿଷ݁ହ௧ + 5	, 

(ݐ)ଷݔ = ܿଵ݁௧ 		−		ܿଶ݁ଷ௧ 			+		ܿଶ݁ହ௧ +  .	ݐ2



  الباب الثالث
  

طریقھ القیم الذاتیة للانظمة 
 الخطیة المتجانسة

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  طریقة القیم الذاتیة للانظمة الخطیة المتجانسة

  :مقدمة) 3-1(

الان نعرف طریقة بدیلة لطرقة الاستبعاد لبناء الحل العام لنظام خطي متجانس من الرتبة 
  الاولي ذي معاملات ثابتة 

ଵᇱݔ = ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ +⋯+ ܽଵݔ  

ଶᇱݔ = ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ +⋯+ ܽଶݔ																																			(1 − 3)  

																														⋮      

ᇱݔ = ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ +⋯+ ܽݔ  

,ଵݔمتجھات حل عام مستقلة خطیا  nنعلم انھ یكون كافیا بایجاد  ,ଶݔ … , ، التركیب  	ݔ
  الخطي یصبح

(ݐ)ݔ = ܿଵݔଵ + ܿଶݔଶ +⋯+ ܿݔ																																			(2 − 3) 

  ) .1(مع ثوابت ابتدائیة سوف یصبح حلا عاما للنظام 

جھات الحلول المستقلة خطیا ، سوف نوجد بالتناظر مع طریقة الجذر الممیز للبحث عن مت
لحل المعادلة الوحیدة المتجانسة ذات المعاملات الثابتة من المعقول ان نتوقع ان تكون متجھات 

  الحلول علي الشكل 

(ݐ)ݔ = ൦

ଵݔ
ଶݔ
⋮
ݔ

൪ =

⎣
⎢
⎢
ଵ݁ݒ⎡

ఒ௧

ଶ݁ఒ௧ݒ
⋮

⎦݁ఒ௧ݒ
⎥
⎥
⎤
= ൦

ଵݒ
ଶݒ
⋮
ݒ

൪ ݁ఒ௧ = (3																					ఒ௧݁࢜ − 3) 

,ߣحیث  ,ଵݒ ,ଶݒ … ,   اذا عوضنا . ھي ثوابت قیاسیة صحیحة  	ݒ

ݔ = ,		݁ఒ௧ݒ ᇱݔ = ,		݁ఒ௧ݒߣ (݅ = 1,2,… , ݊) 

،لذا یمكن ان نلغي  ఒ௧݁سوف یكون كل جزء ناتج في المعادلات یحتوي علي العامل ) 1(في 
یمكن ان نوجد -  ߣللقیم الذاتیة الصحیحة  –خطیة  معادلة nفي كل الحدود ھذا سوف یجعل لنا 



ଵݒالحل للمعاملات  , ,ଶݒ … , (ݐ)ݔلذلك ) 3(في المعادلة  	ݒ = والتي ھي في  	ఒ௧݁࢜
  ) .1(الحقیقة حل للنظام 

  في صیغة المصفوفة علي الشكل ) 1(للتحقق من ھذه الامكانیة اكثر ملائمة كتابة النظام في 

ᇱݔ = 4)																																																													ݔܣ − 3) 

ܣحیث  = [ܽ]  . ݔعندما نعوض الحل = ᇱݔمع المشتقة  ఒ௧݁࢜ = في المعادلة  ఒ௧݁࢜ߣ
  تكون النتیجة ) 4(

  للحصول علي  ఒ௧݁سوف نلغي المعامل القیاسي غیر الصفري 

࢜ܣ = 5)																																																												࢜ߣ − 3) 

ݔوھذا یعني ان  = ఒ௧݁࢜ متجھ غیر   ࢜حیث ) 4(سوف تكون الحل المعتبر للمعادلة   
ھو ضرب قیاسي  ࢜ܣتتحقق ناخذ ضرب المصفوفة ) 5(ثابت بحیث ان المعادلة  ߣصفري و 

  ؟؟ ߣوالثابت   ࢜ف یمكننا ایجاد المتجھ السؤال الان ھو كی .  ࢜للمتجھ 

 علي الشكل ) 5(لاجابة ھذا السؤال سوف نعید كتابة المعادلة 

ܣ) − ࢜(ܫߣ = 0																																																					(6 − 3) 

ଵݒفي  n، ھذا نظام معادلات خطیة متجانسة ߣمعطي  , ,ଶݒ … , عبر النظریة الاساسیة  ݒ
للجبر الخطي یكون لدیھا حل معتبر اذا وفقط اذا كانت محدده مصفوفة المعادلات تساوي 

  صفر ھذا اذا وفقط اذا كان

ܣ| − |ܫߣ = det(ܣ − (ܫߣ = 0																														(7 − 3) 

ᇱݔفي ابسط صورھا ، طریقة القیمة الذاتیة لحل النظام  = لذا المعادلة  ߣیتكون من ایجاد  ݔܣ
ଵݒلحساب  ߣالقیمة  هلھذ) 6(تحل المعادلة ) 7( , ,ଶݒ … , ݔثم  ݒ = سوف تكون  ఒ௧݁࢜

  .اسم الطریقة اتي من تعریف التالي . حل  متجھ

 القیم الذاتیة والمتجھات الذاتیة : تعریف  )3-2(



التي ابعادھا  ܣیسمي قیمة ذاتیة للمصفوفة ) اذا كان صفري او غیر صفري (  ߣالعدد 
݊ ×   یحقق   ݊

ܣ| − |ܫߣ = 0																																															(7 − 3) 
࢜ܣھو متجة غیر صفري یحقق  ߣالمتجة الذاتي المصاحب للقیمة الذاتیة  =   لذا ࢜ߣ

ܣ) − ࢜(ܫߣ = 0																																																	(6 − 3) 

ثابت غیر صفري یضرب  أيثم  ߣذاتي المرتبط بالقیمة الذاتیة  متجھ  ࢜لاحظ انھ اذا كان 
في الثابت غیر الصفري ) 6(ھذا یعقب ضرب كل من طرفي المعادلة ، ࢜	ل  ࢜ܥقیاسیا 
ܿ ≠ 0 .  

ذا السیاق القیمة الذاتیة تقریبا في ھ) أو ممیز(ھي كلمة المانیة تترجم ذاتي   eigenالبادئة 
  الذاتي في الاستخدام الشائع لھذا السبب المعادلة  والمتجھ

ܣ| − |ܫߣ = ൦

ܽଵଵ − ߣ ܽଵଶ
ܽଶଵ					 ܽଶଶ − 			ߣ

… ܽଵ
… ܽଶ

⋮	 ⋮
ܽଵ	 ܽଶ

					⋱			 ⋮
…	 ܽ − ߣ

൪ = 0													(8 − 3) 

نحصل علي كثیرة حدود من ) 8(لتمدید المحددة في .   ܣتسمي المعادلة الممیزة للمصفوفة 
  علي الشكل  nالرتبة 

(−1)ߣ + ܾିଵߣିଵ +⋯+ ܾଵߣ + ܾ = 0																					(9 − 3) 

جزر یمكن ان یكون بعضھا مركب ویمكن ان یكون  nعبر النظریة للجبر ھذه المعادلة لھا 
݊بعضھا مركب ویمكن ان یكون بعضھا مكرر اذا المصفوفة  × تكرار ( قیمة ذاتیة  nلھا  	݊

حقیقیة یسمح بامكانیة القیم الذاتیة المركبة وقیم مركبة   ܣبالرغم من اننا عناصر ) العد 
  .للمتجھات الذاتیة 

یوفر اثبات النظریة التالیة التي تمثل اساس طریقة القیم ) 7(الي ) 4(ناقشنا في المعادلات 
  .الذاتیة لحل النظام الخطي من الرتبة الاولي بمعاملات ثابتة 

  ࢞القیم الذاتیة للحلول ) : 1(نظریةᇱ =   ࢞
  



ذات نظام خطي من  Aلمصفوفة المعاملات ) ثابت(تكون قیمة ذاتیة  ߣافرض ان 
  الرتبة الاولي 

ݔ݀
ݐ݀

=  ݔܣ

  فان  ߣمتجة ذاتي متعلق ب  ݒاذا كان 
(ݐ)ݔ  =   )معتبر(ھو حل غیر تافة  ఒ௧݁࢜
  طریقة القیم الذاتیة: 

݊في كلمات مختصرة ھذه الطریقة لحل الانظمة ذات البعد  × المتجانسة ذات   ݊
ᇱݔالمعاملات الثابتة  =   :تعمل كالاتي  ݔܣ

,ଵߣللقیم الذاتیة ) 8(اولا نحل المعادلة الممیزة في  .1 ,ଶߣ … ,  . ܣللمصفوفة   ߣ
ଵݒمتجة ذاتي  nبعد ذلك نحاول ان نوجد  .2 , ,ଶݒ … , مرتبط مع ھذه القیم الذاتیة  ݒ

. 
من الحلول  nتحققت سوف نحصل علي لیست دائما تتحقق لكن اذا ) 2(الخطوة  .3

 .الخطیة المستقلة 

(ݐ)ଵݔ = ,ଵ݁ఒభ௧ݒ (ݐ)ଶݔ = ,ଶ݁ఒమ௧ݒ … , (ݐ)ݔ = (10					݁ఒ௧ݒ − 3)   

ᇱݔفي ھذه الحالة الحل العام ل  =   عبارة عن تركیب خطي  	ݔܣ

(ݐ)ݔ = ܿଵݔଵ(ݐ) + ܿଶݔଶ(ݐ) + ⋯+ ܿݔ  

  .حلول  nمكون من 

حالات یمكن ان تحدث معتمدة علي اذا كانت القیم الذاتیة  سوف نناقش بطریقة منفصلة عده
في حالة القیم الذاتیة المكررة عدد من جزور المعادلة . مختلفة او مكررة ، حقیقیة او مختلفة 

  .الممیزة سوف توجل للدراسة في فصل آخر 

  القیم الذاتیة الحقیقیة المختلفة: 
,ଵߣاذا كانت القیم الذاتیة   ,ଶߣ … , م مختلفة وحقیقیة فسوف نقوم بتعریفھا في قی  ߣ

ଵݒوتحل للمتجھات الذاتیة ) 6(المعادلة  , ,ଶݒ … , في ھذه الحالة . المرتبطة معھا   ݒ
ھي دائما مستقلة خطیا ، في ) 10(یمكن ان نثبت ان متجھات الحل المحددة في المعادلة 



محددة الرونسكیان ، مثال معین الاستقلال الخطي یمكن ان یثبت دائما باستخدام  أي
  :المثال ادناه یحدد الطریقة 

  1(مثال: ( 
  اوجد الحل العام للنظام 

ଵᇱݔ = ଵݔ4 + (11																																								ଶ	ݔ2 − 3)  
ଶᇱݔ = ଵݔ3 −   ଶݔ

  الحل 
  )11(المصفوفة في النظام 

ᇱݔ = ቂ4 2
3 −1ቃ 12)																																										ݔ − 3) 

  المعادلة الممیزة لمصفوفة المعاملات ھي 

ቚ4 − ߣ 2
3 −1 − ቚߣ =

(4 − 1−)(ߣ − (ߣ − 6 

= ଶߣ − ߣ3 − 10 = ߣ) + ߣ)(2 − 5) = 0	 
ଶߣلذا لدینا القیم الذاتیة المختلفة  = −2	, ଵߣ = 5	 .  

ܣ)الذاتي                معادلة المتجھ) 12(معادلة في ال ܣلمصفوفة المعاملات  −
ݒ(ܫߣ =   تأخذ الشكل  	0

ቂ4 − ߣ 2
3 −1 − ቃߣ ቂ

ܽ
ܾቃ = ቂ00ቃ																										

(13 − 3) 

ݒالذاتي المصاحب  للمتجھ  = [	ܽ			ܾ]்	 .  
  ࣅ: الحالة الاولي = − 

  نحصل علي النظام ) 13(في المعادلة  2-عوض القیمة الذاتیة الاولي 

ቂ6 2
3 1ቃ ቂ

ܽ
ܾቃ = ቂ00ቃ 

  وھو معادلتین قیاسیتین 
 

 6ܽ + 2ܾ = 0																																																																												(14 − 3) 

	3ܽ	 + ܾ	 = 0			  

النظام الخطي . والتي ناقشنا حلھا سابقا ) الجبریة(مناقضا للانظمة الخطیة غیر الشاذة 
لھا ) 14(شاذة من الواضح ان المعادلتین القیاسیتین متكافئتین لذا المعادلة ) 14(المتجانس في 



لكن لا تساوي  aیمكن ان نختار قیمة ابتدائیة ل عدد لا نھائي من الحلول غیر الصفریة 
  . bالصفر ثم نحل بعد ذلك لایجاد 

ܣ)في معادلة المتجة الذاتي  	ߣتعویض القیمة الذاتیة  − ݒ(ܫߣ = نظام خطي متجانس  		0
اذا (شاذ ولھا عدد لا نھائي من الحلول وعموما نبحث عن حل بسیط مع قیمة عددیة صغیرة 

ذاتي  وبالتالي ھو متجھ b=3 تعطي a=1وباختیار ) 14(انظر المعادلة الثانیة في ) امكن 
ଵߣمتوافق مع  = −2	 .  

ݒ = 
1
0
3
൩ 

  . vمتعدد غیر الصفر من  أيكما ھو 

  بدلا عن اسھل اختیار  اذا عوضنا: ملاحظةa=1 , b=-3  وقد قمنا قمنا باختیار ،
ܿآخر ≠ 0	, ܾ =  الذاتي  وقد حصلنا علي المتجھ  	3ܿ−

ଵݒ  = ቂ ܿ
−3ܿቃ = ܿ ቂ 1−3ቃ 

  اي خیار یؤدي الي نفس الحل  و. لان ھذا ثابت مضروبا في نتیجتنا 

(ݐ)ଵݔ = ቂ 1−3ቃ ݁
ିଶ௧ 

  ࣅ: الحالة الثانیة =   
ଶߣبتعویض القیمة الذاتیة  =   یؤدي الي الزوج ) 13(في  5

−ܽ + 2ܾ = 0																																																																				(15 − 3)  
3ܽ − 6ܾ = 0	  

وكذلك  a=2في المعادلة الاولي ونجد ان  b=1من المعادلات المتكافئة المدرجة مع 
  المتجة الذاتي المشتركة 

ଶݒ = ቂ21ቃ 

ଶߣمع  = ܽاختیار مختلف  5 = 2ܿ		, ܿ ≠ متعدد مع ) ثابت(وتعطي لكل بساطة  	0
  وھو ان القیمتان القیاسیتین والمتجھات الذاتیة المرتبطة تؤدي الي الحلین  ଶݒ

(ݐ)ଵݔ = ቂ 1−3ቃ ݁
ିଶ௧	, (ݐ)ଶݔ = ቂ21ቃ ݁

ହ௧  



  ھي خطیة مستقلة لان الرونسكایان 

ฬ ݁ିଶ௧ 2݁ହ௧
−3݁ିଶ௧ ݁ହ௧

ฬ = 7݁ଷ  

  ھو ) 11(من ھنا الحل العام للنظام في . غیر صفري 

(ݐ)ݔ = ܿଵݔଵ(ݐ) + ܿଶݔଶ(ݐ) = ܿଵ ቂ
1
−3ቃ ݁

ିଶ௧ + ܿଶ ቂ
2
1ቃ ݁

ହ௧ 

  علي الصیغة القیاسیة 

(ݐ)ଵݔ = ܿଵ݁ିଶ௧ + 2ܿଶ݁ହ௧ 

(ݐ)ଶݔ = −3ܿଶ݁ିଶ௧ + ܿଶ݁ହ௧	 

نري عائلتین من القطوع ) 11(الشكل یظھر بعض الحلول النموذجیة للمنحنیات في النظام 
ଵݔالخط : مشاركة نفس الزوج من خطوط التقارب  الذائده = تم الحصول علیة من  	ଶݔ2

ଵܿالحل العام عند  = ଶݔالخط .   0 = ଶܿتم الحصول علیة عند  ଵݔ3− = معطي القیمة  1
ଵ(0)ݔالابتدائیة  = ܾଵ	, ଶ(0)ݔ = ܾଶ	  من الواضح من الشكل ان:  

  اذا كان(ܾଵ, ܾଶ) ݔتقع علي الیمین في الخطଶ = ,	(ݐ)ଵݔ ، فان ଵݔ3−   (ݐ)ଶݔ
ݐعندما  ∞+كلاھما تؤول الي  → +∞  . 

  اذا كان(ܾଵ, ܾଶ)  ݔتقع علي الیسار في الخطଶ = ,	(ݐ)ଵݔفان   ଵݔ3−   (ݐ)ଶݔ
ݐعندما  ∞−كلاھما تؤول الي  → +∞  . 

 ݔھي متوافقة عندما نناقش النظام الخطي ) 1(كما في المثال  :ملاحظةᇱ =  ݔܣ
,ଵݔالمتجھات  ,ଶݔ … , تشیر الي قیم المتجھ المختلفة وتظھر عناصر القیمة الحل    ݔ

 . ݔالوحید 
 :التحلیل الجزئي  )3-3(

) اجزاء صغیره (تكرار النظام او العملیة المركبة یمكن ان یوزع الي نظام جزئي بسیط او 
النظام برمتھ یمكن ان یصاغ بوصف التفاعل بین شتي . التي یمكن ان تحل كل علي حده 

او حتي الاجزاء ( وبالتالي قد یتكون مصنع للكیماویات بمراحل منفصلة مختلفة . الاجزاء 
في كثیر . في مختلف المواد المتفاعلة التي تجمع بین المنتجات أو مختلطة ) . الفیزیائیة 



جزء من النظام ، ومن ثم كل الانظمة  أيمن الاحیان المعادلة التفاضلیة البسیطة توصف 
  . الفیزیائیة توصف عن طریق نظام المعادلات التفاضلیة 

ھر ثلاثة خزانات ماء ملح كما في نظام بسیط لنظام من ثلاثة مراحل ، الشكل السابق یظ
ଵݒتحوي  , ,ଶݒ   .جالون من المحلول الملحي ،علي التوالي   ଷݒ

) 1(، عندما تخلط المحلول الملحي یتدفق من الخزان ) 1(المیاه النقیة تتدفق فى الخزان 
افرض ).  3(، و خارج الخزان ) 3(الي الخزان ) 2(، من الخزان ) 2(الى الخزان 

݅لاي  ݐفي الزمن  ݅من الملح في الخزان ) بالباوند(كمیة تعبر عن ال  (ݐ)ݔ = 1,2,3	  .
جالون علي الدقیقة ، فان حساب بسیط لتركیز الملح ،   ݎاذا كان لاي معدل تدفق ھو 

  .تعطي النظام من الرتبة الاولي 

ଵᇱݔ = −݇ଵݔଵ	,  

ଶᇱݔ = ݇ଵݔଵ − ݇ଶݔଶ	,																																																					(16 − 3)  

ଷᇱݔ =														 ݇ଶݔଶ − ݇ଷݔଷ	  

  بحیث 

݇ =


				,				݅ = 1,2,3																																																				(17 − 3)  

 2(مثال:( 

ଵݒ اذا كان = 20	, ଶݒ = 40	, ଷݒ = 50	, ݎ = 10(


، والكمیة الابتدائیة   (
  للملح في صھاریج ماء البحر أو ماء الملح الثلاثة ، بالرطل ھي 

ଵ(0)ݔ = 15	, ଶ(0)ݔ = ଷ(0)ݔ = 0 
ݐاوجد كمیة الملح في كل صھریج عند الزمن  ≥ 0	 .  

  الحل 
  :نحصل علي مسألة القیمة الابتدائیة, ) 17(و) 16(بتعویض القیم العددیة في 

(ݐ)ᇱݔ = 
−0.5 0.0 0.0
0.5 −0.25 0.0
0.0 0.25 −0.2

൩ ,ݔ (0)ݔ = 
15
0
0
൩											(18 − 3) 

(ݐ)ݔ للمتجھ =   الشكل المبسط للمصفوفة . ்[(ݐ)ଷݔ				(ݐ)ଶݔ			(ݐ)ଵݔ]



ܣ − ܫߣ	 = 
−0.5 − ߣ 0.0 0.0
0.5 −0.25 − ߣ 0.0
0.0 0.25 −0.2 − ߣ

൩																						(19 − 3) 

  تؤدي حالا الي المعادلة الممیزة 

ܣ| − |ܫߣ = (−0.5 − 0.25−)(ߣ − 0.2−)(ߣ − (ߣ = 0 

 لھ قیمة ذاتیة ممیزة) 18(في  ܣاذا مصفوفة المعاملات 

ଵߣ   = −0.5	, ଶߣ = ଷߣ		݀݊ܽ		0.25− = −0.2 .  

  ߣ: الحالة الاولي = −0.5 
ߣبتعویض  =   ، نحصل علي المعادلة ) 19(في  0.5−

ܣ] + (0.5). ࢜(ܫ = 
0.0 0.0 0.0
0.5 0.25 0.0
0.0 0.25 0.3

൩ ቈ
ܽ
ܾ
ܿ
 = 

0
0
0
൩ 

࢜الذاتي المرتبط  في المتجھ = [ܽ		ܾ		ܿ]்  0.25آخر صفین بعد القسمة علي . 	
  نسبیا ینتج المعادلات القیاسیة  0.05و

2ܽ + ܾ												 = 0 
										5ܾ + 6ܿ = 0 

ܾالمعادلة الثانیة تتحقق عندما  = −6, ܿ = و من ثم المعادلة الاولي تعطي  	5
ܽ = ଵݒالذاتي  اذا المتجھ.  3 = [3		 − المرتبط مع القیمة الذاتیة  	்[5			6

ଵߣ = −0.5  .  
 ࣅ: الحالة الثانیة = −. 

ߣبتعویض  =   ، نحصل علي المعادلة ) 19(في  0.25−

ܣ] + (0.25). ݒ[ܫ = 
−0.25 0 0
0.5 0 0
0 0.25 0.05

൩ ቈ
ܽ
ܾ
ܿ
 = 

0
0
0
൩ 

ݒالذاتي المرتبط  المتجھ = [3		 − كل من الصفین الاولین یؤدي الي ان . ்[5			6
ܽ =   تعطي المعادلة  0.05، وعند قسمة الصف الثالث علي   0

5ܾ + ܿ = 0 
ܾالتي تتحقق عندما  = 1	, ܿ =  ، اذا المتجھ الذاتي 	5−



ଶݒ  = [0			1		 − ଶߣالمرتبط مع القیمة الذاتیة  ھو ்[5 = −0.25 .  
  ࣅ:الحالة الثالثة = −.  

ߣبتعویض  =   ،نحصل علي المعادلة ) 19(في  0.2−

ܣ] + (0.2). ݒ[ܫ = 
−0.3 0.0 0.0
0.5 −0.05 0.0
0.0 0.25 0.0

൩ ቈ
ܽ
ܾ
ܿ
 = 

0
0
0
൩ 

ܽان  +الصف الاول والثالث یقود الي. ݒفي المتجھ الذاتي  = ܾ	و	0 = بالترتیب ،  0
ଷݒاذا ). لكن لیس الصفر(تكمیلیا  ܿلكن كل اصفار العمود الثالث تترك  =

ଷߣھو المتجة الذاتي المرتبط مع القیمة الذاتیة  ்[1			0			0] = −0.2  .  
  الحل العام 

(ݐ)ݔ = ܿଵݒଵ݁ఒభ௧ + ܿଶݒଶ݁ఒమ௧ + ܿଷݒଷ݁ఒయ௧ 

  بناء علي ذلك تاخذ الصیغة 

(ݐ)ݔ = ܿଵ 
3
−6
5
൩ ݁(ି.ହ)௧ + ܿଶ 

0
1
−5

൩ ݁(ି.ଶହ)௧ + ܿଷ 
0
0
1
൩ ݁(ି.ଶ)௧ 

  :نتیجة المعادلات القیاسیة ھي 

(ݐ)ଵݔ = 3ܿଵ݁(ି.ଶହ)௧  

(ݐ)ଶݔ = −6ܿଵ݁(ି.ହ)௧ + ܿଶ݁(ି.ଶହ)௧    

(ݐ)ଷݔ = 5ܿଵ݁(ି.ହ)௧ − 5ܿଶ݁(ି.ଶହ)௧ +   	ଷ݁(ି.ଶ)௧ݔ

ଵ(0)ݔعندما نفترض الشروط الابتدائیة  = 15, ଶ(0)ݔ = ଷ(0)ݔ = ، نحصل علي  0
 المعادلات

3ܿଵ 																					= 15  

−6ܿଵ + ܿଶ 									= 0  

5ܿଵ − 5ܿଶ + ܿଷ = 0  



ଵܿویكون الحل لھا ھو  = cଶ	و	5 = cଷ	و	30 = اذا اخیرا ، كمیة الملح عند الزمن .  125
  في صھاریج الماء الثلاثة معطیة ب ݐ

(ݐ)ଵݔ = 15݁(ି.ହ)௧        

(ݐ)ଶݔ = −30݁(ି.ହ)௧ + 30݁(ି.ଶହ)௧  

(ݐ)ଷݔ = 25݁(ି.ହ)௧ − 150݁(ି.ଶହ)௧ + 125݁(ି.ଶ)௧  

,(ݐ)ଵݔالشكل یوضح المخططات ل  ,(ݐ)ଶݔ غسل بسرعة ) 1(كما توقعنا ،الصھریج  (ݐ)ଷݔ
xଵبواسطة دخول الماء ، و → ݐ	ݏܽ		0 → في ) 3(و)2(كمیة الملح في الصھریج .   ∞+

ݐتقترب الي الصفر مثل نظام كل الصھاریج الثلاثة تشربت الملح عند  قمة الدورة ثم → +∞ 
.  

 : القیم الذاتیة المركبة  )3-4(
بالرغم من ان بعض القیم الذاتیة مركبة ، حتي انھا مختلفة الطریقة المعروفة مسبقا 

ھي ان المتجھات الذاتیة  القیمة المركبة الوحیدة.حل مستقل خطیا  nحتي تنتج 
القیم الذاتیة المركبة وھي عادة قیمت مركبة لذلك سنحصل علي حلول قیم  المرتبطة مع

  .مركبة 
تحتوي   Aلاننا افترضنا ان المصفوفة  –نلاحظ ان . للحصول علي حلول قیم حقیقیة 

اذ أي . كلھا تكون حقیقیة ) 8(العوامل في المعادلة الممیزة في  -)علي قیم حقیقیة فقط 
ߣلنفرض ان . قیمة ذاتیة مركبة یجب ان تظھر في شكل ازواج مركبة  =  + و  	݅ݍ

ߣ̅ =  − ھو المتجھ الذاتي المرتبط مع  ݒاذا كان . ھما قیمتین ذاتیتین مترافقتین  ݅ݍ
  ،بحیث ان  ߣ

ܣ) − ݒ(ܫߣ = 0 
  ثم ناخذ المرافق المركبة في ھذه المعادلة تنتج
൫ܣ − ݒ൯̅ܫߣ̅ = 0 

ܣبما ان  = ܫ	و	ܣ̅ = ܫ ھو  ݒل   ݒ̅اذا المرافق ) .ھذه المصفوفات ذات قیم حقیقیة( ̅
  :طبعا مرافق المتجھ یكون معرفا حدا بحد ، واذا كان .  ߣ̅متجھ ذاتي مرتبط مع 



ݒ = ൦

ܽଵ + ܾଵ݅
ܽଶ + ܾଶ݅

⋮
ܽ + ܾ݅

൪ = ൦

ܽଵ
ܽଶ
⋮
ܽ

൪ + ൦

ܾଵ
ܾଶ
⋮
ܾ

൪ ݅ = ܽ + ܾ݅																				(20 − 3) 

ݒ̅اذا  = ܽ −   وثم  ݒو  ߣالحل المركب المرتبط مع  ܾ݅
(ݐ)ݔ = ఒ௧݁ݒ = ௧(ା)݁ݒ = (ܽ + ܾ݅)݁௧(cos ݐݍ + ݅ sin  (ݐݍ

  ومنھ
(ݐ)ݔ = ݁௧(ܽ cos ݐݍ − ܾ sinݐݍ)

+ ݅݁௧(ܾܿݏ	ݐ + ܽ sin 21)									(ݐݍ − 3) 
الاجزاء الحقیقیة والتخیلیة لحل القیمة المركبة تكون ایضا حلول ، اذا نحصل علي  لان

  حلي القیمة الحقیقیة
(ݐ)ଵݔ = [(ݐ)ݔ]ܴ݁ = ݁௧(ܽ cosݐݍ − ܾ sin 22)																	(ݐݍ − 3)  
(ݐ)ଶݔ = [(ݐ)ݔ]݉ܫ = ݁௧(ܾ cos ݐݍ + ܽ sinݐݍ)  

المرتبطة مع مرافق القیمة الذاتیة المركبة  ± من السھل التاكد من نفس حلول .  	݅ݍ
بدلا من تذكر .  ఒഥ௧݁ݒ̅القیمة الحقیقة التي تنتج من اخذ الاجزاء الحقیقیة والتخیلیة ل 

  :، المفضلة في المثال لتجري أو تقدم كالاتي ) 22(الصیغ المذكورة في 
  المركبة المرتبط مع القیمة الذاتیة  (ݐ)ݔاولا اوجد حل القیمة المركبة الوحید الواضح

 .  ߣ
  ݔثم نوجد الاجزاء الحقیقیة والتخیلیةଵ(ݐ) ݔوଶ(ݐ)   لنحصل علي حلول القیم الحقیقیة

 . ߣ̅و  ߣالمستقلة المطابقة لمرافق القیم الذاتیة المركبة 
  3(مثال: ( 

  اوجد الحل العام للنظام
ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵݔ4 − (23																																															ଶݔ3 − 3)  
ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵݔ3 +   	ଶݔ4
  الحل

  مصفوفة المعاملات 

ܣ = ቂ4 −3
3 4 ቃ 

  لدیھا المعادلة الممیزة



ܣ| − |ܫߣ = ቚ4 − ߣ −3
3 4 − ቚߣ =

(4 − ଶ(ߣ + 9 = 0 

ߣوبما ان لدیھ مرافق القیمة الذاتیة المركبة  = 4 − ߣ̅و 3݅ = 4 + 3݅  .  
ߣبتعویض  = 4 − ܣ)تجھ الذاتي في معادلة الم 	3݅ − ݒ(ܫߣ = ، نحصل علي  	0
  المعادلة 

ܣ] − (4 − 3݅). ݒ[ܫ = ቂ3݅ −3
3 3݅ ቃ ቂ

ܽ
ܾቃ = ቂ00ቃ 

ݒللقیمة الذاتیة المرتبطة  = ینتج المعادلتین  3بقسمة كل صف علي .  ்[ܾ				ܽ]
  القیاسیتین 

݅ܽ − ܾ = 0 
ܽ + ܾ݅ = 0	 

aكل من المعادلتین تتحقق عندما  = 1	, b = i  ݒ،اذا = مركب ھي متجھ ذاتي  ்[݅			1]
ߣمرتبط مع قیمة ذاتیة مركبة  = 4 − 3݅		 . 

(ݐ)ݔحل القیمة المركبة المقابل  = ᇱܺل  ఒ௧݁ݒ =   :ھي اذا  	ݔܣ

(ݐ)ݔ = ቂ1݅ ቃ ݁
(ସିଷ)௧ = ቂ1݅ ቃ ݁

ସ௧(cos ݐ3 − ݅ sin (ݐ3

= ݁ସ௧ ቂcos ݐ3 − ݅ sin ݐ3
݅ cos ݐ3 + sin  ቃݐ3

  ھي حلول القیمة الحقیقیة  (ݐ)ݔالاجزاء الحقیقیة والتخیلیة ل 

(ݐ)ଵݔ = ݁ସ௧ ቂcos 	ቃݐsin3ݐ3 , ଶݔ
(ݐ) = ݁ସ௧ ቂ− sin3ݐcos3ݐ ቃ 

ᇱܺالحل العام للقیمة الحقیقیة  =   اذا ھي معطاة ب  	ݔܣ

(ݐ)ݔ = ܿଵݔଵ(ݐ) + ܿଶݔଶ(ݐ) = ݁ସ௧ ܿଵ cos ݐ3 − ܿଶ sin3ݐ
ܿଵ sin3ݐ + ܿଶ cos3ݐ

൨ 

  في الصورة القیاسیة ھو) 23(اخیرا ، الحل العام للنظام في 

(ݐ)ଵݔ = ݁ସ௧(ܿଵ cos ݐ3 − ܿଶ sin3ݐ)	, 

(ݐ)ଶݔ = ݁ସ௧(ܿଵ sin3ݐ + ܿଶ cos  	(ݐ3



ویظھر ) . 23(الرسم السابق یوضح بعض منحنیات الحل النموذجي او المثالي في النظام في 
بشكل حلزوني او لولبي عكس اتجاه عقارب الساعة كما انھا تبدأ من نقطة الاصل في 

  . ଶݔଵݔ-المستوي

  :في الحل العام نري ان  ସ௧݁حالیا ، بسبب العامل 

  ݔ)بجانب كل منحني للحل النقطةଵ(ݐ), تصل او تقترب من نقطة الاصل  ((ݐ)ଶݔ
ݐعندما  →  :، حیث ان  ∞

  ݔالقیم المطلقة لଵ(ݐ)	, ݐكلا منھا تزداد بدون تغیر مثلا  (ݐ)ଶݔ →= +∞ 
ଵݒالرسم السابق یوضح نظام مغلق من لثلاثة صھاریج ماء ملح بحجم  , ,ଶݒ .   ଷݒ

ھو ) 1(والانظمة المفتوحة ھو التدفق بداخل الصھریج الاختلاف بین ھذه الانظمة 
، والتعدیل المناسب ) 2(مع نفس الترقیم كما في المثال ) 3(التدفق بخارج الصھریج 

  :ھو ) 16(للمعادلة 
ௗ௫భ
ௗ௧

= −݇ଵݔଵ 													+ ݇ଷݔଷ  
ௗ௫మ
ௗ௧

=			݇ଵݔଵ − ݇ଶݔଶ																																				(24 − 3)  
ௗ௫య
ௗ௧

=																 ݇ଶݔଶ − ݇ଷݔଷ	  
݇بحیث  = /ݎ ܸ  17(كما في.(  

  4(مثال:( 

,	(ݐ)ଵݔاوجد كمیة  ,(ݐ)ଶݔ في صھاریج ماء الملح الثلاثة ،  ݐللملح عند الزمن   (ݐ)ଷݔ
ଵݒاذا كان  = 50	݈݃ܽ	, ଶݒ = 25	݈݃ܽ	, ଷݒ = ݎو  ݈ܽ݃	50 = 10 


  .  

  الحل

  تعطي من) 24(المعطاة ، المعادلة بالقیم العددیة 

ݔ݀
ݐ݀

= 
−0.2 0 0.2
0.2 −0.4 0
0 0.4 −0.2

൩ 25)																																		ݔ − 3) 

࢞مع  = ଵݔ] ଶݔ   عندما نوجد المحدد للمصفوفة . كالعادة  ்[ଷݔ



ܣ − ܫߣ = 
−0.2 − ߣ 0 0.2
0.2 −0.4 − ߣ 0
0 0.4 −0.2 − ߣ

൩																				(26 − 3) 

  :وھي  ܣعلي طول الصف الاول ، سوف نوجد المعادلة الممیزة ل 

(−0.2 − 0.4−)(ߣ − 0.2−)(ߣ − (ߣ + (0.2)(0.2)(0.4)	 

= ଷߣ− − ଶߣ(0.8) −  ߣ(0.2)

= ߣ)]ߣ− + 0.4)ଶ + (0.2)ଶ] = 0	 

ߣلدیھ قیمھ ذاتیة صفریة  ܣاذا  = ߣ̅،  ߣومرافق مركب للقیم الذاتیة  	0 = −0.4 ±
(0.2)݅  .  

  ࣅ: 1الحالة =  

ߣبتعویض قیمة  =   تعطي معادلة القیمة الذاتیة ) 26(ي المعادلة ف 		0

ܣ) − 0. ݒ(ܫ = 
−0.2 0.0 0.2
0.2 −0.4 0.0
0.0 0.4 −0.2

൩ ቈ
ܽ
ܾ
ܿ
 = 

0
0
0
൩ 

ݒل  = [ܽ ܾ ܽالصف الاول یعطي .  ்[ܿ = ܽوالصف الثاني یعطي  ܿ = ، اذا  2ܾ
ݒ = [2 1 ߣھو المتجھ الذاتي المرتبط مع القیمة الذاتیة   ்[2 = الحل المقابل .   0
(ݐ)ݔ =   ھو الحل الثابت ) 25(للمعادلة  ݁ఒబ௧ݒ

(ݐ)ݔ = 
2
1
2
൩																																																								(27 − 3) 

  ࣅ: 2الحالة = −.  − (. ) 

ߣبتعویض  = −0.4 −   تعطي معادلة القیمة الذاتیة ) 26(في المعادلة  	݅(0.2)



ܣ] − (−0.4 − ݒ[ܫ(݅(0.2)

= 
−0.2 + (0.2)݅ 0 0.2

0.2 (−0.2)݅ 0
0 0.4 −0.2 + (0.2)݅

 ቈ
ܽ
ܾ
ܿ
 = 

0
0
0
൩	. 

ܽ(0.2)المعادلة الثانیة  = (0.2)ܾ݅ = ܽتتحقق عندما  0 = 1	ܽ݊݀	ܾ = فان  ݅
0.2]	 المعادلة الاولي + (0.2)݅]ܽ + (0.2)ܿ = ܿتعطي  0 = −1 − اذا   ݅

ݒ = [1 ݅ (−1 − ھو المتجھ الذاتي المركب المرتبط مع القیمة الذاتیة  ்[(݅
ߣالمركبة  = −0.4 − (0.2)݅ .  

(ݐ)ݔقیمة الحل المركب المقابل  =   ھو ) 25(للمعادلة   ఒ௧݁ݒ

(ݐ)ݔ = [1 ݅ (−1 − ݅)]்݁(ି.ସି.ଶ)௧ 

= [1 ݅ −1 − ݅]்݁(ି.ସି.ଶ)௧(cos ݐ0.2 − ݅ sin0.2ݐ) 

= ݁(.ସ)௧ 
cos ݐ0.2 − ݅ sin0.2ݐ
sin0.2ݐ + ݅ cos ݐ0.2

− cos0.2ݐ − sin0.2ݐ − ݅ cos ݐ0.2 + ݅ sin ݐ0.2
൩	 

  الحقیقیة للحلول  ھي القیمة (ݐ)ݔالاجزاء الحقیقیة والتخیلیة ل 

(ݐ)ଵݔ = ݁(ି.ସ)௧ 
cos ݐ0.2
sin0.2ݐ

− cos0.2ݐ − sin0.2ݐ
൩  

                                                                                      (28 − 3) 

(ݐ)ଶݔ = ݁(ି.ସ)௧ 
ݐ0.2݊݅ݏ−
cos ݐ0.2

− cos0.2ݐ + sin ݐ0.2
൩  

(ݐ)ݔالحل  العام   = ܿݔ(ݐ) + ܿଵݔ(ݐ) + ܿଶݔଶ(ݐ)  لھ المكونات القیاسیة 

(ݐ)ଵݔ = 2ܿ + ݁(ି.ସ)௧( ଵܿ cos0.2ݐ − ܿଶ sin0.2ݐ) 

(ݐ)ଶݔ = ܿ + ݁(ି.ସ)௧(ܿଵ sin ݐ0.2 + ܿଶ cos  (ݐ0.2



(ݐ)ଷݔ = 2ܿ
+ ݁(ି.ସ)௧[(−ܿଵ − ܿଶ) cos0.2ݐ
+ (−ܿଵ + ܿଶ) sin0.2[ݐ																							29) − 3)	 

  نلاحظ ان .  ݐتعطي كمیة الملح في الصھاریج الثلاثة عند الزمن 

(ݐ)ଵݔ + (ݐ)ଶݔ + (ݐ)ଷݔ ≡ 5ܿ																											(30 − 3) 

ھو اول ) 30(في المعادلة  ܿبالتاكید الكمیة الكلیة للملح في النظام المقفل ھي ثابتة ، الثابت 
  :،نري ان ) 29(في المعادلة   ௧(.ସି)݁بسبب العامل . خمس من  الكمیة الكلیة للملح 

lim
௧→ஶ

(ݐ)ଵݔ = 2ܿ	, lim௧→ஶ (ݐ)ଶݔ = ܿ	, ܽ݊݀		 lim௧→ஶ (ݐ)ଷݔ = 2ܿ 

ݐاذا عندما  →  50للملح في كل اثنین % 40الملح في النظام یصل الي الحالة الثابتة مع  ∞+
اذا مھما كان التوزیع البدائي للملح . جالون للصھریج  25في % 20جالون للصھریج و 

الرسم یوضح .ضمن الصھاریج الثلاثة ، تحدید التوزیع یكون اول تركیز موحد خلال النظام 
 المخطط لدوال الثلاثة حلول مع

 ܿ = 10	, ܿଵ = 30	ܽ݊݀	ܿଶ =   في كل حالة  10−

ଵ(0)ݔ = (ݐ)ଶݔ	݀݊ܽ	50 = (ݐ)ଷݔ = 0 . 
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  الانظمة الخطیة والمصفوفات الاسیة

  :مقدمة) 4-1(

݊متجھات الحل للنظام الخطي المتجانس  × ݊   

ᇱ࢞ = 1)																																			࢞ − 4) 

ࢄسوف یتم بناء المصفوفة المربعة  =  التي تحقق المعادلات التفاضلیة (ݐ)ࣘ
  .   للمصفوفة 

 	ܺᇱ = 1ᇱ)																																																	ܺܣ − 4)  

,(ݐ)ଵݔافرض ان  …,(ݐ)ଶݔ , فان المصفوفة . ) 1(حل مستقل للمعادلة  nھي  (ݐ)ݔ
݊ × ݊	   

(ݐ)ࣘ = 
|										 |																								|

(ݐ)ଵݔ ⋯					(ݐ)ଶݔ (ݐ)ݔ
|											 |																								|

																								(2 − 4)  

  .لدینا متجھات الحل كمتجھ عمود ، تسمي المصفوفة الاساسیة لنظام واحد

 :حلول المصفوفة الاساسیة  )4-2(

ݔلان متجھ العمود  = تحقق المعادلة التفاضلیة  )2(في  (ݐ)ࣘللمصفوفة الاساسیة    (ݐ)ݔ
ᇱݔللمصفوفة  = ࢄان المصفوفة) من التعریف لضرب المصفوفة (، یظھر  ݔܣ =  		(ݐ)ࣘ

ᇱࢄنفسھا تحقق المعادلة التفاضلیة   = لانھا متجھات العمود المستقلة خطیا  وایضا  .. ࢄ
ولذلك لھا معكوس المصفوفة . لیست وحیدة أو شاذة  (ݐ)ࣘفوفة الاساسیة یظھر ان المص

لھ ) '1(للمعادلة  	(ݐ)ψوالعكس بالعكس ، وایضا حل مصفوفة غیر شاذة .  ଵି	(ݐ)ࣘ
ھي المصفوفة الاساسیة للنظام في (ݐ)ψ	اذا) .1(متجھات عمود مستقلة خطیا وتحقق المعادلة 

)1. (  

  تكون الحل العام ) 2(في  	(ݐ)ࣘحیث المصفوفة الاساسیة 

(ݐ)ݔ = ܿଵݔ



ᇱݔللنظام  =   یمكن ان یكتب علي الصیغة  	ݔܣ

(ݐ)ݔ = 4)																																																		ܿ(ݐ)ࣘ − 4)  

ܿحیث  = [ܿଵ		ܿଶ 		…		ܿ]் ھي تركیب خطي  	(ݐ)ψاذا كان .ھي ثوابت متجھ اختیاریة   
  ان ) 4(ولذلك ینتج من المعادلة  (ݐ)ࣘلمتجھات العمود 

ψ	(ݐ) = 4ᇱ)																															ܥ(ݐ)ࣘ − 4)  

݊التي ابعادھا  Cلبعض مصفوفة الثوابت  × ݊  .  

  یحقق الشروط الابتدائیة المعطاة ) 3(في   (ݐ)ݔفي النظام للحل 

(0)ݔ = (5																																																																	ݔ − 4) 

ܿ(ݐ)ࣘیصبح ) 4(في  cیكفي ان یكون متجھ المعامل  =   ھو  		ݔ

ܿ = (6																																																				ݔଵି(ݐ)ࣘ − 4) 

  .نحصل علي خلاصة النظریة التالیة ) 4(في المعادلة ) 6(عندما نعوض 

  حلول المصفوفة الاساسیة ) : 1(نظریة 

ᇱݔمصفوفة اساسیة للنظام الخطي المتجانس  (ݐ)ࣘلیكن  = ) الوحید(فان الحل   ݔܣ
  لمسألة القیمة الابتدائیة 

ᇱݔ = ,			ݔܣ (0)ݔ = (7																																															ݔ − 4)	 
(ݐ)ݔ = 8)											یعطي		ب																		ݔଵି(ݐ)ࣘ(ݐ)ࣘ − 4) 

  نحن نعرف كیفیھ ایجاد المصفوفة الاساسیة للنظام 

ᇱݔ = 9)																																																																			ݔܣ − 4)   

من  nلھا مجموعة  Aعلي الاقل یفي الحالة التي فیھا ,  Aولھ مصفوفة المعاملات الثابتة 
ଵݒالمتجھات الذاتیة  , ,ଶݒ … , ,ଵߣمقابلة للقیم الذاتیة   ݒ ,ଶߣ … , علي التوالي في ھذه   ߣ

(ݐ)ݔ    تعطي ب) 9(الحالة متجھات الحلول المقابلة للمعادلة  = ݅لاي   ݁ఒ௧ݒ =
1,2,3,… , ݊، لذلك المصفوفة  	݊ × ݊    



(ݐ)ࣘ = 
|										 |																								|

ଵ݁ఒభ௧ݒ ⋯					ଶ݁ఒమ௧ݒ ݁ఒ௧ݒ
|											 |																								|

																						(10 − 4)      

,ଵݔلھا الحلول  ,ଶݔ … , ᇱݔكمتجھات عمود ھي المصفوفة الاساسیة للنظام   ݔ =   .  ݔܣ

  ଵି(ݐ)ࣘیجب ان نكون قادرین علي حساب معكوس المصفوفة ) 8(بدلا من تطبیق المعادلة 
2لبعد معكوس المصفوفة ذات ا.   ×   .غیر الشاذة  2

ܣ = ቂܽ ܾ
ܿ ݀ቃ 

ଵିܣ =
1
∆
ቂ ݀ −ܾ
−ܿ ܽ ቃ 11)																										ھو																							 − 4) 

=∆حیث  det(ܣ) = ܽ݀ − ܾܿ ≠ معكوس المصفوفة غیر الشاذة ) . المحدد ∆( 		0
ܣ = [ܽ]   3التي ابعادھا ×   :تعطي ب 3

ଵିܣ   =

ଵ
∆

ଵଵܣ+ ଵଶܣ− ଵଷܣ+
ଶଵܣ− ଶଶܣ+ ଶଷܣ−
ଷଵܣ+ ଷଶܣ− ଷଷܣ+

൩

்

																				(12 − 4) 

ܣ، و  A ≠0المحدد ل = ∆حیث  2ترمز الي محدده  المصفوفة الفرعیة    × من  2
لا تنسي رمز المصفوفات (  Aمن  jوالعمود  iالمحسوبة ب حزف الصف  Aالمصفوفة 
݊ × ݊ایضا متاحة بالتعمیم للمصفوفات ) 12(الصیغة في ) ) . 12(في المعادلة   ݊ × ݊  

لكن عملیا المعكوس للمصفوفات عادة لا یحسب بدلا من ذلك بطریق اختزال الصف أو 
  .باستخدام الحاسبة أو باستخدام نظام جبري عن طریق الحاسوب 

  1(مثال:( 
  اوجد المصفوفة الاساسیة للنظام 

ᇱݔ = ݔ4 + 13)																																															ݕ2 − 4)    

ᇱݕ = ݔ3 −   ݕ



 یحقق الشروط الابتدائیة ) 13(ثم استخدمة لایجاد حل ل 

(0)ݕ = (0)ݔ			,		1− = 1 

  الحل 

  الحلول الخطیة المستقلة

(ݐ)ଵݔ = ቂ ݁ିଶ௧
−3݁ିଶ௧

ቃ (ݐ)ଶݔ	݀݊ܽ			 = 2݁
ହ௧

݁ହ௧
൨ 

  ینتج المصفوفة الاساسیة ,) 1(نجد في المثال 

(ݐ)ࣘ =  ݁ିଶ௧ 2݁ହ௧
−3݁ିଶ௧ ݁ହ௧

൨																																																		(14 − 4)  

ࣘ(0) = ቂ 1 2
−3 1ቃ  	فان																																	

  تعطي معكوس المصفوفة ) 11(والصیغة في 

ଵି(ݐ)ࣘ =
1
7
ቂ1 −2
3 1 ቃ																																										

(15 − 4) 

  تعطي الحل ) 8(من ھنا الصیغة في 

(ݐ)ݔ =  ݁ିଶ௧ 2݁ହ௧
−3݁ିଶ௧ ݁ହ௧

൨ ൬
1	
7
൰ ቂ1 −2
3 1 ቃ ቂ

1
−1ቃ 

= (
1
7
)  ݁ିଶ௧ 2݁ହ௧
−3݁ିଶ௧ ݁ହ௧

൨ ቂ32ቃ 

(ݐ)ݔ =
1
7
 3݁

ିଶ௧ + 4݁ହ௧
−9݁ିଶ௧ + 2݁ହ௧

൨  	ومنھ								

  وبالتالي یتم اعطاء حل لمسألة القیمة الابتدائیة الاصلیة

(ݐ)ݔ =
3
7
݁ିଶ௧ +

4
7
݁ହ௧ 	, (ݐ)ݕ =

−9
7
݁ିଶ௧ +

2
7
݁ହ௧ 



  د معرفة المصفوفة الاساسیة بمجر: ممیزات اضافیة للمصفوفة الاساسیة ھي  :ملاحظة
، یمكننا الحساب بسرعة عن طریق ضرب  ଵି(ݐ)ࣘومعكوس المصفوفة  (ݐ)ࣘ

علي سبیل المثال ، افرض اننا نسعي , مصفوفة الحلول مطابقة لشروط ابتدائیة مختلفة
(0)ݔتحقق الشروط الابتدائیة الجدیدة ) 13(لحل النظام  = 77	, (0)ݕ = 49	 

 یعطي الحل الخاص الجدید ) 8(ي ف) 15(و ) 14(یمكننا تعویض .

(ݐ)ݔ =
1
7
 ݁ିଶ௧ 2݁ହ௧
−3݁ିଶ௧ ݁ହ௧

൨ ቂ1 −2
3 1 ቃ ቂ

77
49ቃ 

=
1
7
 ݁ିଶ௧ 2݁ହ௧
−3݁ିଶ௧ ݁ହ௧

൨ ቂ−21280ቃ = −3݁
ିଶ௧ + 80݁ହ௧

9݁ିଶ௧ + 40݁ହ௧
൨ 

  :المصفوفات الاسیة  )4-3(
ᇱݔالان نناقش احتمالیة بناء المصفوفة الاساسیة لمعامل النظام الخطي  =   	ݔܣ

التي وضعت اولا لایجاد المجموعة الخطیة المستقلة  Aمباشرة من مصفوفة المعاملات 
  .للمتجھات 

لقد راینا الدوال الاسیة للدوال الاسیة الدور الرئیسي لحل الانظمة والمعادلات التفاضلیة 
ᇱݔ  تمتد من المعادلات القیاسیة. الخطیة  = (ݐ)ݔمع الحل  ݔ݇ = الي حل   ݁௧ݔ
(ݐ)ݔ المتجھ = ᇱݔفي النظام الخطي   ఒ௧݁ݒ =  Aبحیث مصفوفة المعاملات  ݔܣ

الان نعرف  الاسیات للمصفوفات .   ݒمع المتجھ الذاتي المرتبط  ߣلدیھا القیمة الذاتیة 
  بانھ 

(ݐ)ݔ = ݁௧ 
  ھو مصفوفة الحل للمصفوفة المعادلة التفاضلیة 

   
ܺᇱ = AX 

في تماثل مع حقیقة ان الدالة الاسیة العادیة   ×ܣمع مصفوفة المعاملات 
(ݐ)ݔ = ݁௧   ݔتكون حل قیاسي للمعادلة التفاضلیة من الرتبة الاوليᇱ =   . ݔܽ

  یمكن ان یعرف عن طریق متسلسلة الاسي ݖللعدد المركب  ௭݁الاسي 

݁௭ = 1+ ݖ + ௭మ

ଶ!
+ ௭య

ଷ!
+⋯+ ௭

!
+⋯																													(16 − 4)  

݊ھي مصفوفة ابعادھا  Aبنفس الطریقة اذا كانت  × ھي  ݁فان المصفوفة الاسیة  ݊
݊مصفوفة ابعادھا  ×   :تعرف بالمتسلسلة  ݊

݁ = ܫ + ܣ + మ

ଶ!
+⋯+ 

!
+⋯,																																	(17 − 4)  



الایمن من المعني من المتسلسلة اللانھائیة في الجزء . ھي المصفوفة المحایدة  ܫبحیث 
  یعطي ب) 17(


ܣ

݊!
= lim

→ஶ
	(

ܣ

݊!
)	

	

ୀ

ஶ

ୀ

																																	(18 − 4) 

ܣبحیث ان  = ,	ܫ ଶܣ = ,	ܣܣ ଷܣ = ାଵܣوھكذا بالاستنتاج  	ଶܣܣ =
,	ܣܣ ݂݅	݊ ≥  Aموجودة لاي مصفوفة )18(یمكن اظھار ان النھایة في .    0

݊مربعة ابعادھا × لاي مصفوفة  ) ) 17(بالمعادلة (تعرف  ݁لمصفوفة الاسیة ا.  ݊
  . Aمربعة 

  2(مثال:( 
2اعتبر المصفوفة القطریة التي ابعادھا  × 2  

ܣ = ቂܽ 0
0 ܾቃ 

ܣفان من الواضح ان     = ቂܽ
 0
0 ܾቃ          

  لذلك فان یتبع ذلك   n>1لاي عدد صحیح 

݁ = ܫ + ܣ +
ଶܣ

2!
+ ⋯ 

= ቂ1 0
0 1ቃ + ቂܽ 0

0 ܾቃ + ܽ
ଶ/2! 0
0 ܾଶ/2!

൨ +⋯ 

=

⎣
⎢
⎢
⎡1 + ܽ +

ܽଶ

2!
+ ⋯ 0

0 1 + ܾ +
ܾଶ

2!
+ ⋯⎦

⎥
⎥
⎤
 

݁ = ቂ݁
 0
0 ݁ቃ   وبالتالي																																				

یتم الحصول علیة ببساطة عن طریق الاسي لاي عنصر  	×ܣلذلك القطر للمصفوفة الاسیة 
  . ܣفي القطر للمصفوفة 



݊ال  × 2تماثل نتیجة  ݊ × للمصفوفة القطریة وتكون بنفس طریقة الاسي ) 2(في المثال  2
݊ × ݊	   

ܦ = ൦

ܽଵ 0
0 ܽଶ

				⋯ 0
⋯ 0

⋮	 		⋮
0 		0				

⋱ ⋮
⋯ 	ܽ

൪																																								(19 − 4) 

݊ھي المصفوفة ذات البعد  × ݊ 

݁ = 
݁భ 0
0 ݁మ

⋯		 0
⋯			 0

⋮						 ⋮
0					 0

	⋱ ⋮
⋯ 		݁

																																												(20 − 4)  

  . Dلاي عنصر في القطر الرئیسي في المصوفة  eعلیھا بالتاثیر بالاس  یتم  الحصول

علي سبیل . تحقق معظم العلاقات الاسیة المألوفة في حالة الاس القیاسي  ݁المصفوفة الاسیة 
݊ھي مصفوفة صفریة بعدھا  0اذا كان . المثال  × تعطي المصفوفة ) 17(فان المعادلة . ݊

  المحایدة 

݁ = 21)																																																											ܫ − 4) 

݊سألنا عن اظھار فوائد قانون الاس للمصفوفات ذات البعد )  31(في المثال  × والتي  	݊
  تحقق شروط الابدال 

                            (22 − ܤܣاذا كان            (4 = ା݁فان  ܣܤ = ݁݁ 

  خاصة سألنا عن استنتاج) 32(المسألة في 

(݁)ିଵ = ݁ି																																															(23 − 4) 

݊ابعادھا  Aغیر الشاذة لاي مصفوفة   ݁المصفوفة  × ௭݁تذكر حقیقة ان (  ݊ ≠  zلاي  0
  .دائما مستقلة خطیا  ݁الخطي ان متجھات عمود ل  یظھر من اساسیات  الجبر) 

  تعطي ) 17(في المعادلة  Aبدل  Atھو متغیر قیاسي فاننا نعوض  tاذا كان 



݁௧ = ܫ + ݐܣ + ଶܣ
ଶݐ

2!
+ ⋯+ ܣ

ݐ

݊!
+⋯																	(24 − 4) 

  ). tفي المتغیر  Aعنصر في  أيیتم الحصول علیھا ببساطة عن طریق ضرب  Atبالطبع (

 ) :3(مثال 

  اذا كان 

ܣ = 
0 3 4
0 0 6
0 0 0

൩  فان																																								,	

ଶܣ = 
0 0 18
0 0 0
0 0 0

൩ ଷܣ				و				,	 = 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

൩	 

ܣفان  = ݊لاي  	0 ≥   ان ) 24(فانھ ینتج من المعادلة .  	0

݁௧ = ܫ + ݐܣ +
1
2
 	ଶݐଶܣ

= 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൩ + 
0 3 4
0 0 6
0 0 0

൩ ݐ +
1
2 
0 0 18
0 0 0
0 0 0

൩  	,	ଶݐ

݁௧ = 
1 ݐ3 ݐ4 + ଶݐ9
0 1 ݐ6
0 0 1

൩  	ومنھ																								

ܣاذا كان  :ملاحظة  = فان المتسلسلة الاسیة في  nلبعض الاعداد الصحیحة الموجبة  	0
تحسب )  eAtأو ) (  eA(تنتھي بعد عدد صحیح من الشروط اذن المصفوفة الاسیة ) 24(

 یمكن ان تسمي –التي یختص الاس فیھا  –مثل ھذه المصفوفة ) . 3(بسھولة كما ف المثال 
 .غیر فعالة 

 ) :4(مثال 



ܣاذا كان          = 
2 3 4
0 2 6
0 0 1

൩												 

ܣ

ܦبحیث  = ) 20(لذلك ) 3(للمثال غیر فعالة ھي مصفوفة  Bھي مصفوفة قطریة و 	ܫ2
  تعطي ) 22(و

݁௧ = ݁(ା)௧ = ݁௧݁௧ = 
݁ଶ௧ 0 0
0 ݁ଶ௧ 0
0 0 ݁ଶ௧

൩ 
1 ݐ3 ݐ4 + ଶݐ9
0 1 ݐ6
0 0 1

൩ 

݁௧ = 
݁ଶ௧ ଶ௧݁ݐ3 ݐ4) + ଶ)݁ଶ௧ݐ9

0 ݁ଶ௧ ଶ௧݁ݐ6
0 0 ݁ଶ௧

൩  ومنھ																		

 :حلول المصفوفة الاسیة ) 4-4(

  مع النتیجة . ھي صحیحة ) 24(یحدث ذلك المدة بواسطة تفاضل السلسلة في 
݀
ݐ݀
(݁௧) = ܣ + ݐଶܣ + ଷܣ

ଶݐ

2!
+ ⋯ 

ܫቆܣ + ݐܣ + ଶܣ
ଶݐ

2!
+ ⋯ቇ 

݀
ݐ݀
(݁௧) = 25)																		ومنھ													௧݁ܣ − 4)	 

௧(݁௧)ܦتشبیھا لھ بالصیغة  = ݇݁௧  وبالتالي قیمة مصفوفة .من مبادئ الحسبان
 الدالة

(ݐ)ܺ  = ݁௧  
ᇱܺتحقق المعادلة التفاضلیة     =  ܺܣ

ھي المصفوفة  	௧݁ویتبع ذلك المصفوفة الاسیة . لیست شاذة  ௧݁لان المصفوفة 
ᇱݔالاساسیة للنظام الخطي  =  x(t)علي وجھ الخصوص ھي المصفوفة الاساسیة  ݔܣ

  .تؤدي الي النتائج التالیة ) 1(ومن ثم النظریة   x(0)=1عندما 



  حلول المصفوفة الاسیة ): 2(نظریة 
݊ھي المصفوفة التي ابعادھا  Aاذا كانت  ×   اذا الحل لمسألة القیمة الابتدائیة  ݊

ᇱݔ = (0)ݔ									,								ݔܣ = (26																	ݔ − 4) 
(ݐ)ݔ = ݁௧ݔ									ب		تعطي																				27) − 4)	 

  .وھذا الحل وحید 
. وبالتالي الحل للانظمة الخطیة المتجانسة یقلل من علامة حساب المصفوفات الاسیة 

علي النظام الخطي  (ݐ)߶علي العكس اذا كنا نعرف مسبقا المصفوفة الاساسیة 
ᇱݔ = ௧݁، اذا الحقیقة ان   ݔܣ = و )   (4ᇱ)بواسطة المعادلة (  	ܥ(ݐ)߶

e. = e =   تحقق) المصفوفة المحایدة ( 	ܫ
e୲ = (28																																						ଵି(ݐ)߶(ݐ)߶ − 4)  

ᇱݔعن طریق حل النظام الخطي  ௧݁لذا یمكننا ایجاد المصفوفة الاسیة  =   . 	ݔܣ
  5(مثال:( 

ᇱݔاوجدنا النظام ) 1(في المثال  =   مع   ݔܣ

ܣ = ቂ4 2
3 −1ቃ 

  لدیھ المصفوفة الاساسیة

(ݐ)߶ =  ݁ିଶ௧ 2݁ହ௧
−3݁ିଶ௧ ݁ହ௧

൨ ଵି(ݐ)߶			مع			 =
1
7
ቂ1 −2
3 1 ቃ	 

  تعطي ) 28(حیث ان المعادلة 

݁௧ =  ݁ିଶ௧ 2݁ହ௧
−3݁ିଶ௧ ݁ହ௧

൨
1
7
ቂ1 −2
3 1 ቃ 

=
1
7
 ݁ିଶ௧ + 6݁ହ௧ −2݁ିଶ + 2݁ହ௧
−3݁ିଶ௧ + 3݁ହ௧ 6݁ିଶ௧ + ݁ହ௧

൨	 

  6(مثال:( 
  استخدم المصفوفة الاسیة لحل مسألة القیمة الابتدائیة

ᇱݔ = 
2 3 4
0 2 6
0 0 2

൩ (0)ݔ			,			ݔ = 
19
29
39
൩																		(29 − 4) 

  الحل



2)من الواضح ان  لدیھا المعادلة الممیزة ) 29(في  Aمصفوفة المعاملات  − ଷ(ߣ =
ߣلدیھا القیم الذاتیة   0 = من السھل رؤیة ان معادلة المتجة . مكررة ثلاثة مرات  2

  الذاتي 

ܣ) − ݒ(ܫ2 = 
0 3 4
0 0 6
0 0 0

൩ ቈ
ܽ
ܾ
ܿ
 = 

0
0
0
൩ 

ݒلدیھا حل وحید  = [1 0 وبالتالي لدینا متجة ذاتي وحید مرتبط مع القیمة الذاتیة .  ்[0
ߣ = وكذلك لیس لدینا بعد الحلول الخطیة المستقلة التي تحتاجھا المصفوفة الاساسیة ولكن  2
  ھي نفس المصفوفة الاسیة Aان  نلاحظ

݁௧ = 
݁ଶ௧ ଶ௧݁ݐ3 ݐ4) + ଶ)݁ଶ௧ݐ9

0 ݁ଶ௧ ଶ௧݁ݐ6
0 0 ݁ଶ௧

൩ 

الحل لمسألة القیم الابتدائیة  في ) 2(وبالتالي نستخدم النظریة ). 4(التي حسبت في المثال 
  تعطي ب) 29(

(ݐ)ݔ = ݁௧(0)ݔ = 
݁ଶ௧ ଶ௧݁ݐ3 ݐ4) + ଶ)݁ଶ௧ݐ9

0 ݁ଶ௧ ଶ௧݁ݐ6
0 0 ݁ଶ௧

൩ 
19
29
39
൩ 

= 
(19 + ݐ243 + ଶ)݁ଶ௧ݐ351

(29 + ଶ௧݁(ݐ234

39݁ଶ௧
 

یمكن ایجاده باستخدام نظریة المتجھ ) 6(كما في المثال  x(t)نفس الحل الخاص  :ملاحظة
  بمجرد البدء من خلال ایجاد السلسلة في المتجھ الذاتي العام . الذاتي العامة 

ଵݒ = 
18
0
0
൩,			ݒଶ = 

4
6
0
൩,				ݒଷ = 

0
0
1
൩ 

ߣالمرتبطة بالقیمة الذاتیة  = وبالتالي باستخدام المعادلة . ܣالمكررة ثلاثة مرات للمصفوفة  	2
  التي تجمع الحلول الخطیة المستقلة) 27(



(ݐ)ଵݔ = ,	(ݐ)ଵݒ (ݐ)ଶݔ = ݐଵݒ) + ଶ)݁ଶ௧ݒ 	, 

(ݐ)ଷݔ	 = (
1
2
ଶݐଵݒ + ݐଶݒ +  ଷ)݁ଶ௧ݒ

ᇱݔ  للمعادلات التفاضلیة  = الخطوة الاخیرة نوجد قیم المعاملات ) .29(في   ݔܣ
ܿଵ, ܿଶ, … , ܿ  (ݐ)ݔوبالتالي الحل الخاص = ܿଵݔଵ(ݐ) + ܿଶݔଶ + ܿଷݔଷ(ݐ)  یحقق

خاصة اذا كانت المصفوفة  –ف ھذه النقطة یجب توضیح ان ) . 29(الشروط الابتدائیة في 
النظریة  –) علي سبیل المثال، من نظام الجبر المحوسب(بسیطة المتغیرات  ୲݁الاسیة 

  .من نظریة المتجھ الذات العامة "تینیة من حاسبة رو"اكثر ) 6(توضح في المثال 

 الذاتي العامة  نظریة المتجھ: 
مع ) ) 6(واستخدمت في المثال ) ( 4(حزفت من المثال  ௧݁حساب النسبي البسیط لل 

  ملاحظھ انھ اذا كانت 

ܣ = 
2 3 4
0 2 6
0 0 2

൩ 

ܣفان  −  غیر فعالةھي  	ܫ2

ܣ) − ଷ(ܫ2 = 
0 3 4
0 0 6
0 0 0

൩
ଷ

= 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

൩ = 0																		(30 − 4) 

3ابعادھا  Aلاي مصفوفة  نفس النتیجة المتحققة × مكررة ثلاث مرات ،  ݎلدیھا قیمھ ذاتیة  3
ߣ)المعادلة الممیزة تختزل الي  − ଷ(ݎ = یوجد بعض المصفوفات الواضح حسابیا التي . 0

  وسوف نري ذلك ) 30(تشابھ المعادلة 

ܣ) − ଷ(ܫݎ = 0																																			(31 − 4) 

- كالي(وھذه النتیجة الخاصة عبارة عن حالة خاصة لنظریة                             (
للمتغیرات الخطیة بالنسبة لاي مصفوفة تحقق المعادلة )  cayley-hamiltonھامیلتون

ܣوبالتالي المصفوفة ) الممیزة لھا +   ، وتبعا لذلك غیر فعالةھي  ܫݎ

݁௧ = ݁(ூାିூ) = ݁ூ௧. ݁(ି)௧ 



= ݁௧ܫ. ܫ + ܣ) − ݐ(ܫݎ +
1
2
ܣ) − (32																									ଶ൨ݐଶ(ܫݎ − 4) 

بھذه الطریقة یمكن حساب المصفوفة الاسیة ) . 31(المتسلسلة الاسیة ھنا تنتھي بسبب المعادلة 
݁௧  بسھولة لاي مصفوفة مربعة لھا متجة ذاتي وحید.  

݊ابعادھا  Aلاي مصفوفة  ௧݁بمساعدة النظریة لحساب  )32(للحساب في المعادلة × ݊  ،
,ଵݑمتجھ ذاتي خطي مستقل عام  nلدیھا  Aالمصفوفة   ,ଶݑ … ,   .  ݑ

ݎوتكون الرتبة A u لل  ߣمرتبط مع قیمة ذاتیة  uلاي متجھ ذاتي مستقل   ≥   بحیث ان  	1

ܣ) − ݑ(ܫߣ = ܣ)	ݐݑܾ			0 − ݑିଵ(ܫߣ ≠ 0																															(33 − 4) 

ݑܣمتجھ ذاتي عادي حیث  uفان  r=1اذا كان ( =   ) 	ݑߣ

(ݐ)ݔخاصѧѧا ، سѧѧوف نعتبѧѧر ان الدالѧѧة  ௧݁حتѧѧي وان كنѧѧا لا نعѧѧرف  = ݁௧ون  ݑѧѧي تكѧѧالت ،
ᇱݔومѧن ثѧم تكѧون حѧل النظѧام الخطѧي  ௧݁مجموعة متجھات الاعمدة الخطیѧة ل  = مѧع   ݔܣ

(0)ݔ = ,ܣصراحة بالنسبة ل  xفي الواقع یمكننا حساب .  ݑ ,ݑ    ݎ	݀݊ܽ	ߣ

(ݐ)ݔ = ݁௧ݑ = ݁(ఒூାିఒூ)௧ݑ = ݁ఒூ௧݁(ିఒூ)௧ݑ	 

= ݁ఒ௧ܫ ቈܫ + ܣ) − ݐ(ܫߣ +⋯+ ܣ) − ିଵ(ܫߣ
ିଵݐ

ݎ) − 1)!
+⋯ ݑ	 

  ومنھ 

(ݐ)ݔ = ݁ఒ௧ ቈݑ + ܣ) − ݐݑ(ܫߣ + ܣ) − ݑଶ(ܫߣ
ଶݐ

2!
…

+ ܣ) − ݑିଵ(ܫߣ
ିଵݐ

ݎ) − 1)!
																												(34 − 4) 

ఒூ௧݁وحقیقة ان ) 33(وباستخدام  = ݁ఒ௧ܫ .  



,(ݐ)ଵݔاذا كانت الحلول الخطیة المستقلة  …,(ݐ)ଶݔ , ᇱݔل  (ݐ)ݔ = حسبت باسѧتخدام  ݔܣ
,ଵݑمѧѧع المتجھѧѧات الخطیѧѧة المسѧѧتقلة العامѧѧة ) 34( ,ଶݑ … , فѧѧان المصѧѧفوفة التѧѧي ابعادھѧѧا .  ݑ

݊ × ݊   

(ݐ)ࣘ = 35)																	[(ݐ)ݔ			…			(ݐ)ଶݔ				(ݐ)ଵݔ] − 4) 

ᇱݔھѧѧѧي المصѧѧѧفوفة الاساسѧѧѧیة للنظѧѧѧام  = (ݐ)ܺاخیѧѧѧر المصѧѧѧفوفة الاساسѧѧѧیة المحѧѧѧددة . ݔܣ =
(0)ܺتحقѧق الشѧروط الابتدائیѧة   ଵି(ݐ)ࣘ(ݐ)ࣘ =  ௧݁،وبالتѧالي فھѧي المصѧفوفة الاسѧیة   ܫ

  .ومن ثم لدینا في الكتب البرھان للنظریة التالیة .المطلوبة 

  ࢚ࢋحساب ): 3(نظریة 
,ଵݑافرض ان  ,ଶݑ … , التѧي ابعادھѧا  Aمتجѧھ ذاتѧي مسѧتقل عѧام للمصѧفوفة  nھي   ݑ
݊ × 1لاي  ݊ ≤ ݅ ≤ ᇱݔھѧѧѧѧѧي الحѧѧѧѧѧل ل   (ݐ)ݔ، افѧѧѧѧѧرض ان  	݊ = معطѧѧѧѧѧي  ݔܣ

ݑ، بتعѧѧویض ) 34(بواسѧѧطة  =  للمتجѧѧھ  ݎوالرتبѧѧة  ߣوالقیمѧѧة الذاتیѧѧة المرتبطѧѧة   ݑ
  فان ) 35(تعرف بواسطة  (ݐ)ࣘاذا كانت المصفوفة الاساسیة .  ݑالذاتي العام 

݁௧ = (36																																											ଵି(ݐ)ࣘ(ݐ)ࣘ − 4)   
  7(مثال:( 

  اذا كانت  ௧݁اوجد 

ܣ = 
3 4 5
0 5 4
0 0 3

൩																																					(37 − 4) 

 Aعلویѧة ولكѧن لان  مثلثیѧھ Aیمكن ان تطبق حتي وان لѧم تكѧن المصѧفوفة ) 3(النظریة 
علویѧѧѧة ھѧѧѧذه الحقیقیѧѧѧة تمكننѧѧѧا مѧѧѧن ان نѧѧѧري بسѧѧѧرعة ان المعادلѧѧѧة الممیѧѧѧزة ھѧѧѧي  مثلثیѧѧѧھ

(5 − 3)(ߣ − ଶ(ߣ = 0			  .  
ଵߣلھا القیمة الذاتیة المختلفة  Aوھكذا  = ଶߣوالقیمة الذاتیة المتكررة   	5 = 3	 .  

 ࣅ:  الحالة الاولي =  
ܣ)معادلة المتجھ الذاتي  − ݑ(ܫߣ = ݑل  	0 = [ܽ		ܾ		ܿ]்   ھي  

ܣ) − ݑ(ܫ5 = 
−2 4 5
0 2 4
0 0 0

൩ ቈ
ܽ
ܾ
ܿ
 = 

0
0
0
൩ 

4ܿاخر معادلتین قیاسیتین  = 0	,−2ܿ = ܿتعطي  	0 = 0  .  



2ܽ−وعلیѧѧѧھ المعادلѧѧѧة الاولѧѧѧي   + 4ܾ = ܽمحققѧѧѧھ  عنѧѧѧد  	1 = 2	, ܾ = وھكѧѧѧذا  	1
ଵߣالقیمѧة الذاتیѧة  = ଵݑ) عѧادي(لھѧا متجѧھ عمѧود   	5 = الحѧل المقابѧل  ்[0			1			2]

ᇱݔللنظام  =   ھو  ݔܣ
(ݐ)ଵݔ = ݁ହ௧ݑଵ = ݁ହ௧[2			1				0]்																									(38 − 4) 

  ࣅ:الحالة الثانیة = 	 
ܣ)معادلة المتجھ الذاتي  − ݑ(ܫߣ = ݑل  	0 = [ܽ		ܾ		ܿ]்   ھي  

ܣ) − ݑ(ܫ3 = 
0 4 5
0 2 4
0 0 0

൩ ቈ
ܽ
ܾ
ܿ
 = 

0
0
0
൩ 

4ܾاول معѧѧѧادلتین  + 5ܿ = 0		, 2ܾ + 4ܿ = ܾتقتضѧѧѧي ان  	0 = ܿ = ، ولكѧѧѧن  0
ଶߣھكѧѧѧذا القیمѧѧѧة الممیѧѧѧزة . تتѧѧѧرك اختیاریѧѧѧا  = وحیѧѧѧد ) عѧѧѧادي (لѧѧѧدیھا متجѧѧѧھ عمѧѧѧود  3

ଶݑ = ᇱݔالحل المقابل للنظام .  ்[0				0				1] =   ھو  ݔܣ
(ݐ)ଶݔ = ݁ଷ௧ݑଶ = ݁ଷ௧[1			0			0]்																												(39 − 4) 

ݎلنظر للمتجھ الذاتي العام الذي رتبتھ ل =   ، نعتبر المعادلة ) 33(في المعادلة  2

ܣ) − ݑଶ(ܫ3 = 
0 8 16
0 4 8
0 0 0

൩ ቈ
ܽ
ܾ
ܿ
 = 

0
0
0
൩ 

8ܾاول معѧѧادلتین  + 16ܿ = 0		, 4ܾ + 8ܿ = ܾتتحقѧѧق عنѧѧد   		0 = 2	, ܿ = ، ولكѧѧن  1
ܽعند . تترك اختیاریا  = ଷݑ نحصل علي المتجھ الذاتي العام   0 = [0					2		 − الذي  ்[1

ݎرتبتѧѧھ  = ߣالمѧѧرتبط مѧѧع القیمѧѧة الذاتیѧѧة  2 = ܣ)لان  .  3 − ݑଶ(ܫ3 = ) 34(المعادلѧѧة  0
  تحقق الحل الثالث 

(ݐ)ଷݔ = ݁ଷ௧[ݑଷ(ܣ −  [ݐଷݑ(ܫ3

= ݁ଷ௧ ൭
0
2
−1

൩ + 
0 4 5
0 2 4
0 0 0

൩ 
0
2
−1

൩ ൱ݐ = ݁ଷ௧ 
ݐ3
2
−1

൩											(40 − 4) 

  ، المصفوفة الاساسیة) 40(و ) 39(بالحلول المذكورة في المعادلة 

(ݐ)ࣘ = (ݐ)ଵݔ] (ݐ)ଶݔ  [(ݐ)ଷݔ



  بانھا) 35(تعرف بواسطة المعادلة 

(ݐ)ࣘ = 
2݁ହ௧ ݁ଷ௧ ଷ௧݁ݐ3
݁ହ௧ 0 2݁ଷ௧
0 0 −݁ଷ௧

൩	 , ଵି(ݐ)ࣘ	ℎݐ݅ݓ = 
0 1 2
1 −2 −4
0 0 −1

൩ 

  اخیرا تحقق) 3(وبالتالي النظریة 

݁௧ =  ଵି(ݐ)ࣘ(ݐ)ࣘ

= 
2݁ହ௧ ݁ଷ௧ ଷ௧݁ݐ3
݁ହ௧ 0 2݁ଷ௧
0 0 −݁ଷ௧

൩ 
0 1 2
1 −2 −4
0 0 −1

൩ 

= 
݁ଷ௧ 2݁ହ௧ − 2݁ଷ௧ 4݁ହ௧ − (4 + ଷ௧݁(ݐ3

0 ݁ହ௧ 2݁ହ௧ − 2݁ଷ௧
0 0 ݁ଷ௧

 

  ةѧѧال  :ملاحظѧѧي المثѧѧا فѧѧ7(كم ( ةѧѧالنظری ،)اب ل) 3ѧѧة الحسѧѧي لعملیѧѧ݁تكف௧	  رھنѧѧتب
  . یمكن ایجاده  	ܣلایجاد الاساس للمتجة الذاتي العام ل
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