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  الإھداء

ن لم یسعد الحالإفلیسعد النطق ..ھدیھا ولا مالألا خیل عندي   

..بطاعتك لاإولا یطیب النھار ..لا بشكركإلھي لا یطیب اللیل إ  

..لا بعفوكإخرة ولا تطیب الآ..لا بذكرك إولا تطیب اللحظات   

..لا برؤیتكإولا تطیب الجنة   

ّ جلالھ  الله جل

سیدنا..لى نور العالمین إ..لى نبي الرحمةإ..مة ونصح الأ..مانة الأدّى ألى من بلغ الرسالة وإ  

ّى الله علیھ وسلم  محمد صل

لى سر إ..لى بسمة الحیاة إ..لى معنى الحنان والتفانيإلحب ولى معنى اإ..لى ملاكي في الحیاة إ

ى من بھا لإ..غلى الحبایب ألى إ..وحنانھا بلسم جراحي ..ر نجاحي لى من كان دعائھا سإ..الوجود

كتسب قوة ومحبة لا حدود ألى من بوجودھا إ..قدة تنیر ظلمة حیاتي لى شمعة متإ..عتمدأكبر وعلیھا أ

..                                                 لى من عرفت معھا معنى الحیاة إ..لھا   

مي الحبیبة أ  

حمل اسمھ بكل ألى من إ..نتطار إبدون لى من علمني العطاء إ.. ن كللھ الله بالھیبة والوقار لى مإ

ً قد حان قطافھا بعد طول ن یمد في عمرك لترأرجو من الله أ..فتخار إ وستبقى ..نتظار إى ثمارا

..بدلى الأإھتدي بھا الیوم وفي الغد وأكلماتك نجوم   

 والدي العزیز

نا أكون أم معك..وبدونكم لا شي..نتم بھا كل شيأ..وتي ورفاق دربي في ھذه الحیاه خإلى إ

لى تطلعاتكم لنجاحي إن اشكركم لمواقفكم النبیلة أرید أفي نھایةٍ لمشوار ..كون لا شيءأوبدونكم..

..ملبنظرات من الأ  

عزاءخوتي وزملائي الأإ  
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 شكر وعرفان 

یام قضیناھا في رحاب ألى إي حیاتنا الجامعیة من وقفة تعود خیرة فلابد لنا ونحن نخطو خطواتنا الأ

ساتذتنا الكرام الذین قدموا لنا الكثیر باذلین بذلك جھودا كبیرة في بناء جیل الغد لتبعث أمع الجامعة   

 الأمة من جدید

قدس رسالة في ألى الذین حملوإ..متنان والتقدیر والمحبة ن نمضي نقدم اسمى ایات الشكر والإأوقبل 

..                         فاضلساتذتنا الأألى جمیع إ..ھدوا لنا طریق العلم والمعرفة لى الذین مإ..الحیاة 

          

 بجامعة السودان للعلوم والتكنولوجیا  

ر والشكر كل الشك  

ولا بعلمھ الرائع... لمن لم یبخل لنا بوقتھ الثمین   

وكان أبا ً قبل أن یكون معلما ً ... لمن كان لنا أخا ً  قبل أن یكون أبا ً    

 وكان معلما ً قبل أن یكون قدوة

.عبدالقادر البشرى الضي  : الدكتور   
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Abstract 

          The research includes four chapters dealing with the first 
chapter discussed the research plan .In the second chapter ,we 
learned about the theory of numbers , integers numbers ,their 
properties ,the base of the order ,the mathematical 
extrapolation ,the division ,the common denominator ,and the 
primary numbers . In three chapter, we identified the 
correspondence and its properties, the sediment systems,  the 
oiler function ,the linear matches ,finally in the fourth chapter 
we discussed numerical functions and coding and obtained some 
results through the research topics ,as well as some 
recommendations and the references through which the 
research was written .  
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 المستخلص

الفصل في . یتضمن البحث أربعة فصول تتناول الفصل الأول مناقشة الخطة البحثیة
وقاعدة عن نظریة الأعداد ، أعداد الأعداد الصحیحة ، خواصها ،  یتحدثالثاني ،

 عدادوالأالاعظم ، القاسم المشتركقابلیةالقسمة الاستقراء الریاضي ، ،  الترتیب الحسن
تعرفنا على تطابق وخواصه وانظمة الرواسب ودالة ، كذلك في الفصل الثالث .الأولیة
، وأخیرا في  والتطابقات الخطیة وبعض التطابقات الخاصة والتطابق الجبري  اویلر

حصلنا على بعض النتائج من خلال تالعددیة والتشفیر و  تناولنا الدوالالفصل الرابع 
موضوعات البحث ، وكذلك بعض التوصیات و المراجع التي تم من خلالها كتابة 

  .البحث
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  :المقدمة)1-1(

 عدادشكال تكتب بھا رموز الأأرقام ھي والأ ،سیلة للتعبیر عنھ ھي الرموزوفضل أو،  لغة العلم دالعد

مراتبھا والنسب ،  عدادرقام والأجانبھ النظري یعالج الأ ، علم العددیعداد ھونظریة الأأوالحساب  ،

نواعھا وكیفیة بنائھا ودراسة خواصھا والعلاقات بینھا وأ،  على نسق معینالتي بینھا وتكرارھا 

لى إوتكثر الحاجة  ة ،ربعمعرفة المطلوب بالعملیات الأ ، وجانبھ العملي یتناول الحسبان،

نسان عن تسجیل لعجز الإ بانولولا الحس ،شیاء ببعضستخراج المطلوب من صلة بعض الأإببانالحس

الحساب علم قدیم فوائده جمھ :ن أومما جاء عن سراقة  ،یم والنقود دت التقاوولما وج ،حداث الزمنأ

یام وحركات الشمس في عوام والشھور والأوحساب الأ، وقات الصلاة أمنھا ما في المیقات من 

ومنھا في علم  ، البروج والكواكب وحلول القمر في المنازل المقدرة لھ ومعرفة الساعات وغیر ذلك

جارة وغیر عمال الحج وقسمة الغنائم والإأالزكاة وما یحسبھ المكلف في الصیام و الفقھ في حساب

ومنھا في علم الفرائض من التأجیل والتصحیح وقسمة التركات بل  ، لیھ غالب الناسإذلك مما یحتاج 

عداد ، لذلك كان لابد لنا من الإھتمام بنظریة الأ) سرع الحاسبینأوھو (: ن الله تعالى قال بحق نفسھ أ

لأنھا تھتم بدراسة خواص وعلاقات الأعداد الصحیحة وتوسعاتھا الجبریة والتحلیلیة ومن ھذا 

الأساس بحثنا في نظریة الأعداد وبعض تطبیقاتھا المختلفة إذا كان في مجال الأعداد الصحیحة أو في 

حة كقواسم الجوانب الأخرى كالتشفیر مثلا ، وبعض الدوال التي تھتم بتطبیقات الأعداد الصحی

  .الأعداد الصحیحة عددھا ومجموعھا وغیرھا من الموضوعات  ذات الصلة 
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:         مشكلةالبحث)  2 -1(  

 عامة لاتوجد بحوث أو دراسات كثیرة في مجال نظریة الأعداد وكذلك لأھمیة نظریة الأعداد بصورة

تطبیقات المھمة في مجال الوأیضا لھا بعض   ا ببعض   مجالات  العلوم الأخرى ،وعلاقتھ

. التشفیرالذي یعتبر من الموضوعات المھمة في الحیاة   

:أھمیة البحث ) 3 -1(  

یبین البحث نظریة الأعداد بطریقة مبسطة تساعد في تكوین خلفیة علمیة راسخة، وحل التطابقات      

الحیاة العامة ،وتستخدم  بأنواعھا،وتوضح التطبیقات التي تؤكد بأن نظریة الأعداد لھا أھمیة كبرى في

.نظریة الأعداد في التشفیر   

:أھداف البحث) 4- 1(   

 .توضیح المفاھیم الأساسیة لنظریة الأعداد )1(

 .إكتساب القدرة على تطبیق نظریة الأعداد في الحیاة العملیة )2(

 .حل المقادیر الجبریة بواسطة التطابق  )3(

 .إستخدام نظریة الأعداد في بعض نماذج التشفیر )4(

 .لعلاقة بین نظریة الأعداد وتطبیقاتھا إیجاد ا )5(

  :منھج البحث ) 5 – 1(  

  .یستخدم  في البحث المنھج الوصفي التحلیلي 

  :مصطلحات البحث ) 6 -1(

  :القاسم المشترك الأعظم 

, aلیكن   b  عددین صحیحین لیس كلاھما صفرا نقول انd ھو القاسم المشترك الاعظم

,aللعددین b    

 .المشترك الأعظم یقسم العددین الصحیحین إذا كان  القاسم 
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  :التطابق 

, a لیكن bϵZ وnϵZା  نأنقولa یطابقb قیاسn  ونرمز لذلك بالرمزa ≡ b(mod n) ذا كانإ  

n/(a − b) ذا كان إوn ∤ (a − b)  ن أفاننا نقولa  لا تطابقb  قیاسn  ونكتبa ≢

b(mod n)  

  

  :دالة أویلر 

عدد صحیح موجب  فإننا نعرف دالة أویلر بأنھا عدد العناصر التي یحتویھا أي نظام  nإذا كان 

  .φ(n)نرمز لھا بالرمزو  nقیاس  رواسب مختزل

  :التشفیر 

التشفیر ھو عبارة عن سلسلة من التقنیات المستخدمة لتحویل المعلومات إلى تنسیق أخر بدیل من 

ویقصد بھذا التنسیق البدیل بمصطلح نص الشفرة .  یة الممكن إرجاعھا فیما بعد إلى صورتھا الأصل

رزمیة الشفرة اوتمثل خو, ویتم إنشاؤه عادة من خلال إستخدام خوارزمیة الشفرة ومفتاح الشفرة 

  .بواسطة معادلة ریاضیة تنطبق على المعلومات المراد تشفیرھا 
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 : یةــساسالأاھیم ــمفال (1-2)

  :عدادنظریة الأ(1-1-2)

  :تعریف

. عداد الصحیحة وخواصھا لأھي دراسة الریاضیات المتعلقة با  

  : عداد الصحیحة الأ (2-1-2)

 :تعریف 

عداد الصحیحة السالبة والصفر ویرمز لھا عداد الصحیحة الموجبة ومجموعة الأھي مجموعة الأ

  :حیث  Zبالرمز 

Z = {… ,−2,−1,0,1,2, … Zو أ  { = {0, ±1, ±2, ±3, … }  

  :عداد الصحیحة خواص الأ(3-1-2)

Zعداد الصحیحة یمكن بناء الأ        = {0, ±1, ±2, ±3, …   عداد الطبیعیة من مجموعة الأ {

:ساسیة أثم نستنتج منھا خواصا اخرى   N = {1,2,3,4, … } 

,aذا كان إ b, c ϵ Z   ن إف:  

a ∙ b =  b ∙ a , a + b =  b + a (1 

  بدالي إعداد الصحیحة ن جمع وضرب الأأي أ

(a ∙ b) ∙ c =  a ∙ (b ∙ c)  , (a + b) + c =  a + (b + c)(2 

عداد الصحیحة تجمیعي الأن جمع وضرب أي أ   

a ∙ 1 = 1 ∙ a = a   ,   a + 0 =  0 + a = a(3 

∀ aϵZ ∃  − a ϵZ  st ∶  a + (−a) =  (−a) +  a =  0 (4 
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(a + b) ∙ c =  a ∙ c +  b ∙ c   ,     a ∙ (b + c)  =  a ∙ b + a ∙ c (5 

. ن الضرب توزیعي على الجمع أي أ  

b = c نإف:   a + b =  a + c  (ذا كان إ: 6 

          a ∙ b ϵ N ,    a + b ∈  N نجد ان   a , b ∈  N لكل )  7 

) :  1( مبرھنة   

:ن فإ   a , b ϵ Z  إذا كان:  

a ∙ 0 = 0 ∙ a = -أ  0  

(−a) ∙   b = a ∙   (−b) = −(ab) -ب  

– (−a) = a  ج-  

(−a)  (−b)  =  ab    -د

:نالبرھا  

a. 0 + a. 0 = a. نإوعلیھ ف  0 a(0 + 0) = a. 0) إذن   0 + 0)  = 0 :نبما أو   

a    لكن  ∙ 0 = a ∙ 0 + a:  ناذ 0 ∙ 0 + a ∙ 0 = a ∙ 0 + .a وعلیة  فإن   0 0 = ب حس0

aلكن )  (6الخاصیة ∙ 0 = 0 ∙ aاذا  )   (1حسب  الخاصیةa ∙ 0 = 0 ∙ a =  0  

(a−)ن  أبما )  ب ∙ b = (−a) ∙ b + + ab ن أوبما )   (3سب الخاصیة ح  0

(−(ab))  =  :ن أنجد )  (5و)  (3و) 2(ذا باستخدام الخواص إ) (4حسب الخاصیة 0

(−a) ∙ b = (

[(−a) +  a ]b

a(−b) : ن أن نبرھن على أوبنفس الطریقة یمكن   =  −(ab) ذا إ : 

(a−): ن أبما ) ج +  (a) = − و  0 (−a)  =  −(−a)  + 0   ً  : إذا

−(−a) = −(−

(b−)(a)−)  د =   [ −(a(−b)] =  −(−(ab) )  =  ab   
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  )ج(،)ب (وذلك حسب  

  :تعریف

∗N:اذا كان  = N − {0}  = {1,2,3, … } = Zା  وكان :a , b ∈ Z فیقال عن:  

a ونكتب   aكبر منأbن  أو أ  bصغر منأنھا أ  a)أ < b:ذا كان إܾ − a ∈ N∗ 

aونكتب  a و تساوي  أكبر من أb و ان أ bو تساوي أصغر من أنھاأ a) ب ≤ bذا كان إ b −

a ϵ N    

 :                         )2(مبرھنة   

,aذا كان إ) أ b, c ∈ Z :   وكان : a < b و ܾ < a: ن إف ܿ < ܿ . 

,a : ذا كان إ) ب b, c ∈ Z   وكان  c > a و 0 < > ac ن إف ܾ ܾܿ .  

, a  : ذا كان إ) ج b ∈ Z  ما إ: فواحدة فقط من ھذه العبارات صحیحةa < a او  ܾ = b .  

  :البرھان

a ن أبما ) أ < ܾ ⟺ b − a ∈ N∗  وc − b ∈ N∗  ⟺  b <  ذا إܿ

(c − b )  + (b − a )  ∈ N∗  وعلیھ فان : c − a ϵN∗  ن أومنھ ینتج : a < ܿ 

b : ن أبما ) ب − a ∈ N∗  ⟺  a < c : ن أوبما  ܾ ∈ N∗نذإ  : 

(b − a) c =  bc –  ac ∈ N∗  ن إوعلیھ ف : ac < ܾܿ .  

a: ن أنفرض ) ج < a و  ܾ = bذا إ : b < a : ذا كان إوھذا تناقض  و ܾ > a و ܾ = b ن إف :

b >   :ذا كان إما أ.یضا أھذا تناقض و ܾ

 a < a و  ܾ > a : ن إف ܾ < علاه أواحدة فقط من العبارات  نذإ: یضا أوھذا تناقض ) أ(حسب  ܽ

  صحیحة 

  : تعریف

a : ذا كان إ ∈ Z  فیقالعن|a|للعددة   أنھا القیمة المطلق  a ذا كان إ:  

|a| = ቄ a   ∀ a ≥ 0
−a    ∀ a < 0 
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 )3(مبرھنة

فإن   a, b ∈ Z إذا كان 

ǀaǀ ≥ )أ   0   

|a| = 0 ⟺  a = )ب  0   

≥ ǀaǀ − )ج  a ≤ |a | 

ǀ )د  − aǀ =  ǀaǀ     

= ǀabǀ )ه  ǀa| |b|  

≥ ǀaǀ ) و  b ⟺  −b ≤  a ≤  b 

ǀa )ز + b ǀ ≤  ǀaǀ +  ǀbǀ  

a|)  ح − b| ≥ |a| − |b|  

  :البرھان 

≤ a:ذا كان إ) أ = ǀaǀ: ن إف 0  a ≥ a: ذا كان إو   0  < = ǀaǀ : ن إف 0  −a >  نذإ 0

:|a| ≥ 0 .  

a: ن أنفرض )  ج ≥ |a|اذن     0 = a   ن إوعلیھ ف   :|a| ≥ |a|−:   ن أومنھ ینتج  0 ≤ 0 

  :  اذن 

−|a| ≤ 0 ≤ a = |a| ن إوعلیھ ف  :−|a| ≤ a ≤ |a|  

a:   ذا كان إما أ < a−:    ن إف   0 < |a|:    ن إوعلیھ ف    0 = −a >   : ن أومنھ ینتج      0

−|a| < |a|−: ذن إ0 = a < 0 < −ܽ = |a|−:  ن إوعلیھ ف   |ܽ| ≤ a ≤ |a|  

,a: ذا كان إ)   ه b ≥ ab: ن إف    0 ≥ |a|:  ن إوعلیھ ف    0 = a , |b| = b   ن أومنھ ینتج:  

|ab| = ab = |a||b| ذا كانإو  :a ≥ 0 , b < ab: ن إف   0 <   : ن إوعلیھ ف  0

|a| = a , |b| = −bذن إ   :|ab| = a(−b) = |a||b|  ذا كان إو  :a < 0 ,ܾ ≥ 0  
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ab:  ن إف < |a|و     0 = −a و|b| = b  ن إوعلیھ ف  :|ab| = −(ab) = (−a)b =

|a||b|  

,a:ذا كان إو b < |b|: ن إف 0 = −b  و|a| = −a  ن إوعلیھ ف :|ab| = ab    ن أومنھ یبتج :  

|ab| = |a||b| 

:  نذإ) ج(حسب  −ǀaǀ ≤  a ≤  ǀaǀ and − ǀbǀ ≤  b ≤  ǀb| :ن أبما ) ز   

:  ما إذا إ  a, b ∈ Z : ن أوحیث  −(ǀaǀ + ǀbǀ)  ≤  a + b ≤ ǀaǀ +  ǀbǀ 

|a + b| = a + b ن إف a + b ≥ a فاذا كان0 + b <0 و أ a + b ≥ 0 

a + b < 0 ذا كان   إما أ  |a + b| ≤ |a| + |b| ن إوعلیھ ف  

ǀaǀ)−إذن  + ǀbǀ)  ≤  a + b لكن   |a + b| = − (a + b)  نإف  

|a + b| ≤ |a| + |b| ن إوعلیھ ف |a| + |b| ≥ −(a + b) 

  :علاقة الترتیب الجزئي)  2-2(

  :تعریف

  : تانھا علاقة ترتیب جزئي اذا كانA على مجموعة غیر خالیة ≽یقال عن علاقة  

a : ن أي أ Aعلى   (Reflexive)علاقة منعكسة ≽) أ ≼ a  لكلa ∈ A  

a : نھ اذا كان أي أA على   (Transitive ) علاقة متعدیة ≽) ب ≼ b و b ≼ c فان : a ≼  c  .  

a : نھ اذا كان أي أ A على   ( Ant symmetric ) علاقة متخالفة او تخالفیة≽) ج ≼  b و  b ≼

 a   

a : فان  = b  .  

≠ A: اذا كانت (Partially ordered set) انھا مجموعة مرتبة ترتیبا جزئیا  (≽, A)ویقالعن  Ø 

  . A علاقة ترتیب جزئي على≽و 

  :    )1( مثال

∋ A : اذا كان ) أ {N , Z , Q , R} وكان :  a ≼ b ⟺ a ≤ b  فان :(A ,≼)  مجموعة مرتبة

  .تریبا جزئیا 
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X : اذا كان  ) ب ≠  Ø  فان :( (p(x),⊆)  مجموعة مرتبة  ترتیبا جزئیا لان :p(x) ≠ Ø   و

  p(x)علاقة ترتیب جزئي على ⊇

A : اذا كانت ) ج = {1,2,3,4}  

≼= {(1,1

  Aعلاقة ترتیب جزئي على ≽فان 

a  : كالاتي ∗N  معرفھ على ≽:اذا كانت ) د ≼ b ⟺   b ∣ a   علاقة ترتیب جزئي على ≽ :فان

 N∗ن  إوعلیھ ف (N∗,≼) جزئیا  ةمرتبة مجموع .  

  :تعریف

a فیقال عن  مجموعة مرتبة جزئیا  (≽, A) ذا كانت إ ∈ Aصغر عنصر  أو أول أنھ عنصر أ

l(A) ونكتب   Aللمجموعھ = a  اذا كان :a ≼ x  لكل :x ∈ A  

  ) :2( مثال

l(N) مجموعھ مرتبة جزئیا  (≥,N)) ا = 0 .  

X  : اذا كانت ) ب ≠ Ø فان :(p(x),⊆) جزئیا ة مجموعھ مرتب 

l (p(x) )  = Øلان  :Ø ⊆  A  لكلAϵ P(x) .  

A ذا كانت  إ) ج = { xϵ R | 0 < > ݔ  مجموعة مرتبة جزئیا ولكنھا لا  (≥,A): فان  { 1

  . ول أعنصر  تملك

= A : ذا كانت إ) د { 2, 4, , a:تي كالأ Aمعرفة على ≽وكانت {6 b ∈ A  , a ≼ b ⟺   a ∣

b  

ً مجموعة مرتب ( ≥, A): ن ذأ ً جزئی ة ترتیبا l(A) و .  ا  =  2  

  : (Well – Ordering Principle )قاعدة الترتیب الحسن  ) 2-3(

ي یوجد أSصغر في أالصحیحة السالبة فانھ یوجد عنصر عداد مجموعة غیر خالیة من الأ Sذا كان إ

  عنصر 

s଴ ∈ S  بحیث :s଴ < S   ولكلs ∈ S   ویكونs଴  وحید.  
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  : تعریف 

كل مجموعة  تذا كانإ, نھا مجموعة  مرتبة ترتیبا حسنا أ( ≽,A)یقال عن مجموعة مرتبة جزئیا 

أغیر خالیة تحوي عنصر  A جزئیة من  ً ً ا  . ولا

  ) :3(مثال 

= A : ذا كانت إ) ا ً لان  ( ≥, A) : فان  { 1,2,3,4 }    (≥, A) : مجموعة مرتبة حسنا

ً مجموعة مرتبة جزئی   . ول أتحوي عنصر  A وكل مجموعة جزئیة من  ا

A : اذا كانت ) ب = ً ترتیب مجموعھ  لیست مرتبھ  A : فان  [0,1] ً  ا B : ن لأ حسنا = ]0 ,1]  ⊂

 A  ول ألاتحوي عنصر .  

ً مجموعة لیست مرتبة تریب( ≥, Z) ) ج ً   ا …}: لان , حسنا عة جزئیة منھا مجمو {1−,2−,3−,

  )صغرأعنصر ( ول ألا تحوي على عنصر 

  ) :4( مبرھنة 

  .                                                          عدد صحیح بین الصفر والواحد لایوجد) أ

  .                                                                     صغر عدد موجب  أالواحد ) ب

> n : ن أبحیث  m ϵ Zفلا یوجد  n ϵ Z: اذا كان ) ج  ݉ <  ݊ + 1  .  

  :البرھان 

0: بحیث ان  xϵ N : نفرض وجود ) أ < ݔ  <  : اذا   1 

S =  { m ϵ N  | 0 < ݉ < 1 } ≠ ً  N : كن ل  ∅  مرتبة حسنا

Ø ≠  S ⊆  N  اذا :S   ولیكن )  صغرأ(ول أتمتلك عنصرn إ ً > 0 : ذا  ݊ <  : ن إوعلیھ ف 1

 0 <  ݊ ² <  ݊ < n ² و n ² ϵ S : ن أوھذا یعنی 1  <  n ن أوھذا یناقض كون : n  عنصر

   Sول في أ

= S : ذا إ  Ø .  

= S : بما ان ) ب  { m ϵ N | 0 <  ݉ <  1 }  =  Ø إ, ) أ(حسب ً صغر عدد أالواحد ھو  ذا

  صحیح موجب 

> n: بحیث ان  m ϵ Z : ن أنفرض ) ج  ݉ <  ݊ + 1  ً > 0 : اذا  ( m − n )  < وھذا  1 

ً لا یوجد إ) . أ(یناقض  > n : بحیث ان  m ϵ Z ذا  ݉ <  ݊ + 1   . 
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 :The principle of mathematical inductionمبدأ الاستقراء الریاضي) 2-4(

  :كما ھو معلوم یتم مبدأ الاستقراء الریاضي وفق خطوات 

n:  عبارة ما  حیث   p(n): لنفرض ان  ∈ Zା    ولنفرض انq   عدد صحیح موجب معطى

  p(n)لاثبات ان 

n ∀عبارة صحیحة  ≥ q    یكفي ان نثبت ما یلي:  

1   (p(n) عبارة صحیحة .  

m:ذا كانإ2) ≥ q    وكانتp(m)   صحیحة فانp(m +   عبارة صحیحة   (1

    ):5( مبرھنة

  :العبارات الاتیة متكافئة 

⟹ n ϵ B )و  ϵ B 1 : وكان   *N مجموعة جزئیة من  Bذا كانت إ:ستقراء الریاضيقاعدة الأ) أ

 n +  1 ϵ B)  فان :B = N*   .  

  :الریاضي  القاعدة العامة للاستقراء ) ب

mلكل   n ϵ B :عندما   n ϵ B و  1ϵ B: وكان  ∗Nمجموعة جزئیة من  B : اذا كانت  < فان  ݊

: B =N∗ .  

  ) .اصغر (عنصر اول  ∗Nلكل مجموعة جزئیة غیر خالیة من ) ج

 :البرھان 

  ) :أ(  ⇐) ج( ⇐) ب( ⟸) أ(ن أسنثبت 

m: لكل  m ϵ B عندما  n ϵ Bو   ϵ B 1نأبحیث   B ⊆ N :لتكن ) ب( ⇐) أ < ن أولنفرض  ݊ 

: 

   E = {  x ϵ N | y ϵ B ∀ y ≤  x }نذإ  : E ⊆  B  ن أثبات المطلوب وھو إوعلیھ یتم :

E =  N∗  

≥ yلكل  y ϵ B : نإف n ϵ E: ذا كان إو ϵ B 1: ن لأ ϵ E 1: ن أثبات ذلك لاحظ ولإ  n  
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n): إذا + 1) ϵ B  

≥ y: لكل  y ϵ B: ن إوعلیھ ف   n + + n : ن أھذا یعني و     1  1 ϵ E اذاE = N∗  أ(حسب (  

ً . ول ألا تمتلك عنصر  B و  ∗Nمجموعة جزئیة من   B: لتكن )  ج( ⇐) ب(  :اذا

1 ∉  B1: ن إوعلیھ ف ∈ N∗  −  Bذا كانت إ : m ∈ N∗  −  B  لكل m <  n ن إف :  

 n ∈ N∗  −  B  ن إذا كان العكس فإنھ لأ: n ول للمجموعة ھي العنصر الأ B  وھذا یناقض

  . الفرض 

 ً ∗N:واذا  −  B = N∗  ن أومنھ ینتج ) . ب(حسب :B =  Ø  

 ً   . ولأعنصر ∗Nلكل مجموعة جزئیة غیر خالیة من : اذا

∋ 1:بحیث ان ∗Nمجموعة جزئیة من   Bلتكن) أ( ⇐)ج  Bو(n ∈ B ⟹ n + 1 ∈ B)  

̀ B: ولتكن =  N∗ −  B  

≠ ̀ B: ذا كانت إ  Ø ن إف :B ̀ ول ولیكن أتمتلك عنصر : m , ً ≠ mاذا 1 :ن لأ 1  ∈  B  

m :لكن  m > 1 : ن إوعلیھ ف − 1 <  ݉  ً – m) : اذا  1)  ∉ Bᇱ ن إوعلیھ ف : (m − 1) ∈

 B  وبالتالي  

m: ن إف = (m − 1)  + 1 ϵ Bذا إ:m ∉  B ̀  وھذا تناقض . ً = ̀ B: اذا  Ø  وعلیھ فان

: B = N∗  

  :ملاحظة 

عبارة صحیحة  P(1) :ن أن نبرھن على أیكفي ∗n ϵN: لجمیع قیم P(n)ثبات صحة العبارة لإ

P(mالعبارة  حةیؤدي الى ص P(m) العبارة حة ن صأونثبت  +   : ذا كانت إنھ لأ (1

S = {n ϵN∗ ∶  {p(n)  صحیحةعبارة 

+ m :ن إف mϵ S :ذا كانت إنھ أكما  ϵ S 1:ن إف  1 ϵ S ن إوعلیھ ف :S = N∗  

  ) :4(مثال



13 
 

  :نأثبت أ

෎ iଶ =
n(n + 1)(2n + 1)

6

୬

୧ୀଵ

 

  :ثبات الإ

p(n):ن أنفرض 1) = ෍ iଶ = (୬ାଵ)(ଶ୬ାଵ)
଺

୬

୧ୀଵ
  

n:ذن عندما إ =   :   یساوي یمنن الطرف الأأنجد  1

1 = (ଵ)(ଶ)(ଷ)
଺

1: یساوي والطرف الایسر =   .عبارة صحیحة  p(1): ن إیضا وعلیھ فأ1²

p(m) (2 ن أفنجد . عبارة صحیحة :  

p(m) = ෎ iଶ =
m(m + 1)(2m + 1)

6

୫

୧ୀଵ

 

p(mولإثبات صحة العبارة )  3 +  :نجد أن  (1

p(m + 1) =

  :ن إف وعلیھ
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෎ iଶ =
(m + 1)[m(2m + 1) + 6(m + 1)]

6

୫ିଵ

୧ୀଵ

=  
(m + 1)(2mଶ + 7m + 6)

6

=
(m + 1)(m + 2)(2m + 3)

6

=
(m + 1)[(m + 1) + 1][2(m + 1) + 1]

6
 

p(mذن إ +   الصحیحة الموجبة  nعبارة صحیحة لجمیع قیم  p(n)ن إعبارة صحیحة وعلیھ ف (1

  ) : 5(مثال 

a: ن أثبت أ + (a + r)  + (a + 2r)  + ⋯ . + [a +  (n − 1)r ] = ୬
ଶ

 [2a + (n −

1)r]   

  nوعدد حدودھا  rساسھا أو  aول متتابعة عددیة حدھا الأیسر یمثل ن الطرف الأألاحظ 

  :ثبات الإ

:P(n) :لتكن  a + (a + r) + (a + 2r) + ⋯+ [a + (n − 1)r) = ୬
ଶ

 [2a + (n −

1)r]  

n: ذا كان إف = .R:ن إف  1 H. S = a    وL. H. S = aن إوعلیھ ف : P(1)  صحیحة .  

  : ن ذإ. صحیحة P(m): ن ألنفرض 

a + (a + r) + (a + 2r) + ⋯+ [a + (m − 1)r]  =  
m
2

 [2a + (m − 1)r]  

  :ن إوعلیھ ف

 a + (a +

=   
m 
2

  [2a +  (m − 1)r] +  (a + mr) 
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a + (a + r) + (a + 2r) + ⋯+ (a +  m r)

= (m + 1)a +
[m(m − 1) + 2m] ⋅ r

2
 

= (m + 1)a +  
 m(m + 1)r 

2
 =   

m + 1
2 

(2a + mr) 

P(m: ن إوعلیھ ف +   ∗n ϵ Nصحیحة لكل  P(n) ذا إصحیحة  (1

  

  ): 6(مثال

= ab : ذا كان إ ba ن إف :(a + b)୬ = ∑ ൫୬୩൯
୬
୩ୀ଴  a୬ି୩b୩  لكلn ϵN∗  حیث 

୬!
୩!(୬ି୩)!

 =൫୬୩൯ مبرھنة ذي الحدین " یسمى ھذا القانون."  

  :ثبات الإ

 :لتكن 

n ذا كانت إ =   ن إف1

R. H. S =  ෍൬
1
k 
൰

ଵ

୩ୀ଴

aଵି୩b୩ = ൬
1
0
൰ a + ൬

1
1
൰ b = a + b  , L. H. S = a + b 

  صحیحة p(1)ن إوعلیھ ف

a):نذإp(m)ن أن نفرض والأ  + b)୫ = ∑ ൫୫୩൯
୫
୩ୀ଴  a୫ି୩b୩ وعلیھ فإن:  
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(a + b)୫ାଵ = ෍ቀ
m
k
ቁ

୫

୩ୀ଴

 a୫ି୩b୩(a + b) 

=ൣ൫୫଴൯a୫ + ൫୫ଵ൯a୫ିଵb + ൫୫ଶ൯a୫ିଶbଶ + ⋯+ ൫୫୫൯b୫൧(a + b) 

=൫୫଴൯a୫ାଵ + ൣ൫୫଴൯ + ൫୫ଵ൯൧a
୫b + ⋯+ ൣ൫୫୧ ൯+ ൫ ୫୧ିଵ൯൧a

୫ାଵି୧b୧ + ⋯+

൫୫୫൯b୫ାଵ 

൫୫ାଵ୩لكن  ൯ = ൫ ୫
୩ିଵ൯ + ൫୫୩൯  اذن  

(a + b)୫ାଵ = ൬
m + 1

0
൰ a୫ାଵ + ⋯

+ ൬
m + 1

i
൰ a୫ାଵି୧b୧+. . . + ൬

m + 1
m + 1

൰b୫ାଵ 

= ෍ ൬
m + 1

k
൰ a(୫ାଵ)ି୩b୩

୫ାଵ

୩ୀ଴

 

P(mذن إ + nصحیحة لكل P(n)ن إصحیحة وعلیھ ف (1 ∈ N∗ 

  : ( Divisibility)قابلیة القسمة) 2-5(

  :تعریف

aحیث a یكون العدد الصحیح  ≠ ً قاسم0 aونكتب   bللعدد الصحیح  ا ∣ b  ذا وجد عدد إذا وفقط إ

= bیحقق المساواة   cصحیح   c a   ن أكما نقول :a  عامل من عواملb و أb  قابل للقسمة

∤ a :نكتب  bلایقسم   a: واذا كان  aمن مضاعفات  bأو أن a  على b . وعلى سبیل المثال :  

7 ∣ 28                  4 ∤ 10                        3 ∣ 15          

3 ∣ 15:     لان   15 = 5 × 7و       3 ∣ 28:    لان   28 = 4 × 7  

  :الخواص الاساسیة لقابلیة القسمة ) 5-6- 2( 
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, aلتكن  b, c ∈ Z   

)1( 1 ∣ a 

aذا كان إ )2( ∣ b  ن إف :a ∣ bc . 

a: ذا كان إ )3( ∣ b  وb ∣ c ن إف:a ∣ c . 

)4( a ∣ 0 

a : ذا كان إ )5( ∣ b ن إف:|a| ∣ |b| . 

a : ذا كان إ )6( ∣ b  وb ∣ a   فان : a =  ±b . 

aذا كان إ )7( ∣ b     و a ∣ c  ن إف :a ∣ (bx + cy)  عداد الصحیحة لجمیع الأx , y . 

a :ذا كان إ )8( > b و  0 > a: وكان  0 ∣ b ن إف :a ≤  b 

  :البرھان 

)1( a = 1 ⋅ a  ⟹   1 ∣ a  

a : لنفرض ان  )2( ∣ b لاحظ ان : a ∣ a  نستنتج ان ) 1(من :a ∣ (ax +  by )  لجمیع قیم

 x, y  ونضع x = yو  0 =  c  نحصل على a ∣ bc . 

a : بمان ان  )3( ∣ b  وb ∣ c نھ یوجد عددان صحیحان إفs, t  بحیث یكون : b =  as و 

 c =  bt             ن إوعلیھ ف : c = ast  ن أومنھ نجد : a ∣ c .  

)4( 0 = a ∙ 0   ⟹   a ∣ 0  

aن أبما  )5( ∣ b ن  إفb = ac     حیثc ∈ Z خذ القیمة المطلقة للطرفین نحصل عليأب: 

|b|   = |a||c|  ومنھ|a| ∣ |b|  
a: ن أبما  )6( ∣ b  وb ∣ a ن إف :|a| ∣ |b|  وكذلك :|b| ∣ |a| ن أنجد ) 5(ستخدام إوب

:|a| ≤ |b|  و |b| ≤ |a|  ن أوھذا یعني :|a| = |b| نإوبالتالي ف a = ± b . 

aلما كان  )7( ∣ b  وa ∣ cنھ یوجد عددان صحیحان إفs, t  ن أبحیث : b =  as  و c =  at 

 : وعلیھ فان 

b x + c y = asx +  aty  =  a (sx +  ty )  

a : ومنھ نجد ان  ∣ (bx +  cy ) .  
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a : لما كان  )8( ∣ b  فان :b =  ac   حیث : c ϵ Z  وبما ان: a > b و    0 > : فان  0

c > c  :ن أومنھ نجد  0 ≥  : وبالتالي فان . عدد صحیح موجب  c نلأ 1 

b =  ac ≥  a . 

 :خوارزمیة القسمة) 2-7(

 :)6(مبرھنة

, a: لیكن   b عددان صحیحانb > , rعند ذلك یوجد عددان صحیحان وحیدان 0 q  بحیث یتحق

 :التالي 

 b =  q a +  r 0: حیث ≤  r ≤  a  

  :البرھان 

,rلنبرھن وجود العددین  اولاً  qعتبر المجموعة إS = {|x ≥ 0: x = b − ta , t ϵ Z}    ھذه

  :ن المجموعة غیر خالیة لأ

b − ta ≥ ≥ tذا وفقط اذا كانإ0  ୠ
ୟ

  

ذن أqھيrالمقابلة للعدد  tلتكن قیمةrولیكن Sصغر في أن مبدأ الترتیب الحسن یوجد عنصر م

rنحصل على  = b − qaاي انb = qa + r لاحظ انr ≥ o بقي ان نبینr < لنفرض ان  ܽ

r ≥ aذن إ  

0 ≤ r − a = b − qa − a = b − (q + 1)a وھذا یجعلr − a ϵS ولكنr − a < مما ݎ

rذن إSصغر في أعنصر  rن أیناقض كون  < a.  

,rن على وحدانیة العددین برھن الألن q:  

bولنفرض ان  = qa + r 0حیث ≤ r < aوانb =  q̀a + r ̀ 

0حیث  ≤ r ̀ < ̀ rعلاه نحصل علىأوبطرح المعادلتین ܽ − r = (q − q ̀)a وبجمع المتباینتین

  التالیتین 

0 ≤ r ̀ < ܽ , −ܽ < ݎ− ≤ 1−نحصل على a والقسمة على العدد  0 < ୰̀ି୰
ୟ

< 1  
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୰̀ି୰وبما ان 
ୟ

= q − q ̀ننا نستنتج ان إفq − q ̀ = qي انأ 0 = q ̀وكذلكr = r ̀ وفي ھذه

  .بباقي القسمة   r  والعدد  aعلى   bبخارج القسمة qالمبرھنة یسمى العدد

  ):7(مثال 

+ 4kي عدد صحیح فردي یمكن كتابتھ على الصورة ألنبرھن ان  4kاو  3 +   k ϵ Zحیث  3

aباخذ = 4kعلى الصورة   bخوارزمیة القسمة نستطیع كتابة اي عدد صحیح  ستخدامإوب 4 +

r حیثr = 4kي عدد فردى یكتب على الصورة أن أومنھ نجد  0,1,2,3 + 4k او 1 + لان  3

4k 4  وk +   .عددان زوجیان 2

  :عداد الصحیحة تمثیل الأ) 2-8(

  المبرھنة التالیة تطبیق لخوارزمیة القسمة 

  :) 7(مبرھنة 

بطریقة وحیدة  N ي عدد صحیح موجب أننا نستطیع كتابةإكبر من الواحد فأعددا صحیحا  k ذا كان إ

  على الصورة 

N = a୫k୫ + a୫ିଵk୫ିଵ + ⋯+ aଶkଶ + aଵk + a଴ المعاملات : علما بانa୲    تاخذ

k و  0قیما صحیحة بین العددین  − a୫و  1 ≠ 0 

  :البرھان

  : یحققان العلاقة a଴و qଵباستخدام خوارزمیة القسمة نستطیع ایجاد عددین  صحیحین 

N = qଵk + a଴  0حیث ≤ a଴ < ݇  

qଵ: اذا كان  ≥ k    فاننا نستخدم خوارزمیة القسمة مرة اخرى لنحصل على عددین صحیحینaଵ  و

qଶ  0   :یحققان العلاقة ≤ aଵ < ݇ , qଵ = qଶk + aଵ 

  ولى نحصل علىفي المعادلة الأ q₁وبالتعویض عن قیمة 
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 N =  (q₂ k + a₁)k +  a₀ =  q₂k² +  a₁ k +  a₀ 

  بحیث یكونa୫ିଵوq୫علىmالمرحلة في  وبالطریقة نفسھا نحصل على 

0 ≤ a୫ିଵ < ݇ , q୫ିଵ = q୫k + a୫ିଵ وبما ان:qଵ > qଶ > ⋯ > متتالیة متناقصة  0

q୫نحصل على المرحلة التي یكون  فیھا  < a୫عندئذ نتوقف ونجعل على ݇ = q୫  بذلك و

  :نحصل على المساواة 

N = a୫k୫ + a୫ିଵk୫ିଵ + ⋯+ aଶkଶ + aଵk + a଴ 

  : وللبرھان على وحدانیة التمثیل نفرض ان

N = a୫k୫ + a୫ିଵk୫ିଵ + ⋯+ aଶkଶ + aଵk + a଴ 

= b୬k୬ + b୬ିଵk୬ିଵ+. . +aଵk + b଴ 

≤ m: لنفرض ان  nصفریة في التمثیل الثاني یمكن ان نفرض ان  عاملاتضافة مإوب : m =  n 

  :وبالطرح نحصل على 

(a୫ − b୫)k୫ + (a୫ିଵ − b୫ିଵ)k୫ିଵ + ⋯+ (aଵ − bଵ)k + (a଴ − b଴) =

0 → (1) 

  .التمثیلین مختلفین فھذا یعني ان احد المعاملات اعلاه لا یساوي الصفر وبفرض ان 

a୧لیكن  − b୧صفار أوبحذف الحدود التي معاملاتھا ) 1(ول معامل غیر صفري في العلاقة السابقة أ

a୧)ونقل الحد  − b୧)k୧نحصل على المساواة ) 1(یمن في العلاقة الى الطرف الأ: 

(a୫ − b୫)k୫ + (a୫ିଵ − b୫ିଵ)k୫ିଵ + ⋯+ (a୧ାଵ − b୧ାଵ)k୧ାଵ

= −(a୧ − b୧)k୧ 

  :یسر الأعامل مشترك من الطرف  kوباخذ   k୧وبالقسمة على 

kൣ(a୫ − b୫)k୫ି୧ିଵ + (a୫ିଵ − b୫ିଵ)k୫ି୧ିଶ + ⋯+ (a୧ାଵ − b୧ାଵ)൧

= −(a୧ − b୧)   → (2) 
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kنحصل على ) 2(ومن العلاقة  ∣ −(a୧ − b୧)  اي ان :k ∣ |a୧ − b୧ |   ومنھ نجد ان : 

|a୧ − b୧| ≥ k 0:ولكن ≤ a୧ ≤ k − 0 :و  1 ≤ b୧ ≤ k −   ومنھ نجد 1

|a୧ − b୧| ≤ k −   . ن یكون التمثیلان متساوییان أوھذا تناقض وبالتالي فلابد 1

  :) 8(مثال 

kساس لأل37كتب العدد أ = 2  

  :الحل 

37 = 2(18) + 1             q₁ = 18 > k 

18 = 2(9) + 0             q₂ =  9 > k 

9 = 2(4) + 1            qଷ = 4 > k 

4 = 2(2) + 0               qସ = 2 ≥ k 

2 = 2(1) + 0                qହ = 1 < k 

qହنضع  = aହ نحصل على التمثیل  

37 = 1(2ହ) + 0(2ସ) + 0(2ଷ) + 1(2ଶ) + 0(2ଵ) + 1(2଴) = (100101) 

  ) :9(مثال 

kساس للأ 61469كتب العدد أ = 16   

  :الحل 

61469 =  16 ( 3841) +  13                 qଵ =  3841 > K 

3841 =  16 (240) +  1                         qଶ =  240 > K 

240 =  16 ( 15 ) +   0                            qଷ =  15  < K 

qଷنضع = aଷ : فنحصل على التمثیل   

 61469 =  15 ×  (16ଷ) + 0 × (16ଶ) +  1 × (16ଵ)  + 13 ×  (16଴) 
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= F × (16ଷ) + 0 ×  (16ଶ) +  1 × (16ଵ) +  D ×  16଴ 

= (F01D)ଵ଺ 

:على الاعداد    A , B , C , D, E یث انھ في النظام الستة عشري  تدل الحروفح    

10, 11, 12, 13,14 ,  .على الترتیب  15

  :( Greatest Common Divisor ):عظم القاسم المشترك الأ)  2-9(

  :تعریف

, aلیكن  b  عددین صحیحین لیس كلاھما صفرا نقول انdھو القاسم المشترك الاعظم للعددین  

a, b    رمز لذلك بالرمز ونd =  (a , b)  ذا وفقط اذا كان إ : 

1(  d >  0 

2( d ∣ b ∧   d ∣ a  

c : اذا كان  )3 ∣ a ∧  c ∣ bc > ≥ c: فان  0  d  

  :مثلا 

(27,41) =  1   ,     (−3 ,−9 ) = 3     ,     ( 6 ,9 ) = 3   ,    (5, 15 ) = 5  

  : ) 8(مبرھنة 

,a : ذا كان إ b عددین صحیحین لیس كلاھما صفر ً ,x଴:نھ یوجد عددان إف ا y₀ بحیث 

(a, b)  = a x₀ + b y₀  وھذه العباره تسمى تركیبا خطی ً ,aمن  ا b .  

  : البرھان 

Sنعرف المجموعة التالیة = {ax + by: ax + by > 0, x, y ϵ Z} بما ان :a, b  لیس كلاھما

ً صفر a:ذا كان إ a≠0: ن أفلنفرض  ا >   نلأ a ϵ S: فان  0

    a = a × 1 + b × 0 
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a−:اما اذا كان  > 0 , a < = a−فان  0  a × (−1)  +  b × (0)  

a−: اي ان   ∈ S  ن أن نستنتج أومنھ نستطیعS  الترتیب الحسن یوجد عنصر  أحسب مبدغیر خالیة

,x଴یوجد عددان صحیحان  Sومن تعریف  dصغر موجب أ y₀ بحیث ان 

d =  a x₀ + b y₀نأ ندعي :d = (a, b)  

dذا كان إ ∣ a  فھذا ھو المطلوب ولكن قد یكون  d ∤ a من خوارزمیة القسمة یوجد عددان وحیدان

r, qبحیث:  

0 < ݎ < ݀ , ܽ = ݍ݀ +   لانݎ

r = a − dq = a − ( a x₀ + b y₀)q = a(1 − x₀q) + b(−y₀q) 

rن أي أ ∈ S  ولكنr < d   وھذا تناقض اذا لا بد  من ان ݀ ∣ a ن أوبالطریقة نفسھا نبرھن علي

d ∣ b واخیرا اذا كانc ∣ aو  c ∣ b نأنعلم واستنادا للخواص:  

  c ∣ ( a x₀ + b y₀)ن أي أ : c ∣ d ن أجدن الخواص ستنادا الى إو :c ≤  d ن إوبالتالي فd 

  عظم ھو القاسم المشترك الأ

  :(Euclidean Algorithm)قلیدس إخوارزمیة ) 2-10(

bلیكن  ≥ a >   من خوارزمیة القسمة  عددین صحیحین 0

  

0 < ₁ݎ < ܽ             ,                ܾ = ₁ݍܽ +  ₁ݎ

0 < ₂ݎ < ܽ                 ,            ₁ݎ = ₂ݍ₁ݎ +  ₂ݎ

0 < ₃ݎ < ₁ݎ               ,          ₂ݎ = ₃ݍ₂ݎ +  ₃ݎ

                   ⋮                                                            ⋮                

0 < r୬ < r୬ିଵ           ,           r୬ିଶ = r୬ିଵq୬ + r୬ 

r୬ାଵ = 0                    ,             r୬ିଵ = r୬q୬ାଵ + 0 

,a)عندئذ  b) =  r୬  حیث أنr୬  ھي القاسم المشترك الأعظم.  
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  :البرھان 

 من الخوارزمیة الموصوفة بالنص نلاحظ ان 

a > rଵ > rଶ > rଷ > ⋯ > r୬ > r୬ାଵ 

r୬ାଵبحیث  nصحیحة فلا بد من وجود r୧ولما كانت الاعداد  = 0  

⟹ (b, a) = (aଵ, rଵ) = (rଵ , rଶ) = ⋯ = (r୬ , r୬ାଵ) = (r୬, 0) = r୬ 

  :ملاحظة 

,a عظم للعددین یجاد القاسم المشترك الأإعلاوة على  b یجاد یضا لإأقلیدس تستخدم إن خوارزمیة إف

x, y  المرتبطین بالمساواة (a, b) = ax + by  ویتم ذلك كما یلي:  

dبما ان  = r୬ فان  

d = r୬ିଶ − q୬r୬ିଵ 

= r୬ିଶ − q୬(r୬ିଷ − q୬ିଵr୬ିଶ) 

= r୬ିଶ(1 + q୬q୬ିଵ) − r୬ିଷq୬ 

r୬ିସبالقیمة  r୬ିଶوبالتعویض عن  − q୬ିଶr୬ିଷ نحصل  نفسھبالاستمرارالخطوات  على  المنوال

,xفي النھایة على  y بحیث یكون :  

d = ax + by 

  :) 10(مثال 

,a)اوجد القاسم المشترك الاعظم  b)    اذا كان:  

)1( a = 42   ,      b = 30 

)2( a = 90      ,   b = 52 

  :من خوارزمیة اقلیدس )  1(   :الحل 

a = bq + r 
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42 = 30(1) + 12 

30 = 12(2) + 6 

12 = 6(2) + 0 

(42,30) = 6 

)1( a = 90        b = 52 

90 = 52(1) + 38 

52 = 38(1) + 14 

38 = 14(2) + 10 

14 = 10(1) + 4 

10 = 4(2) + 2 

4 = 2(2) + 0 

d = 2    ⟹ (90,52) = 2 

  : )11(مثال

,a)اوجد القاسم المشترك الاعظم  b)   اذا كان : a = 264  ,    b = 42   

,xثم اوجد  y    التي تجعلd = ax + by    

  :الحل 

  :من خوارزمیة اقلیدس 

a = bq + r 

264 = 42(6) + 12 

42 = 12(3) + 6 

12 = 6(2) + 0 

d = 6    
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  ومن الخظوة قبل الاخیرة 

6 = 42 − 12(3) 

= 42 − ൫264 − 42(6)൯(3) 

= 42 − (264(3) + 42(18) 

= 42(19) − 264(3) 

= 42(19) + 264(−3) 

  :) 12( مثال

,x  ثم جد  (6755,1587645):أجد القاسم المشترك الاعظم ل y التي تجعل 

d = ax + by 

  :الحل

a:من خوارزمیة اقلیدس  = bq + r                

1587645 = 235(6755) + 220 

6755 = 30(220) + 155 

220 = 1(155) + 65 

155 = 2(65) + 25 

65 = 2(25) + 15 

25 = 1(15) + 10 

15 = 1(10) + 5 

10 = 2(5) + 0 

(6755,1587645)وعلیھ فان  = 2  
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  :من الخطوة قبل الاخیرة اعلاه وبالمرور علي خطوات الخوارزمیة عكسیا نجد 

    5 = 15 − 1(10) 

= 15 − 1(25 − 1(15)) 

 = −25 + 2(15) 

= −25 + 2(65 − 2(25)) 

= 2(65) − 5(155 − 2(65)) 

= 2(65) − 5(155) 

= −5(155) + 12(65) 

              = −5(155) + 12(220 − 1(155)) 

                   = 12(220) − 17(6755) − 30(220) 

     = −17(6755) + 522(220) 

                                    = −17(6755) + 522(1587645) − 235(6755) 

                   = 6755(−122687) + 1587645(522) 

xومنھ نجد ان  = y و 122687− = 522  

  :اً نسبیةد الأولیاعدالأ) 2-11(

  :تعریف 

,aلیكن  b    عددین صحیحین غیر صفرین یقال ان العددینa, b    اذا كان القاسم ً اولیان نسبیا

  :المشترك الاعظم لھما یساوي الواحد اي ان

  :تعریف 

,aଵلتكن  aଶ, aଷ, … , a୬ اعداد صحیحة لیست جمیعھا اصفار نقول انd  ھو القاسم المشترك الاعظم

,aଵ:للاعداد  aଶ, aଷ , … , a୬ ونرمز لھا بالرمزd = ( aଵ, aଶ, aଷ, … , a୬)  ذا كان إذا وفقط إ:  

)1( d > 0 
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)2( d ∣ a୧ 1لكل ≤ i ≤ n 

cاذا كان  )3( ∣ a 1لكل ≤ i ≤ n  وكانc > cفان  0 ≤ d 

 :) 9(مبرھنة

,aଵلتكن aଶ, aଷ , … , a୬اعداد صحیحة لیست جمیعھا اصفار فان 

(aଵ, a

  :البرھان

Aعداد ن القواسم المشتركة لمجموعة الأأسنبرھن على   = (aଵ, aଶ, aଷ, … , a୬ ) 

,B={aଵھي القواسم المشتركة لمجموعة الاعداد  aଶ, … , a୬ିଶ, (a୬ିଵ, a୬)}  

  .نفسھا 

b:اذنAقاسما مشتركا لمجموعة الاعداد   bلیكن  ∣ aଵ, b ∣ aଶ , … , b ∣ a୬ିଶ  

bولكون  ∣ a୬ିଵوb∣a୬فانb ∣ (a୬ିଵ, a୬)عداد ھ القاسم المشترك لمجموعة الأنإوبالتالي فB .  

ً قاسم cخرى اذا كان أومن ناحیة  ً مشترك ا   :ن فإ Bعداد لمجموعة الأ ا

ܿ ∣ aଵ  , ܿ ∣ aଶ  ,⋯ , c ∣ a୬ିଶ ولكونc ∣ (a୬ିଵ, a୬) فانc∣a୬ିଵ, c∣a୬نأي أc قاسم مشترك

  . Aعدادلمجموعة الأ

, Aمجموعة القواسم المشتركة للمجموعتین   cبما ان  Bكبر في متساویة ومنتھیة فبأخذ العنصر الأ

 :ن أھذه المجموعة نستنتج 

(aଵ,

  : )13( مثال

, 256 )جد  112,72 )  

,256)  :الحل  112,72)  =  ( 256 , (112 ,72)) =  (256 , 8) =  8  
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  :تعریف

,aଵتوصف الاعداد aଶ, aଷ , … , a୬    اذا كان ً  : بانھا اولیة تبادلیا

aଵ, aଶ, aଷ , … , a୬ =  وتوصف بانھا اولیھ نسبیا مثنى مثنى  1

, a୧): اذا كان  a୨) = 1: لكل  1 ≤ i ≠  j ≤ n  

  :) 14(مثال 

,35,21عداد  الأ ً أ 15   : ن لأ ولیة تبادلیا

(15 , 21 ,35 ) =   ( 15 , (21, 35))  =  (15, 7) = 1  

  : ولكنھا لیست اعداد اولیة نسبیا  مثنى مثنى لان 

(15, 21 ) = 3   , (15  ,35) =  5  ,   (21 , 35 ) = 7  

  :الاصغر المضاعف المشترك ) 2-12(

  :تعریف 

, a₁:لتكن  a₂ , a₃ , … a୬ ن أجمیعھا لا یساوي الصفر نقول :m صغر ھو المضاعف المشترك الأ 

, a₁عداد للأ a₂ , a₃ , … a୬  

mونكتب  =  a₁ , a₂ , a₃ , … a୬  

  ذا وفقط اذا كان إ

)1( m > 0 

)2( a୧ ∣ m, ∀ i, 1 ≤ i ≤ n 

cاذا كان  )3( > a୧و 0 ∣ c 1لكل ≤ i ≤ n୧ 

mفان  ≤ c 
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:ملاحظة   

, a₁ بما ان مجموعة مضاعفات الاعداد  a₂ , a₃ , … a୬  ھي مجموعة جزئیة غیر خالیة من الاعداد

الصحیحة الموجبة فان مبدأ الترتیب الحسن یضمن لنا وجود عدد اصغر وحید في ھذه المجموعة 

  .وھذا العدد ھو المضاعف المشترك الاصغر 

  :) 15(مثال

[9.8] = 72      [6.15] = 30      [5.15] = 15 

المبرھنة التالیة ھي طریقة لحساب المضاعف المشترك الاصغر لعددین اذا علم القاسم 

  :المشتركالاعظم لھما 

  

  : ) 10(مبرھنة

,aاذا كان  b > ,a)فان  0 b)[a, b] = ab  

  :البرھان 

dبافتراض ان  = (a, b) وانm = ୟୠ
ୢ

,sفانھ یوجد عددان   r  بحیث انb = ds , a = dr  

mوبالتالي فان  = as = rb  اذا كانb ∣ c و a ∣ c  فانھ یوجد عددانt , u بحیث یكون  

c = au = bt  وبما انd = (a, b) فانھ یوجد عددانy, x  بحیث انd = ax + by  

ୡ:         وعلیھ فان 
୫

= ୡୢ
ୟୠ

= ୡ(ୟ୶ାୠ୷)
ୟୠ

= ୡ
ୠ

x + ୡ
ୟ

y = tx + uy  

mومنھ نجد ان  ∣ c اي انm ≤ c ونكون برھنا علي انm = [a, b]  

  :ملاحظة 

  من عددین بمعنى اخر ان  غیر صالحة لاكثر)10(الصیغة الواردة في المبرھنة 
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(a, b, c)[a, b, c] ≠ abc كما ھو مبین في المثال التالي:  

  :) 16(مثال 

[6,10,15] = 30        

  (6,10,15) = 1 

  

  

  :ولیة عداد الأالأ) 2-13(

Pعدد اولي اذا كان  Pن العدد الصحیح أنقول :تعریف > وكان لا یقبل القسمة الا على نفسھ 1

ً عدد 1ولي الذي  لا یساوي حیح الموجب غیر الأیسمى العدد الص. 1والعدد  إمؤلف ا ً ذن فالعدد المؤلف ا

n یمكن كتابتھ كما یليm = ab  1حیث أن < ܾ < ݊ . 1 < ܽ < ݊  

  :) 11(مبرھنة  

nي عدد صحیح أ >   .ولیة الأ عدادو حاصل ضرب عدد منتھي من الأأولي أما إھو  1

  :البرھان 

  بواسطة المبدأ الثاني للاستقراء الریاضي تبرھن 

  عدد اولي  2العدد  : الخطوة الأساسیة

  :خطوة الاستقراء 

2بحیث ان   mلنفرض ان اي عدد  ≤ m ≤ k  ھو حاصل ضرب عدد منتھي من الاعداد الاولیة

kسنبرھن على ان  +   ھو حاصل ضرب عدد منتھي من الاعداد الاولیة 1
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kاذا كان  + kعدد اولي فھو یعني بمنطوق المبرھنة انھ اذا كان  1 +   عددا مؤلفا فان 1

k + 1 = ab حیث انb ≤ k , 2 ≤ a  باستخدام فرضیة الاستقراء نستطیع كتابة كل منa, b 

kكحاصل ضرب عدد منتھي من الاعداد الاولیة وبالتالي فاننا نستطیع كتابة  + كحاصل ضرب 1

  .ة عدد منتھي من الاعداد الاولی

  ):1(نتیجة

nلكل عدد صحیح  >   .ولي أیكون لھ قاسم  1

  :البرھان

nعدد اولي فالعبارة صحیحة لان nذا كان إ ∣ n اما اذا كانn عددا مؤلفا فاننا نحصل على القاسم

  .) 11(الاولي باستخدام مبرھنة 

  :) 2(نتیجة

ً  nاذا كان  ً  عددا مؤلفا فانھ یوجد قاسما Pبحیث أن  nللعدد  Pاولیا ≤ √n  

  :البرھان 

n عددا مؤلفا فان  nبما ان  = ab1و < ܽ ≤ ܾ < mاذن  ݊ = ab ≥ aଶ  ومنھ نجد

aان < √n.    

Pبحیث  Pیوجد عدد اولي) 1(وباستخدام نتیجة  ∣ a  منھ نجد أن وP ∣ n وP ≤ aنإوبالتالي ف  

P ≤ √n 

  :  The Sieve of Eratosthenes:مرشحة اراتواستینس ) 2-14(

  :الاعداد الاولیة والفكرة ھي  وھي قاعدة لایجاد

وبما ان  100و  2نكتب جمیع الاعداد بین  100اننا نرید ایجاد جمیع الاعداد الاولیة التي تقل عن 

ھو عدد اولي فاننا نضع دائرة حولھ ونشطب جمیع الاعداد الزوجیة الاخرى لانھا من  2العدد 



33 
 

یتم شطبھ ووضع دائرة حولھ ثم نقوم بشطب  3 العدد التالي في الاقائمة ھو العدد.  2مضاعفات العدد 

  :كالآتي بعد نھایة الخطوة ستكون القائمة  3كل ثالث عدد بعد ذلك لانھا من مضاعفات العدد 

②.③ , 4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22…….  

  وبذلك یكون  اصغر عدد في القائمة الذي لم توضع حولھ دائرة او لم یتم شطبھ ھو عدد اولي 

مما سبق یمكن الاستنتاج انھ من المحتمل عند خطوة معینھ من خطوات مرشحة اراتوستینس ان 

  .الاعداد الكبیرة ستشطب وھذا یعني ان عدد الاعداد الاولیة منتھ

قدم اكثر من برھان لوجود عدد غیر منتھ من الاعداد الاولیة وكان  ان مثل ھذا الاستنتاج خاطئ وقد

  (Elements) من كتابھ المشھور العناصر ܆۷اول ھذه البراھین ھو الذي قدمھ اقلیدس في الجزء 

  .وسنقدم برھانا مشابھ لبرھان اقلیدس 

  : ) 12(مبرھنة 

  یوجد عدد منتھ من الاعداد الاولیة 

  :البرھان 

a୬لنضع  = n! + nحیث أن   1 ≥ لھ على  Q୬نجد أن ) 11(للمبرھنة ) 1(باستخدام نتیجة  1

q୬اذا كان  q୬الاقل عامل اولي واحد ولیكن  ≤ n  فانq୬ ∣ n! ومنھ نجد ان  

q୬ ∣ (Q୬ − n!  )  اي انq୬ ∣ q୬وھذا مستحیل اي ان  1 > اذن نكون قد برھنا على انھ  ݊

 .وبالتالي یكون عدد الاعداد الاولیة غیر منتھ  nعدد اولي اكبر من nیوجد لكل عدد صحیح موجب 

  

  :ساسیة في الحساب المبرھنة الأ) 2-15(

nاي عدد صحیح  > كحاصل ضرب عدد منتھ من ) باستثناء الترتیب(یمكن كتابتھ بشكل وحید  1

  .الاعداد الاولیة 
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  :البرھان 

nعلي ان اي عدد صحیح ) 11(مبرھنة في لقد برھنا سابقا  > كحاصل ضرب عدد  یمكن كتابتھ1

یكتب بشكل وحید ونستخدم لذلك nتمام البرھان نحتاج الي ان نثبت ان منتھ من الاعداد الاولیة ولإ

  nالمبدأ الثاني للاستقراء الریاضي على 

  :الخطوة الاساسیة

nاذا كان  =   فمن الواضح ان العبارة الصحیحة  2

    :خطوة الاستقراء 

 nاذا كان  nواقل من  1التي ھي اكبر من الصحیحة داد لنفرض ان العبارة الصحیحة لجمیع الاع

كحاصل  nعدد مؤلف واننا نستطیع كتابة العدد  nلنفرض اذا ان . عددا اولیا فالقضیة صحیحة 

  :ضرب عدد منتھ من الاعداد الاولیة بطریقتین مختلفتین اي ان 

n = p₁ p₂… … p୲ 

=  q₁ q₂… … qୱ 

P₁بما ان  ∣ q₁ q₂… . qୱ فانھ یوجد عددi 1بحیث < ݅ ≤ p₁:بحیث ان  ݏ ∣ q₁   ولكن بامكاننا

p₁:بحیث یكون  q₁  q₂… .qୱان نعید ترتیب الاعداد  ∣ q₁  وبما ان :p₁  وq₁  عددان اولیان فان

 :p₁ = q₁ 1 :وبالتالي فان < ୬
୮₁

< ୬و  ݊
୮భ

=  pଶpଷ⋯ p୲  = qଶqଷ⋯ qୱ  

୬فباستخدام فرضیة الاستقراء  الریاضي نستنتج ان الطریقتین السابقتین للكتابة   
୮₁

متطابقتان باستثناء  

  ترتیب العوامل 

S: وعلیھ فان  = t وان طریقتي تحلیل العددn  وبھذا یتم برھان , الى عوامل اولیة متطابقتان

  .المبرھنة 

  :)19(مثال 

logଵ଴برھن على ان العدد    عدد غیر نسبي   2
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  :الحل

logଵ଴اذا كان  logଵ଴:  فان   2 2 = ୟ
ୠ

, aبحیث    b ∈ Z   وb ≠   : ومنھ نجد ان   0

10ୟ = 2ୠ    2: اي انୟ ⋅ 5ୟ = 2ୠ   وھذا یناقض الوحدانیة في المبرھنة الاساسیة للحساب.  

  

  :) 20(مثال 

  غیر نسبي     10య√برھن على ان العدد   

  :الحل 

10:بما ان  = 2 × فانھ باستخدام المبرھنة الاساسیة في الحساب لا یمكن ان یكون مكعبا لعدد  5

  صحیح وعلیھ 

  .عدد غیر صحیح وبالتالي فانھ  غیر نسبي    10య√:فان 
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  :ق ــابــطـــالت) 3-1(

في .قد كان واضحا من الفصل السابق ان قابلیة القسمة تمثل احد المفاھیم الاساسیة في نظریة الاعداد 

ھذا الفصل سنستمر في دراسة قابلیة القسمة ولكن من وجھة نظر مختلفة نوعا ما فان التطابق ھو 

ورا حیث انھ باستخدمنا للتطابق نستطیع التوصل للبراھین طتعبیر اخر لقابلیة القسمة ولكن اكثر ت

التطابق یؤدي الي مساواة وھنالك تشابھ كبیر  بین خواصھ وخواص المساواة وبذلك . بصورة اسھل

  .نستطیع ان نركز ھذه الخواص بصورة اسھل 

  :تعریف

, aلیكن b ϵ Z وn ∈ Zା  نأنقولa یطابقb قیاسn  ونرمز لذلك بالرمزa ≡ b(mod n) ذا إ

  كان

n ∣ (a − b) ذا كان إوn ∤ (a − b)  ن أفاننا نقولa  لا تطابقb  قیاسn  ونكتبa ≢

b(mod n)  

  :) 1( مبرھنة

, aاذا كان  bϵZ  فانa ≡ b(mod n) اذا وفقط اذا وجد عدد صحیصحk بحیث انa = b + kn  

  :البرھان

aاذا كان  ≡ b(mod n)  فانn ∣ (a − b)  بالتالي یوجد عدد صحیحk حیث انa − b = kn 

  اي ان

a = b + kn  

  kوبالعكس اذا فرضنا وجود عدد صحیح 

aحیث ان  = b + knفانa − b = kn 

n  ومنھ نجد ان  ∣ (a −  b) اي انa ≡ b(mod n)  

  ):1(مثال
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5(mod 3) = 5ن لأ2 = 1(3) + 2  

(mod 3)2و  = 2  

2نلأ = 0(3) + 2  

(mod 3)3و  = 3ن لأ0 = 1(3) + 0  

 

  :) 2(مبرھنة 

  :nبعض خواص التطابق مقیاس 

,aاذا كان b, c ϵ Z وكانnϵZା   فان  

)1( a ≡ a(mod n) 

aاذا كان  )2( ≡ b(mod n)  فانb ≡ a(mod n) 

aاذا كان  )3( ≡ b(mod n) وكانb ≡ c(mod n)  فانa ≡ c(mod n)  

  :البرھان

nبما ان  )1( ∣ (a − a) = aفان  0 ≡ a(mod n)  

aبما ان )2( ≡ b(mod n) فاننا نستطیع ایجاد عدد صحیحkبحیث انa − b = kn  اي ان 

b − a = (−k)n    ومنھ نجد أن :b ≡ a(mod n)  

aبما ان  )3( ≡ b(mod n)   وان b ≡ c(mod n)  فانھ یوجد عددان صحیحانj, k بحیث

 ان

kn = a − b وانjn = b − c وبناءا على ذلك نجد ان  

   a − c = (a − b) + (b − c) = kn + jn = (k + j)n اي انn ∣ (a −

c) ومنھ نجد انa ≡ c(mod n) 
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  :) 3(مبرھنة

,a: اذا كانت  b, c, d  اعداد صحیحة وكان :n  عددا صحیحا موجبا  بحیث انa ≡

b(mod n)  وانc ≡ b(mod n)   فان:  

)1(  a + c ≡  b + d (mod n) 

)2( a − c ≡  b − d (mod n) 

)3( ac ≡  bd (mod n ) 

  :البرھان 

aبما ان   ≡ b(mod n)    وان :  c ≡ b(mod n)  فانھ یوجد عددان صحیحانj , k بحیث ان 

kn =  a − b  وان jn =  c − d  

(a + c) − (b + d) = (a − b) + (c − d)  =  kn +  nj 

=  (k + j)n    (1) 

  : ومنھ نجد ان 

a + c = (b + d) + (k + j)n  اي ان : (a + c) ≡ b + d(mod n)  

(a − c) − (b − d) = (a − b) − (c − d) =  kn −  nj 

=  (k + j)n    (2) 

  : ومنھ نجد ان 

a − c = (b − d) + (k − j)n   اي ان : (a − c) ≡ b −

d(mod n)   

ac –  bd – ac =  ba + bc − bd = c(a − b) + b(c − d)

=  (ck + bj)n  (3) 

  :ومنھ نجد ان 



39 
 

ac = bd + (ck + bj)n اي ان ac ≡ bd(mod n) 

  ) :4(مبرھنة 

a:إذا كان  ≡ b(mod n)  وكانm ∣ n  فإن :a ≡ b(mod m) 

  :البرھان 

aبما أن  ≡ b(mod n)  فإن:n ∣ (a − b)  بما أنm ∣ n  فإنm ∣ (a − b) وبالتالي فإن : 

  :تعریف

∗aaاذا كان  nقیاس  aھو النظیر الضربي للعدد ∗aعددا صحیحا نقول ان العدد  *aلیكن  ≡

1(mod n) 

 ونعني بالنظیر الضربي للعدد الصحیح ھو مقلوب العدد

a.
1
a

= 1 

  : )2( مثال

(0)2لاحظ ان  ≡ 0(mod 4)(1)2    و ≡ 2(mod 4)و  

2(2) = 2(mod 4)و 

2(2) ≡ 0(mod 4)و 

  4لیس لھ نظیر ضربي قیاس  2اذن العدد 

  اثبت ان : )3( مثال

fହ = 2ଷଶ + 1 ≡ 0(mod 641) 
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  : الحل

2ସ ≡ 16(mod 641) 

2଼ ≡ 256(mod 641) 

2ଵ଺ ≡ 154(mod 641) 

2ଷଶ ≡ 640(mod 641) 

fହاذن  = 2ଷଶ + 1 ≡ 0(mod 641)  

  Residue systems :انظمة الرواسب) 3-2(

عداد علاقة تكافؤ على مجموعة الأ يھnالتطابق قیاسعلاقة ن إعدد صحیح موجب  nلیكن 

من المجموعات المختلفة والتي یسمى كل منھا  nلي إ Z الصحیحة وعلیھ فانھا تجزئ المجموعة

وكل مجموعة من ھذه المجموعات تحوي الاعداد المتطابقة المختلفة قیاس  n فصل تطابق قیاس 

n 3ن فصول التطابق المختلفة قیاس أفعلى سبیل المثال  

    [0] = {… ,−9,−6,−3, 0, 3, 6, 9, … } 

[1] = {… ,−8,−5, 1, 4, 7, 10, … } 

       [2] = {… ,−7,−4,−1, 2, 5, 8, 11, … } 

  :) 5( مبرھنة 

,0,1,2,3اي عدد صحیح یجب ان یكون مطابقا لعدد واحد فقط من بین الاعداد  … , n −   nقیاس  1

  :البرھان

على الصورة   xستخدام خوارزمیة القسمة نستطیع كتابة العدد إعدد صحیح ب xن ألنفرض 

 x = qn + r و  

0 ≤  r ≤ n − xومن تعریف التطابق نجد ان1 ≡ r(mod n)فرضنا ایضا ان  إذاو  
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x ≡ r̀ (mod n)  0حیث ان ≤ r̀ ≤ n − x فان  1 = q̀ n + r̀  وq̀ ∈ Z اي ان  

x = q̀ n + r̀ = qn + r وبستخدام الوحدانیة في خوارزمیة القسمة نجد انr = r̀  

  )(complete residue system:التامة) الرواسب (مجموعة الباقي )3-3(

  :تعریف

, rଵنقول ان الاعداد  rଶ,⋯ , r୬  تمثل نظام رواسب تام قیاسn  اذا كان لكل عدد صحیح یطابق عدد

, rଵواحد فقط من الاعداد  rଶ⋯ r୬  قیاسn  

  : ) 3( مثال

,0}اثبت ان المجموعة  ±1 ,   5تمثل نظام رواسب تام قیاس  {±2

  :الحل

1− لاحظ ان  ≡ 4(mod 5)2−و ≡ 3(mod 5) 0 و ≡ 0(mod 5) 1 و ≡

1(mod 5)و  

  :) 6( مبرھنة

  nعداد الصحیحة المتتالیة تمثل نظام رواسب تام قیاسمن الأnاي 

  :البرھان 

,bلتكن  b + 1, b + 2⋯ , b + n −   ولنفرض انnعداد متتالیة عددھاأ 1

b + j ≡ b + k(mod n),    k ≠ j ومنھ نجد انj ≡ k(mod n)نوھذا تناقض لأ  

  0,1,2,3,⋯ n −   .نظام رواسب تام 1

  :(Reduced Residue System): ܖمختزل قیاس الرواسب النظام ) 3-4(
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  :تعریف

Sلیكن  = {rଵ, rଶ,⋯ , r୬}  نظام رواسب تام قیاسn نقول ان المجموعة الجزئیة  

T = {a ϵ S ∶ (a, n) =  nنظام رواسب مختزل قیاس {1

nاذا كان:) 4( مثال = ⋯0,1,2}واخذنا 12 فان  12كنظام رواسب تام قیاس {11,

واذا اخذنا   12تكون نظام رواسب مختزل قیاس {1,5,7,11} 

,0 }المجموعة ±1, ±2, ±3, ±4, فعند اذن  12كنظام رواسب تام قیاس  {±5,6

,1±]یكون   .12نظام رواسب مختزل قیاس  [±5

  :دالة اویلر ) 3-5(

  :تعریف

عدد صحیح موجب  فإننا نعرف دالة أویلر بأنھا عدد العناصر التي یحتویھا أي نظام  nإذا كان 

  . φ(n)نرمز لھا بالرمز وnقیاس  رواسب مختزل

  :اي ان 

والتي  nنجد ان عناصره ھي الاعداد الأولیة نسبیا مع  nمن تعریف نظام الرواسب المختزل قیاس 

ھو عدد الاعداد الاولیة نسبیا مع  φ(n) او تساویھ ومن ثم فانھ یكون واضحا لدینا ان nھي اقل من 

n  التي ھي اقل منn  او تساویھ.  

  :) 5( مثال

n:كان إذا  = 2    

φ(n):َفإن =  φ(2)  = 1    

  ) :6(مثال 

n:اذا كان  = 5   
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φ(n): فان   = φ(5)   =   :اي ان    4  

= n:اذا كان   p    حیثp    عدد اولي  فان : 

φ(n) = φ(p) =  p − 1 

.a): واذا كان  b) = .φ(a: فان   1 b)  =  φ(a) φ(b)   حیثφ   في ھذه الحالة تسمى دالة

  .ضربیة 

  ) :7(مثال 

1(   φ(6) =   φ(2.3) =  φ(2)φ(3) =  1 × 2 = 2                    

2( φ(12) = φ(3.4) = φ(3)φ(4) = 2 × 2 = 4                    

  : linear congruence: التطابقات الخطیة) 3-6(

  :عددین صحیحین  فان    a, bعدد صحیح موجب اكبر من الواحد  و   nلتكن 

  :مثلا . متغیر    xحیث    nیسمى تطابق خطي مقیاس 

  :حل التطابق الخطي 

≡ axیحقق التطابق    x଴اي عدد صحیح    b(mod n)    یسمى حل التطابق الخطي اي انx଴   

ax଴اذا وفقط اذا كان      (1)حل للتطابق الخطي   ≡ b(mod n)   واذا كانx଴     حل التطابق

x଴فان   + kn       حل ایضا لكلk ∈ Z   ویكتب الحل كما یلي : 
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  :) 7( نة مبرھ

d:اذا كان  = (a, n)  فان للتطابق الخطيax = b(mod n)  حلا اذا وفقط اذا كانd ∣ b  واذا

dكان  ∣ b  وكانx଴ حلا للتطابق فان جمیع الحلول غیر المتطابقة ھي:x = x଴ + ୩୬
ୢ

0  و  ≤

k ≤ d − 1 

  :البرھان 

axلقد لاحظنا ان التطابق ≡ b(mod n)  یكافئ المعادلھ الدیوفنتیة الخطیةax − ny = b وبالتالي

axفان للمعادلة ≡ b(mod n) حلا اذا وفقط اذا كانd ∣ b ل تكتب على الصورة فان جمیع الحلو:  

X = x଴ + ୬
ୢ

k − y = y଴ + ୟ
ୢ

k  حیث   k ∈ Z لناخذ من بین جمیع الاعداد الصحیحة التي

,0,1,2,3عنھا  kتحقق المعادلة الاولى الاعداد التي قیم  … , d −   :وھذه القیم ھي 1

x଴, x଴ +
n
d

, x଴ +
2n
d

, … , x଴ +
(d − 1)n

d
 

ن یكون أي حل اخر یجب أھو   nعداد غیر متطابقة قیاس ن جمیع ھذه الأأن على سنبرھن الأ

  :نھ ألنفرض   nعداد قیاس حد ھذه الأأمطابقا مع 

x଴ + ୬
ୢ

kଵ ≡ x଴ + ୬
ୢ

kଶ(mod n)0حیث ان ≤ kଵ < kଶ ≤ d −  :ومنھ نجد ان   1

୬
ୢ

kଵ ≡
୬
ୢ

kଶ(mod n) وبما ان:(୬
ୢ

, n) = ୬
ୢ

kଵ: نجد ان  ≡ kଶ(mod d)  اي انd ∣ kଶ −

kଵ  

0ن وھذا مستحیل لأ ≤ kଶ − kଵ < x଴نأن لنفرض الأ ݀ + ୬
ୢ

k ستخدام إوب. حلا  للتطابق

k   :علي الصورة kخوارزمیة القسمة نستطیع كتابة  = qd + r0 ≤ r ≤ d −   وعلیھ فانو1

 x଴ +
n
d

k = x଴ +
n
d

(qd + r) = x଴ + nq +
n
d

r =  x଴ +
n
d

r (mod n) 
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 System of Linear Congruence  In One:  انظمة التطابقات الخطیة بمتغیر واحد) 3-7(

Variable  

6xلنفرض انھ لدینا التطابقین التالیین  ≡ 4(mod 8)  3وx ≡ 2(mod 5)  

xفاننا نسمیھ حلا لنظام التطابقات ونجد ان x  اذا وجدنا قیمة  = 2 + 4k  وk = ھي جمیع  0,1

 5اما التطابق الثاني فلھ حل واحد فقط قیاس . بالنسبة للتطابق الاول  8الحلول غیر المتطابقة قیاس 

xو وھ = xبحیث یكون  xولحل النظام یجب ان نجد عدد 4 ≡ 2(mod 4) → xو (1) ≡

4(mod 5) → xنجد ان  (1)من (2) = 2 + 4kଵ  حیثkଵϵZ  نجد ان  (2)وبالتعویض في

2 + 4kଵ ≡ 4(mod 5)  اي ان  

4kଵ ≡ 2(mod 5)  وبحل التطابق الاخیر نجد انkଵ ≡ 3(mod 5)  وعلیھ فانkଵ = 3 +

5kଶ  حیث انkଶϵZ  وبالتعویض عن قیمةkଵ  في المعادلةx = 2 + 4kଵ  نجد انx = 14 +

20kଶ وبالتالي فانx = 14(mod 20)  یحقق التطابقین معا.  

  :لیكن نظام التطابقات التالي:تمھیدیة

aଵx ≡ cଵ(mod mଵ) 

aଶx ≡ cଶ(mod mଶ) 

⋮           ⋮ 

a୩x ≡ c୩(mod m୩) 

(m୧)لیكن  =  dଵ  1و ≤ i ≤ k و ولیكن:xଵ  حلا للتطابقa୧x ≡ i(mod m୧ )  1و ≤ i ≤

k  اذا وفقط اذا كان ) 1(لا للنظام حعندئذx  حلا للنظامx ≡ xଵ(mod ୫భ

ୢభ
)  

x ≡ xଶ(mod 
mଶ

dଶ
) 

⋮ 
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x ≡ x୩(mod 
m୩

d୩
) 

  

  : )8( مثال

x: لقد وجدنا ان  ≡ 14(mod 20) 6 حلا للنظامx ≡ 4(mod 8)  3وx ≡ 2(mod 5)  وبما

  ان

(6,8) = (3,5)و  2 = xଵوان  1 ≡ 2(mod 4)  وxଶ ≡ 4(mod 5)  

  :تمھیدیھ نجد انھ یجب ان یكون ھنالك حلا للنظام  حلا للتطابقین على الترتیب وباستخدام

x ≡ 2(mod 4) 

x ≡ 4(mod 5) 

ر قابل للحل من الواضح انھ اذا كانت احدى التطابقات  في نظام ما  غیر قابلة للحل فان النظام غی

  :كما یوضح المثال التالي  ,ولكن العكس لیس صحیح

  ): 9(مثال 

  لیكن لدینا النظام 

 6x ≡ 4(mod 8)  

9x ≡ 3(mod 12)  

(6,8) : بما ان  = 2 ∣ (9,12)و  4 = 3 ∣ فانھ یوجد حل لكل تطابق من التطابقین وباستخدام  3

xطریقة الحل  ≡ 2(mod 4)  حل للتطابق الاول وان :x ≡ 3(mod 4)  حل للتطابق الثاني

  :حلا للنظام اذا وفقط اذا كان النظام ) (2وباستخدام التمھیدیة فانھ یكون للنظام 

x ≡ 2(mod 4) 

        x ≡ 3(mod 4) → (3) 
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  ) 2(وعلیھ فانھ لایوجد حل للنظام ) 3(حل ولكن من الواضح انھ لیس حل للنظام  

   The Chinese remainder theorem:مبرھنة الباقي الصینیة ) 3-8(

  .  nلمبرھنة تستخدم لایجاد حل مشترك وحید معیار ھذه ا

, mଵاذا كانت الاعداد  mଶ, mଷ … , m୩ بیا مثنى مثنى فانھ یوجد للنظام اعداد اولیة نس  

  

x ≡ cଵ(modmଵ) 

x ≡ cଶ(modmଶ) 

⋮              ⋮ 

x ≡ c୩(mod m୩) 

Mحل وحید قیاس العدد  = mଵmଶmଷ … . m୩  

  :البرھان

Mଵلایجاد حل للنظام نفرض ان  = ୑
୫భ

= mଵ . mଶ . mଷ … . m୩  وr = 1,2,3, … , k  بما ان

(mୱ, m୰) = rعندما   1 ≠ s  نجد ان(mୱ, m୬) = نظیر ضربي  Mଵومنھ نجد ان العدد  1

m୰y୰وھذا یعني ان  y୰ولیكن  m୰قیاس  ≡ 1(modm୰)  لنبرھن الان على ان العددx حیث ان  

x = cଵMଵYଵ + cଶMଶYଶ + ⋯+ c୩M୩Y୩ ھو حلا للنظام وللبرھنة علي ذلك یجب ان نثبت

x≡c୰(mod m୰)  لكلr  1حیث ان ≤ r ≤ k  بما انm୰ ∣ Mୱ عندماr ≠ s فانMୱ ≡

0(modm୰)   ومنھx ≡ c୰M୰Y୰ ≡ c୰(modm୰)  ولبرھان الوحدانیة نفرض انxଵ, x଴ 

x଴حلان للنظام ومن تعریف الحل نجد ان  ≡ xଵ ≡ c୰(modm୰)  لكلr  1حیث≤r ≤r  ومنھ نجد

m୰ان ∣ (x଴ − xଵ)و  

N ∣ (x଴ − xଵ)  اي انx଴ ≡ xଵ(modM)  
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  ) :10(مثال 

  :اوجد حل التطابقات الاتیة 

x ≡ 2 (mod 3) 

x ≡ 2 (mod 4) 

x ≡ 3 (mod 5) 

  :الحل 

  

  

m୧a୧                     M୧y୧ 

3               2               20             2 

4                2              15            3  

5               3                12                3 

M୧y୧نعوض في      y୧لایجاد  ≡ 1 (modm୧)  

20yଵ ≡ 1(mod 3)        ⟹  yଵ = 2 

15yଶ ≡ 1(mod 4)         ⟹  yଶ = 3 

12yଷ ≡ 1(mod 5)        ⟹  yଷ = 3 

Z = ෍ a୧M୧y୧

ଷ

୧ୀଵ

 

= 2 × 20 × 2 + 2 × 15 × 3 + 3 × 12 × 3 ൫mod(3 × 4 × 5)൯ 
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= 80 + 90 + 180(mod 60) 

Z ≡ 278 (mod 60) 

Z ≡ 38(mod 60) 

Z = 38 

  :) 11(مثال

19xاستخدم مبرھنة الباقي الصینیة لحل التطابق  ≡ 1(mod 140)  

  :الحل

  التطابق یكافئ النظام

19x ≡ 1(mod 4) 

19x ≡ 1(mod 5) 

19x ≡ 1(mod 7) 

  وھذا بدوره یكافئ النظام 

x ≡ 3(mod 4) 

x ≡ 4(mod 5) 

x ≡ 3(mod 7) 

Mଷومنھ نجد ان  = 20. Mଶ = 28. Mଵ = 35yଵبحل المعادلة  35 ≡ 1(mod 4)  نجد ان

yଵ = 28yଶومن المعادلة  1− ≡ 1(mod 5)  نجدyଶ = 20yଷومن المعادلة  2 ≡

1(mod 7)  نجد انyଷ = xمما سبق نجد ان  1− ≡ (35)(−1)(3) + (28)(2)(4) +

(20)(−1)(3) = 59(mod 140) 

 special congruencies:بعض التطابقات الخاصة) 3-9(
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  : )8(مبرھنة اویلر

,a)عددا صحیحا موجبا وكان nاذا كان  n) = a஦(୬)فان  1 ≡ 1(modn)  حیث انφ(n) 

  رمز لدالة اویلرت

    :البرھان

,rଵلنفرض ان الاعداد  rଶ … , rఝ(୬)  نظام رواسب مختزل قیاسn  بما انa  فباستخدام المبرھنة

. arଵنجد ان  arଶ … . arఝ(୬)  نظام رواسب مختزل قیاسn  ونجد ان كلr୧  یجب ان یطابق عدد

.(arଵ)وعلیھ فان  nقیاس  ar୨وحید  (arଶ) … . (arఝ(୬)) ≡ rଵ . rଶ … . rఝ(୬)(modn)  اي

aఝ(୬)rଵrଶان  … . rఝ(୬) ≡ rଵrଶ … . rఝ(୬)(modn)  وبما انrଵ . rଶ … . rఝ(୬). n = فان  1

aఝ(୬) ≡ 1(modn)  .  

  ) :12(مثال 

1( 2ଵଶ ≡ 1(mod 21) 

2( 2ଷ଺ ≡ 1(mod 21) 

3( 5 × 2ସ଴ ≡ 1(mod 21) 

5اوجد باقي قسمة  × 2ସ଴   21علي  

  :الحل 

   (21)߮نوجد    a=2و    n=21بما ان  

φ(

  :نجد ان 

(1)2஦(ଶଵ) ≡ 1(mod 21) 

2ଵଶ ≡ 1(mod 21) 

(2)2ଷ଺ ≡ 1(mod 21) 
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2ଵଶయ ≡ 1 (mod 21) 

1ଷ ≡ 1(mod 21) = 1 ≡ 1 (mod 21) 

(3)   5 × 2ସ଴ ≡ 1(mod 21) 

  5 × 2ସ଴ =  2ସ = 5 × 1 × 2ସ 

                        = 5 × 16 = 80  

× 5  اذن باقي قسمة  2ସ଴  17ھو    21على   

× 5  اذن  2ସ଴ ≡ 17 (mod 21)  

  ) :9(مبرھنة فیرما الصغرى 

Pعدد اولي حیث ان  Pاذا كان ∤ a فانa୮ିଵ ≡ 1(modP)  

  :البرھان 

∤Pبمان ان  a  فان(a. P) = (p)߮وان  1 = p − a୮ିଵوباستخدام مبرھنة اویلر نجد ان 1 ≡

1(modP)  

  :) 13(مثال 

 11على العدد  5ଷ଼جد باقي قسمة العدد 

  :الحل 

5ଵ଴: باستخدام مبرھنة فیرما الصغرى نجد ان  ≡ 1 (mod 11)  

5ଷ଼:  ومنھ نجد ان  ≡ ൫5ଵ଴య൯൫5ଶర൯ ≡ (1)(3ସ) ≡ 81 ≡ 4(mod 11)  ذن باقي إ

  .  4القسمة ھو العدد 

  :) 10( مبرھنة ویلسن
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p)عدد اولي فان Pاذا كان  − 1)! ≡ −1(modP)  

  : البرھان 

Pاذا كان  = p)فان  2 − 1)! ≡ 1 ≡ −1(mod 2)  لنفرض انp > ,a)وبما ان  2 p) =

1بحیث  aلكل 1 ≤ a ≤ p − 1بحیث ان  Pللعدد قیاس ∗aفانھ یوجد نظیر ضربي  1 ≤ a∗ ≤

p −   نجد ان 1

aଶ ≡ 1(modP)  اذا وفقط اذا كانa ≡ ±1(modP) اذن نستطیع ان سنتنتج ان الاعداد التي

Pھي  Pو تساویھ نظیرھا الضربي قیاس  Pتقل عن  − ୮ିଷوعلیھ یكون باستطاعتنا تكوین  1و  1
ଶ

 

Pزوجا من الاعداد بین  − ومنھ نجد  Pقیاس  1كل زوج یطابق  ببحیث یكون حاصل ضر 2و  2

  ان

(2)(3) … . . (P − 3)(P − 2) ≡ 1(mod P) ومنھ نجد ان  

(1)(2)(3) …

P)اي ان  − 1)I ≡ −1(mod P)  من الملاحظ ان عكس مبرھنة ویلسن صحیح.  

  :) 11( مبرھنة عكس مبرھنة ویلسن

n)حیث ان nϵZାاذا كان  − 1)! ≡ 1(modn) فانn عدد اولي  

  :البرھان 

1عدد مؤلف وعلیھ غان nلنفرض ان  < bو ܽ < ݊ , ݊ −  بما ان ܾܽ

aفان  ∣ (n − n)وبما ان!(1 − 1)! ≡ −1(mod n)  فانn ∣ (n − 1)! +   :ومنھ نجد ان 1

a ∣ (n − 1)! + aوبالتالي فاننا نستنتج ان 1 ∣   .وھذا مستحیل  1

  ) :14(مثال 

pبما ان  = 17 ≡ 1(mod 4)  فان للتطابقxଶ = −1(mod 17 )  احد الحلول ھو . حلا  
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ቀଵ଻ିଵ
ଶ
ቁ ! = !8ولكن    !8 ≡ 13(mod 17)  اذنx =   ھو احد الحلول و   13

x = −13 ≡ 4(mod 17)  ھو حل اخر.  

  :التطابق الجبري)3-10(

  :تطابق كثیرة الحدود

f(x):لتكن  = a୬x୬ + a୬ିଵx୬ିଵ + ⋯+ aଵx + a଴ ∈ Z[x]    → (1) 

nحیث   Z كثیرة حدود على حلقة الاعداد الصحیحة  ≥ 0 ,   a଴ , aଵ, … , a୬ ∈ Z     فانf   

= degreeof: ي أ nكثیرة حدود من الدرجة   n و   أdegf = n  

  :تعریف

a୬

nحیث  ≥ , a଴ و 0 aଵ … . , a୬ ∈ Z    وm > یسمى تطابق جبري مقیاس ) متغیر(   xو    1

m  .  

mاذا كان  ∤  a୬  یسمى  تطابق من الدرجة    (1)فان التطابق n   اوf(x)    كثیرة حدود من

   mمعیار   nالدرجة 

Fو أ Z୮كثیرة حدود على الحقل   fولي نقول ان عدد أ  pاذا كان  ∈  Z୮[x]  .  

f(x)ویمكن كتابة التطابق  ≡ 0(modm)    → nواذا كان   (2) =  (2)او  (1)فان التطابق    1

f(x):  یكون تطابق خطي    ≡ aଵx + a଴ ≡ 0 (modm)    ویقال ان العددx଴ ∈ Z  حلا

  :اذا كان  (2)او   (1)للتطابق  

f(x଴) ≡ 0(modm)  یسمىx଴  (1)جذر او صفر التطابق  .  

  ) :15(مثال 

  :الجبریة الاتیة وجد حل التطابقات أ
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1)     xଶ − 1 ≡ 0(mod 3) 

2)   xଷ − 2x ≡ 0(9mod 8) 

3)         xହ − x ≡ 0(mod 5) 

  :الحل 

1( xଶ − 1 ≡ 0(mod 3)  

, 0وھي   C S R بالتجربة بعناصر  1 , ,0او   2 ±1  

0 − 1 ≢ 0(mod 3) 

1 − 1 ≡ 0 (mod 3) 

4 − 1 ≡ 0 (mod 3) 

x଴ = 1 , 2 

, 1, 0وھي   C S Rبالتجربة بعناصر  2,3,4, 5, 6,7  

x଴: اذن الحلول ھي  = 0 , 4   

3)xହ − x ≡ 0 (mod 5) 

CSR = 0 , ±1 , ±2      

x଴ = 0 ,1,−1,−2 

  :تعریف 

, fلتكن  g ∈ Z[x]  حیثf(x) = a୬x୬ + a୬ିଵx୬ିଵ + ⋯+ a଴  

g(x) = b୬x୬ + b୬ିଵx୬ିଵ + ⋯+ b଴  عداد الصحیحة حلقة الأكثیرتا حدود على Z    نقول

f(x):ونكتب   m تطابق  مقیاس   f ان ≡ g(x)(modm) 
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a୧: اذا كان  ≡ b୧( modm)  لكلi = 1 . 2 . 3 … . n  

  ) :16(مثال 

  : اذا كان 

f(x) = xଷ + 2x + 1, g(x) = xଷ + 6x + 5 

f(x):بین  ان  ≡ g(x)(mod 4) 

  :الحل 

m = 4     deg f = 3 = n 

a୬ = 1     ,   aଵ = 2   , a଴ = 1 

b୬ = 1  , bଵ = 6    , b଴ = 5 

  :نجد  ان 

1 ≡ 1(mod 4) 

 2 ≡ 6(mod 40 

1 ≡ 5(mod 4) ∴ f(x)  ≡ g(x)(mod 4) 

  العددیةالدوال ) 4-1(

التي مجالھا مجموعة الأعداد الصحیحة الموجبة ومجالھا الصاحب مجموعة  الحقیقیة أو  fالدالة 

  .المركبة تسمي دالة عددیة 

    :تعریف 

≠ fیقال أن  f(m n):أنھا دالة عددیة ضربیة إذا كان 0 = f(m)f(n)   حیث(m , n) = 1  

  :أمثلة 
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  .دالة ضربیة  φدالة أویلر) 1

f(n)الدالة ) 2 = , m)دالة ضربیة لأن إذا كان   1 n) = f(m n)فإن   1 = 1 

f(m n) = f(m)f(n) = 1 ∙ 1 = 1 

  :تعریف 

f(m n)دالة عددیة ضربیة تماما إذا كانت   fتسمى الدالة  = f(m) ∙ f(n) ,∀ m, n ∈ R بدون

,m)شرط  n) = 1.  

  ):1(مثال

߮(2 ∙ 6) = ߮(12) = ߮(3 ∙ 4) 

= ߮(3)∅(4) = 2 ∙ 2 = 4 

  :تعریف 

  nولمجموع قواسم العدد τ(n)الموجبة بالرمز   nعدد صحیح موجب نرمز لعدد قواسم   nلتكن 

 δ(n)الموجبة بالرمز 

  ) :2(مثال

nإذا كان  =  : δ(n) وτ(n)اوجد   3

  :الحل 

τ(3) = 2  , δ(3) = 1 + 3 = 4 

  ) :1(نظریة 

τ(p) :عدد اولي فإن  pإذا كان  )1 = 2 

αعدد اولي و  pإذا كان  2) ≥ τ(p஑)فإن  1 = α + 1 
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nاذا كان   3) = pଵ
஑భ ∙ pଶ

஑మ⋯ p୰
஑౤ فان: 

  :البرھان 

τ(p)اذن عددھا 1 و p: ھي   pقواسم العدد الاولي  )1 = 2 ⟸ 

,1:    ھي  p஑قواسم العدد  2) p , pଶ,⋯ , p஑   عددھاα +   إذن  1

(3 τ دالة ضربیة  و(p୧஑୧, p୨
஑୨) = 1  

⟹  τ(n)

  ) :3(مثال 

  : إذا كان τ(n)اوجد 

1( n = 21 

2( n = (2ଷ) 

3( n = 20 

4( n = (2ହ ∙ 3ଶ ∙ 7) 

  :الحل 

1( τ(21) = τ(3 ∙ 7) = τ(3)τ(7) = 2 ∙ 2 = 4 

2( τ(2ଷ) = 3 + 1 = 4 

3( τ(20) = (5 ∙ 2ଶ) = 2 ∙ (2 + 1) = 6 
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4( τ(2ହ ∙ 3ଶ ∙ 7) = τ(2ହ)τ(3ଶ)τ(7) = (5 + 1)(2 + 1) ∙ 2 = 6 ∙ 3 ∙ 2 =

36 

  ) :2(نظریة 

δ(p): عدد أولي فإن    pإذا كان  )1 = p + 1 

α:عدد أولي فإن    pإذا كان  )2 ≥ (p஑): فإن  1 = ୮ಉశభ

୮ିଵ
 

nإذا كان  )3 = pଵ
஑భ , pଶ

஑మ⋯ , p୰
஑౨ فإن:δ(n) = Π୧ୀଵ୰ ୮ಉ౟శభ

୮౟ିଵ
 

  :البرھان 

,p:ھي  pقواسم العدد  )1 1 

δ(p)إذن مجموع القواسم  = p + 1 

,1: ھي   p஑قواسم العدد   )2 p, pଶ,⋯ , p஑ فإن : 

δ(p

(n)ߜ )3 = δ൫pଵ
஑భ , pଶ

஑మ ,⋯ p୰
஑౨൯ = δ൫pଵ

஑భ൯δ൫pଶ
஑మ൯⋯ δ൫p୰

஑౨൯ 

=
pଶ
஑మାଵ − 1
pଶ − 1

 ⋯
p୰
஑౨ାଵ − 1
p୰ − 1

= Π୧ୀଵ୰ p୧
஑౟ାଵ − 1
p୧ − 1

ଶ
⇒

pଵ
஑భାଵ − 1
p − 1

 

 :) 4(مثال

  :إذا كان  δ(n)أوجد 

1( n = 6 

2( n = 15 

3( n = 60 

    :الحل 

δ(n) = δ(6) = δ(2 ∙ 3) = 3 ∙ 4 = 12                  (1  
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2     (δ(15) = δ(3 ∙ 5) = (3 + 1)(5 + 1) = 4 ∙ 6 = 24 

3(δ(60) = δ(2ଶ ∙ 3 ∙ 5) = ଶమశభିଵ
ଶିଵ

∙ 4 ∙ 6         

                                                                    = 7 ∙ 4 ∙ 6 = 168 

  :التشــــــــفیر ) 4-2(

  :تعریف 

التشفیر ھو عبارة عن سلسلة من التقنیات المستخدمة لتحویل المعلومات إلى تنسیق أخر بدیل من 

ویقصد بھذا التنسیق البدیل بمصطلح نص الشفرة .  الممكن إرجاعھا فیما بعد إلى صورتھا الأصلیة 

لشفرة وتمثل خورزمیة ا, ویتم إنشاؤه عادة من خلال إستخدام خوارزمیة الشفرة ومفتاح الشفرة 

  .بواسطة معادلة ریاضیة تنطبق على المعلومات المراد تشفیرھا 

مفتاح الشفرة ھو عبارة عن متغیر إضافي یتم إدراجھ داخل الخوارزمیة لضمان أن نص الشفرة غیر 

  .مقتبس بإستخدام نفس العملیة الحسابیة في كل مرة تقوم فیھا الخوارزمیة بمعالجة المعلومات 

  :الشفرات بعض انواع ) 1- 4-2(

  : Hill Cipher شفرة ھیل. أ

وھي تعتمد في عملھا . تعتبر شفرة ھیل ھي اول شفرة نتعامل فیھا مع ثلاث حروف في نفس الوقت 

ستطیع التشفیر بھا یجب ان یكون جدول الحروف قریب ونظریة الاعداد ولكي نعلى الجبر الخطي 

  :لدیك 

Z  Y  X  W  V  U  T  S  R  Q  P  O  N  M  L  K  J

   

I  H  G  F  E  D  C  B  A 

2

5  

2

4  

2

3  

2

2  

2

1  

2

0  

1

9  

1

8  

1

7  

1

6  

1

5  

1

4  

1

3  

1

2  

1

1  

1

0  

9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  

  

أي ثلاثة   3*3احرف سوف نكون مصفوفة   9 علینا اولا اختیار المفتاح مثلا كان مكون من 

  صفوف وثلاثة أعمدة 
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  : فمثلا لدي جملة التشفیر التالیة 

GYBNQKURP  ویكون شكل   3*3بعد إعطاء كل حرف قیمتھ نقوم بوضعھ داخل مصفوفة

൥:  المصفوفة كالأتي 
6 24 1

13 16 10
20 17 15

൩  

وفي حال كان أكبر منذلك یتم التقسیم الى بلوكات وكل واحد   A C T:ولیكن النص الأصلي ھو 

3 یتكون من ثلاث حروف نقوم بوضع النص الأصلي داخل مصفوفة  ∗ 1:  

൥
0
2

19
൩ 

 mod 26  :           والأن نقوم بضرب المصفوفتین ونأخذ ناتج باقي القسمة 

൥
0 24 1

13 16 10
20 17 15

൩ ൥
0
2

19
൩      =    ൥

27
222
319

൩      =     ൥
15
14
7 
൩mod 26  

  :اذن الناتج من ھذا النص بعد تحویل الأرقام الى حروف ھو 

   P O H   النص المشفر ھو 

ولفك الشفرة كل ما علینا ھو إیجاد معكوس المصفوفة ونقوم بضربھ في النص المشفر مع أخذ باقي 
   26القسمة على 

൥
8 5 10

21 8 21
21 15 8

൩ ൥
15
14
7
൩     = ൥

260
574
539

൩    =   ൥
0
2

19
൩mod 26 

nوبشكل عام إذا كان لدینا شفرة من نوع ھیل فإنھ سوف یكون لدینا مصفوفة من النوع   ∗ n  

  :یة التشفیر وفك الشفرة الصورة التالیة توضح كیف

  ) :5(مثال 

 26تحتوي على حروف اللغة   2*2وھذا یعني أن المصفوفة مكونة من  Hill Cipher –2 على  
ولكي نستخرج معكوس المصفوفة الصحیح عند الفك یجب أن یكون  محدد ھذه المصفوفة أولي  مع 

  یساوي واحد   26أي أن القاسم المشترك الأكبر لمحددة المصفوفة و   26العدد 
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Key ∶  a 2 × 2  matrixofelementsfromZଶ଺ 

det ቂa b
c dቃ   = (ad − bc)isrelativleyprimeto 26 

Encrytion ∶ 

یكون التشفیر عن طریق ضرب المصفوفة مع أول حرفین من النص الأصلي مع أخذ ناتج باقي  
  26القسمة على 

ቂ
cଵ
cଶቃ      = ቂa b

c dቃ ቂ
pଵ
pଶቃmod 26   

Thatis ∶ 

cଵ = (a ∙ pଵ + b ∙ pଶ)mod 26                                              

cଶ = (c ∙ pଵ + d ∙ pଶ)mod 26                                             

فك التشفیر یتم عن طریق ضرب معكوس المصفوفة مع أول حرفین من النص المشفر وأخذ  الناتج  
   26في عملیة باقي القسمة على 

ቂ
pଵ
pଶቃ =  ቂa b

c dቃ
ିଵ
ቂ
cଵ
cଶቃ  (mod 26) 

2إیجاد معكوس المصفوفة   × 2  :  

ቂa b
c dቃ

ିଵ
 =  dିଵ ቂ d −b

−c a ቃ 

Determinant of a matrix A:  

if  A൫a୧୨൯is  2 × 2 .  then det A =  aଵଵ aଶଶ − aଵଶaଶଵ 

  dیجب ان یتوفر لدینا معكوس ما بحیث حاصل ضرب ھذا المعكوس مع  dوالأن لإیجاد معكوس 
  .لیكون الباقي واحد  26مع أخذ ناتج  باقي القسمة على 

d ∗ dᇱ = 1 (mod 26) 

: 25الى  3الجدول التالي یبین معكوس الأعداد الأولیة من   

25 23 21 19 17 15 11 9 7 5 3 a 
25 17 5 11 23 7 19 3 15 21 9 a
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  ):6(مثال

  :للتشفیر وفك التشفیر

Aتم إختیار المصفوفة والتأكد من أن لھا معكوس   =  ቂ9 4
5 7ቃ  

det A = 9 × 7 − 4 × 5 = 43 ≡ 17(mod 26) 

17ିଵ  mod 26:ثم إیجاد المعكوس  = 23  

Aିଵ = 23 ቂ 7 −4
−5 9 ቃ ≡ ቂ 5 12

15 25ቃmod 26 

→ "f o"والناتج     f  oھنا تم تشفیر الحرفین  5   14 . x t   

ቂ9 4
5 7ቃ ቂ

5
14ቃ   ≡ ቂ23

19ቃ 

  قم بضرب الناتج مع معكوس المصفوفة وسوف یخرج الناتج الأصلي 

23    19   → "x t " 

  :بعض الخوارزمیات 

  )G C D: (إیجاد القاسم المشترك الأعظم 

  تم كتابة أكثر من طریقة لتطبیق ھذه الخوارزمیة ومنھا الطریقة العادیة 

int  classcalି  GCD  (int x . int y ){ 

int small   i 

if ( x <  (ݕ

small  i = x ; 

else 

small  i = y ; 

while (x% small  ! = 0 ║ y% small ! = 0) 
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 small −− ; 

return small ; }  

  :حل أخر بواسطة خوارزمیة إقلیدس 

لھا الأول والثاني متشابھان والثالث تم فیھ   implementation )( تم كتابة ثلاثة تطبیقات 
  :إستخدام مفھوم النداء الذاتي 

  

int Euclidି  GCD  (int x . int y) { 

int tmp = 0 ; 

while  (x > 0) 

if ( x <  }( ݕ

tmp =  x ; 

x = y ; 

y = tmp ; 

} 

x = x − y } 

return y ; 

} 

  :الحل بواسطة النداء الذاتي 

int Euclid ିGCDି Recursion (int x . int y ) 

{ 

if (y == 0) 

return x ; 

eles  
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return  Euclid ିGCDି(y. x%); 

} 

  :  Trial Division بإستخدامإختبار أولیة العدد 

pool   i = prime (int  n){  

for (int i = 2 ; 1 < = ;(n) ݐݎݍݏ i + +) 

if( n% i = = 0) 

return ϐlas ; 

itᇱs prime  number  

return  true ; 

} 

  : Affine  Cipher شفرة . ب 

لأنھا تخلط بین نوعین  سمیت بھذا الإسم" التشفیر المختلط "    Affine  Cipherالتشفیر بطریقة  
  .من التشفیر الأول ھو شفرة قیصر والثاني شفرة الضرب

  : ففي شفرة قیصر یكون التشفیر كالأتي 

  )تعتبر الإزاحة     keyوھنا  (

  :وفي شفرة الضرب یكون التشفیر كالأتي 

  جمعت بین الطریقتین حیث یتم الجمع والضرب    Affineوالأن في شفرة 

. mولكن ھنالك شرط وھو ان تكون  n   أولیان وفي حالة لم ینفذ الشرط فإنھ یمكن فك الشفرة ولكن
.  GCD(mوفي حال كانت   mلفك الشفرة یجب أن نوجد معكوس  n) = فإنھ یمكن ایجاد  1

  .المعكوس 
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pولفك التشفیر نتبع  = m∘ ∗ (c − key  (mod n )) .  

  )  :7(مثال 

  . 7یساوي   m ومعامل الضرب  10والمفتاح یساوي   W A R L O S Tنرید تشفیر العبارة 

وحتى یمكن فك الشفرة  ناخذ    mقبل ان نبدأ في التشفیر یجب ان نتاكد من ان ھنالك معكوس ل 
. mالمشترك الاعظم ل  n  وn = 26   .GCD(7.26) =   . mاذا نتاكد ان ھنالك معكوس ل  1

  :نضع جدول الحروف حتى یساعدنا في معرفة موقع الحرف 

Z  Y  X  W  V  U  T  S  R  Q  P  O  N  M  L  K  J

   

I  H  G  F  E  D  C  B  A 

2

5  

2

4  

2

3  

2

2  

2

1  

2

0  

1

9  

1

8  

1

7  

1

6  

1

5  

1

4  

1

3  

1

2  

1

1  

1

0  

9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  

  

  19  18  14  11  17 0 22:  الأن بعد تحویل النص الأصلي الى أرقام یكون بھذا الشكل 

C:     الأن نبدأ تطبیق القانون = m ∗ p + key (mod 26)  

cଵ = 7 ∗ 22 + 10(mod 26) = 8 

cଶ = 7 ∗ 0 + 10 (mod 26) = 10 

cଷ = 7 ∗ 17 + 10( mod 26) = 25 

cସ = 7 ∗ 11 + 10( mod 26) = 9 

cହ = 7 ∗ 14 + 10( mod 26) = 4 

c଺ = 7 ∗ 18 + 10 (mod 26) = 6 

c଻ = 7 ∗ 19 + 10( mod 26) = 13 

ونقوم بتحویلھا إلى حروف لیصبح   13  6  4  9  25  10  8  : وتكون النتیجة بعد التشفیر ھي 
  :لدینا النص 

I K Z J E G N . 

  :حتى نستطیع التطبیق في القانون التالي   mولفك التشفیر یجب أن نعرف ماھو معكوس 

p = m∘ ∗ (c − key )(mod 26)  .  
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في الخوارزمیة لینتج لدینا  26 و 7وجد المعكوس عن طریق خوارزمیة إقلیدس وندخل العددین ن
pଵونطبق في القانون.  15المعكوس   = 15 ∗ (8 − 10)mod26 = 22 

pଶ = 15 ∗ (10 − 10)mod 26 = 0 

pଷ = 15 ∗ (25 − 10)mod 26 = 17 

pସ = 15 ∗ (9 − 10)mod 26 = 11 

pହ = 15 ∗ (4 − 10)mod 26 = 14 

p଺ = 15 ∗ (6 − 10)mod 26 = 18 

p଻ = 15 ∗ (13 − 10)mod 26 = 19 

وبعد تحویلھ إلى حروف یصبح    19  18  14  11  17  0   22ن النص الأصلي ھو إذ
 W A R L O S T وھو المطلوب.  
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  :  ائجــالنت

لأي عددین  تعرفنا على أن خوارزمیة إقلیدس یمكن إستخدامھا في إیجاد القاسم المشترك الأعظم  )1(
 . صحیحین 

 .أن علاقة التطابق علاقة تكافؤ  استنتجنا   )2(
nبعض التطابقات لایوجد لھا حل في حالة   توجد  على أنھ  وصلنات )3( ∤ ax − b)( بالتجربة في 

 .nمجموعة الباقي التامة قیاس 
 .كبیر   nالمقیاسفي حالةالتطابق  أنھ یمكن إستخدام دالة أویلر لتبسیط حل  وجدنا  )4(
 .مفھومي القاسم المشترك الأعظم والتطابق في التشفیر  تمكنا من إستخدام  )5(

 

  :ات ـــالتوصی

 .عمل بحوث ودراسات في نظریة الأعداد الإھتمام ب )1(
 .ومراجع مختلفة في نظریة الاعداد  توفیر مصادر   )2(
 .التوسع في دراسة التطابق وتطبیقاتھ  )3(
 .كتابة بحوث في نظریة الأعداد وعلاقتھا بالتشفیر    )4(
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