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  الآیة
  :قال تعالى
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  الإھداء
الحمد Ϳ رب العالمین والصلاة والسلام على خاتم الأنبیاء والمرسلین، إلھي لا یطیب 

یطیب النھار إلا بطاعتك ولا تطیب اللحظات إلا بذكرك ولا كرك ولا بشاللیل إلا 
  ...تطیب الآخرة إلا بعفوك ولا تطیب الجنة إلا برؤیتك 

القلب الناصع إلى ... إلى رمز الحب وبلسم الشفاء ... إلى من اسقتني الحب والحنان 
  ... إلى من أكبر على یدیھا وعلیھا أعتمد... بالبیاض 

  أمي الحبیبة
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إلى من أحمل ... لھ الله بالھیبة والوقار إلى من علمني العطاء بدون إنتظار إلى من كل
  ...بكل افتخار اسمھ 

  بیر والديكإلى القلب ال

إلى من شاركوني حضن الأم وبھم استمد عزتي ... إلى من ھم أقرب إلي من روحي 
  ...وإصراري 

  أخوتي الأعزاء

إلى ینابیع الصدق إلى من سعدت ... والعطاء إلى من یحلو بھم الإخاء تمیزوا بالوفاء 
  برفقتھم

  أصدقائي ورفقاء دربي

ً إلى من وھبوني الأمل والتفاؤل في ال حیاة ونھلت من تجاربھم وكانوا ومازالوا عونا
  .في حیاتنا

 الأساتذة الأجلاء

 

 

  تقدیرالشكر وال

ً ... بحروف نكتبھا لكم من نور  ً وأمانة نطوقھا بالعھد والوفاء نترجمھا شكرا صدقا

ً لفضائل وجلائل أعمالكم التي أشرأبت لھا ھامة الزمان وتظل  أعمالكم وتبجیلا

 ً ً تضیئ عزة وشموخا   .شعلاً◌

ً للأصالة أو في ألق التھذیب ... فعندما یتوارث الناس روائع الأشیاء  ... تكون منبعا

ً وعطاء وامتزجت... ذا عرفناكم ھك نیل أرواحكم بال وانصھرت ھممكم العالیة بذلا

ً تحترق لتھب غیرھا الضیاء   .والنقاء وكنتم قنادیلا



 ه 
 

ً عن عیون القلم لأنھا طعم المستحیل في التعبیر عن  الشكر وتختبئ الكلمات بعیدا

ً لما قدمتھ لنا  الأب الروحي والثناء ویبقى ما نكتب وثیقة للصدق والمحبة إعترافا

  .وقائد السرب

  عثمانعمر خلیل : أستاذ

ً في بحور العلم والمعرفة ونزف لك بكل فخر وإعزاز  أسمى آیات تتوجك الیوم ملكا

  .الشكر المعبقة بعطر الفل والیاسمین

ودان للعلوم والتكنولوجیا ذلك الصرح والشكر كل الشكر إلى جامعة الس

ً في كلیة التربیة قسم العلوم .الشامخ   .ریاضیات–متمثلا

  

  

  :ملخص البحث

أهمیتها مدى ما و  ،تباعدعن نظریات الالتفاف والإنحدار والهذا البحث تحدثنا في 

السؤال تطرقنا لمفاهیم عدة من ن هذا وللإجابة ع ؟في الریاضیات والحیاة العامة

قرین مقدمة عن المتجهات ونظریات الثاني خلال البحث فتناولنا في الفصل 

ومن ثم بعض الأمثلة على نظریات الالتفاف والانحدار والتباعد وطرق واستوكس 

  .إیجادها
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وثیقة الصلة بالموضوع وكذلك تعریفات باب یبدأ بعبارات ونصوص واضحة وب كل

أعقبناها ببعض التطبیقات الفیزیائیة على تلك النظریات سویاً ثم الأساسیات و 

  .وفي الفصل الخامس النتائج والتوصیاتالنظریات 

  

  

  

  

  

 

Abstract: 

This research focused on the theories of curl, Gradient and 

divergence and its importance in the field of mathematics and 

life in general. For answering this question we talked about 

many concepts so the second chapter gave introduction about 

the vectors and green and stocks theories and some examples in 

the theories of curl, gradient and divergence and of How to find 

it. 
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Every chapter begins with clear and obvious concepts and 

definitions related to the title of the research. Focusing both on 

the theories and principles and we added the physical 

applications to these theories. 

Therefore in the fifth chapter we introduced the findings and 

recommendations for the study. 
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  :المقدمة 1-1

وهو منها  بثقجداً وخاصة ذلك الفرع الذي ین ةدراسة المتجهات عموماً مهم  

لتفاف والإنحدار والتباعد وتطبیقاتها، وهي تتضمن بعض المفاهیم منها نظریات الإ

  . هي الكمیة التي لیس لها اتجاه في الفراغ: الكمیة القیاسیة

  .أیضاً الكمیة المتجة وهي التي یكون لها مقدار واتجاه في نفس الزمن

  :مشكلة البحث 1-2

أن نظریات من خلال دراسة مادة تحلیل المتجهات استشعر الدارسون   

وللتعرف علیها أكثر تحتاج لدراسة الالتفاف والانحدار والتباعد لها من الأهمیة مكان 

  .موسعة لذلك اتجه الدارسون للتنقیب في أعماق هذه النظریات ودراستها بشكل أوسع

  :أسئلة البحث 1-3

  ؟دراسة نظریات الالتفاف والانحدار والتباعد ما أهمیة -1

  ؟النظریات الثلاثهل توجد علاقة بین تلك  -2

  ؟هل لهذه النظریات تطبیقات في العلوم الأخرى -3
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  :أهداف البحث 1-4

  .والانحدار والتباعد بصورة أوسعنظریات الالتفاف دراسة  -1

  ).الالتفاف والانحدار والتباعد(التعرف على العلاقة بین النظریات  -2

  .الأخرىبیان تطبیقاتها في العلوم  -3

  :أهمیة البحث 1-5

لقد إزدادت الحاجة إلى دراسة الالتفاف والانحدار والتباعد، لأنها تتضمن حل   

  .المتجهات، وتبرز أهمیتها في التطبیقات الفیزیائیة المختلفة

  :منهج البحث 1-6

  استخدم الباحثون في هذا البحث المنهج التحلیلي الوصفي  
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  الثاني الفصـــل
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  ):القیاسیة(الكمیة غیر المتجهة  1- 2

هي الكمیة التي لیس لها اتجاه في الفراغ مثل الطول، الزمن، درجة الحرارة،   

  .الكتلة، الكثافة، الحجم فكل منها لها مقدار فقط ولیس له اتجاه

رها، وتجمع مقادیعلى یتم تعیین الكمیات القیاسیة بمعرفة الأرقام الدالة   

  .بالحروف العادیةویرمز لها عادة وتطرح بالطرق العادیة، 

  :الكمیة المتجهة 2-2

تماماً بتعیین كل من مقدارها واتجاهها ومن هي الكمیة التي یتم تعریفها   

مثلاً متجه الإزاحة یمكن أن یكون التغیر في . أمثلتها الازاحة، السرعة، العجلة، القوة

من النقطة الأولى في  cm 2أخرى على بعد معینة إلى نقطة من نقطة الموضع 

متجه (ولها 40km/hالجنوب بسرعة ، كذلك السیارة المتحركة في اتجاه ݔالاتجاه 

  .في اتجاه الجنوبkm/h 40مقداره ) سرعة

المتجة هو كمیة لها مقدار واتجاه مثل السرعة، التسارع، المجال :تعریف آخر

  .الإزاحةالكهربي، العزم، 
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ذا السهم یعین مقدار المتجه یحدد الاتجاه، وطول هሬሬሬሬሬܱ⃗ܲیمثل المتجه بیانیا بسهم * 

نقطة البدایة للمتجه أو نقطة الأصل ویسمى  ونهایة ذیل السهم تسمى، )2-1شكل (

  .بنقطة النهایة ܲالرأس 

المتجه ومقدار هذا  1-1یعبر عن المتجه تحلیلیاً بحرف فوقه سهم كما في شكل * 

  .หܣห⃗یرمز له بالرمز 

  

 )2- 1(شكل 

  :لا یمكن تعریف المتجه بصورة كاملة ما لم نحدد بعض القواعد للتعامل معه وهي* 

هي ذلك المتجه ) متجهات قوة مثلاً (المحصلة لعدد من المتجهات من نوع معین  -

 .لذي یكون له نفس تأثیر المتجهات مجتمعةالوحید ا

  ):طریقة متعدد الأضلاع(طریقة الرسم التخطیطي لجمع المتجهات  -

ሬ⃗ܤ,ܣ⃗)لعدة متجهات  ሬܴ⃗تتلخص هذه الطریقة لایجاد المحصلة    , بالبدء  (ܥ⃗

طبقاً ) بمقیاس رسم مناسب في الاتجاه المحدد(عند أي نقطة یرسم سهم كل متجه 

لأي ترتیب، مثلاً تتصل بدایة كل سهم بنهایة السهم الذي یسبقه كما في الشكل 

  :التالي

P 

O 

 ܣ̅أو  ܣ
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ܣ⃗ + ሬ⃗ܤ + ܥ⃗ = ܥ⃗ + ܣ⃗ + ሬ⃗ܤ = ሬܴ⃗  

المتجه الآخر تمثل المحصلة بسهم یبدأ من نقطة البدء ویقع رأسه عند نقطة نهایة 

ܴهي المحصلة فإن  ሬܴ⃗إذا كانت  = ห ሬܴ⃗ ห هو مقدار المتجه.  

  :طریقة متوازي الأضلاع لجمع متجهین -

تمثل . یمكن تمثیل محصلة المتجهین بینهما زاویة ما بقطر متوازي الأضلاع

صلة ممثلة بقطره، كما هو مبین في وتكون المحالمتجهات بضلعي متوازي الأضلاع 

  :الشكل

 

  

  :مركبة متجه ما -

هي قیمته الفعالة في اتجاه معین، فعلى سبیل المثال مركبة الإزاحة في   

ویمكن اعتبار أي متجه في الفراغ على أنه  ݔلمحور الإزاحة لهو  ݔالاتجاه 

ሬܴ⃗  

ሬ⃗ܤ  

 ܣ⃗
 المحصلة

 ܥ⃗

ሬ⃗ܤ  
 ܣ⃗

ሬܴ⃗  المحصلة 
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مركباته في أي ثلاث اتجاهات متعامدة، بالمثل یمكن تحلیل متجة ما في محصلة 

  :اتجاهین إلى مركبتین في اتجاهین متعامدین كما في الشكل

  

  

  

ሬܴ⃗ومركبتیه ሬܴ⃗الشكل یوضح المتجه  ௫ , ሬܴ⃗ ௥  ݕ,ݔفي اتجاه المحورین  

  مقدار كل منهما

ሬܴ⃗ ௫ = ห ሬܴ⃗ ห cosߠ , ሬܴ⃗ ௬ = ห ሬܴ⃗ ห sinߠ 

  :وأیضاً تكتب على الصورة

ܴ௫ = ܴ cosߠ , ܴ௬ = ܴ sinߠ 

  :طریقة المركبات لجمع المتجهات -

,ݕ,ݔیتم تحلیل كل متجه إلى مركباته في الاتجاهات    مع اعتبار المركبات  ݖ

هي حصل ) ௫ܴ(في الاتجاه  ܴفي الاتجاهات المعاكسة سالبة، المركبة القیاسیة 

  .ݔالجمع الجبري لكل المركبات القیاسیة في الاتجاه 

ܴ௫  

ܴ௬ 

ܻ 

ܺ 
 ߠ
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,ݕبنفس الطریقة یتم ایجاد المركبتین القیاسیتین للمحصلة في الاتجاهین  ، یحسب ݖ

ܴالمعادلة مقدار المحصلة بمعلومیة المركبات من  = ටܴ௫ଶ + ܴ௬ଶ + ܴ௭ଶ  في

ߠtanمن المعادلة  ݔحالة بعدین نحسب زاویة میل المحصلة على المحور  = ோ೤
ோೣ

.  

  :متجهات الوحدة 2-3

یرمز  )⌃(لها مقدار یساوي الواحد وتمثل برمز أسود ثقیل فوقه علامة 

,ଓ̂على الصورة ܼ,ܻ,ܺلمتجهات الوحدة الخاصة في الاتجاهات  ଔ̂, ෠݇ الترتیب، على

بینما یمثل المتجه  ܺیمثل متجه مقداره ثلاث وحدات في الاتجاه  3ଓ̂المتجه 

5 ෠݇ المركبتان القیاسیتان ܼمقدار خمس وحدات في الاتجاه ،ܴ௬ ,ܴ௫ في الاتجاهین

ܴعلى الصورة یمكن كتابتها  ෠ܴللمتجه  ܻ,ܺ = ܴ௫ଓ̂+ ܴ௬ଔ̂ + ܴ௭ ෠݇  

  :الإزاحة

تمثل بمتجه في الفراغ فإن الإزاحة عندما یتحرك جسم ما من نقطة إلى نقطة أخرى 

على المسافة الفعلیة وتعتمد الازاحة من الموضع الابتدائي إلى الموضع النهائي، 

  .المقطوعة
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  :جبر المتجهات 2-4

نفس المقدار والاتجاه بغض النظر عن إذ أن كان لهما ሬ⃗ܤیساوي ܣ⃗یقال أن  -1

ܣموضع نقطة البدایة وبذلك یكون  =   :كما في الشكلܤ

 

  

  

 መܣ−ولكن یعاكسه في الاتجاه هو المتجه  መܣالمتجه الذي له نفس مقدار المتجه  -2

  :كما في الشكل التالي

 

 

 

المتكون بوضع نقطة البدایة  መܥهو المتجه  ෠ܤ,መܣمجموع أو محصلة متجهین  -3

بنقطة  መܣثم نوصل نقطة البدایة للمتجه  መܣعلى نقطة النهایة للمتجه  ෠ܤللمتجه 

  ).4-2(كما في الشكل  ෠ܤالنهایة للمتجه 

መܣیعاكس اتجاه المتجهین  መܥلاحظ أن اتجاه المحصلة *    .෠ܤ,

 ܣ⃗

ሬ⃗ܤ  

 ̅ܣ

 ܣ̅−
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  )4-2(الشكل 

መܣالفرق بین متجهین  -4 መܣیعبر عنه بالرمز  መܥهو آخر  ෠ܤ, − والمتجه  ෠ܤ

መܣ − መܣیكافئ المتجه ෠ܤ +   .(෠ܤ−)

መܣفإن  ෠ܤیساوي  መܣإذا كان  :ملاحظة − ෠ܤ = وهذا ما یسمى بالمتجه الصفري  0

  .أما المتجه غیر الصفري فهو متجه حقیقي

مضروباً في  |݉|الذي قیمته  መܣ݉هو متجه  ݉ضرب المتجه بكمیة عددیة  -5

ذا كانت  መܣمقدار  ٕ ݉وله نفس الاتجاه، وا = መ൯ܣ൫(0)فإن  0 = 0.  

  :قوانین المتجهات2-5

  :أعداد فإن ݊,݉,݇متجهات و  ܥ,ܤ,ܣإذا كان كل من   

  :الخاصیة التبدیلیة لجمع المتجهات -1

መܣ + ෠ܤ = ෠ܤ +  መܣ

  :البرهان

መܣ + ෠ܤ = መܥ          (1) 

ܥ̅ = ̅ܣ +  തܤ

തܤ ̅ܣ  
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෠ܤ + መܣ = መܥ           (2) 

⟵) 2(و ) 1(من  መܣ + ෠ܤ = ෠ܤ +  መܣ

 

 

 

  )5-2(شكل 

  :الخاصیة التجمیعیة لجمع المتجهات -2

መܣ + ൫ܤ෠ + መ൯ܥ = ൫ܣመ + +෠൯ܤ መܥ  

 

 

  

  )6-2(الشكل 

  :من الشكل

൫ܣመ + ෠൯ܤ + መܥ = ෡ܦ … (1) 

መܣ + ൫ܤ෠ + መ൯ܥ = ෡ܦ … (2) 

ܥ̅
= ܣ̅ + തܤ
ܥ̅ = തܤ +  ܣ̅ ܣ̅

 തܤ

 തܤ

 ܣ̅

Dഥ = Aഥ + (Bഥ + Cത) 

Dഥ = (Aഥ + Bഥ) + Cത 

Bഥ + Cത Aഥ + Bഥ Aഥ 

Bഥ 

Cത 
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൫ܣመ + +෠൯ܤ መܥ = መܣ + ൫ܤ෠ + መ൯ܥ ⟵ (2), (1) 

  :الخاصیة التبدیلیة لضرب المتجه بعدد حقیقي -3

ܣ⃗ܭ = ܭ        ,ܭܣ⃗ ∈ ℜ 

  :الخاصیة التجمیعیة لضرب المتجه بعددین حقیقیین -4

൯ܣ⃗ܮ൫ܭ =  ܣ⃗(ܮܭ)

,ܭ∀ ܮ ∈ ℜ 

  :خاصیة التوزیع -5

ܭ) + ܣ⃗(ܮ = +ܣ⃗ܭ  ܣ⃗ܮ

ܣ൫⃗ܭ + ሬ⃗ܤ ൯ = ܣ⃗ܭ ሬ⃗ܤܭ+  

,ܭ ܮ ∈ ℜ 

  :وحدة المتجه

⃗ܽویعطى حسب العلاقة  ⃗ܽهو متجه آخر مثلاً  ܣ⃗وحدة المتجه :تعریف = ஺⃗
஺⃗

حیث  

ܣ ≠ 0.  

,ଓ̂)العمودیة(متجهات الوحدة الأساسیة  -6 ଔ̂, ෠݇ :  
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متجهات الوحدة الأساسیة تكون في نفس الاتجاه الموجب للمحاور الثلاثة : تعریف

  .مع تطبیق الید الیمنى على حركة وحدة المتجه ܼ.ܻ,ܺالمتعامدة 

 

 

  

  )7-2(شكل 

  :مركبات المتجهات2-6

  :تعریف

ܣ⃗لیكن    = ଵ௜ܣ + ଶ௝ܣ + ଵ௜ܣفإن  ଷ௞ܣ ଶ௝ܣ, هي مركبات المتجه  ଷ௞ܣ,

وهي في نفس اتجاه المحاور الثلاثة ویمكن توضیحها كما هو مبین في الشكل  ܣ⃗

  :التالي

  

  

 

 

݅ 
݆ 

݇ 

ܺ 

ܻ 

ܼ 

0 

 ଵ௜ܣ
 ଶ௝ܣ

 ଷ௞ܣ
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  :ሬሬ⃗࡭مقدار المتجه 

ܣ⃗لیكن  = ଵ௜ܣ + ଶ௝ܣ + یعطى حسب  หܣห⃗له بالرمز ویرمز  ଷ௞ܣ

  :التالیةالعلاقة 

ห⃗ܣห = ටܣଵଶ + ଶଶܣ +  ଷଶܣ

  :البرهان

  

 

 

 

 

 

(ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ )ଶ = ሬሬሬሬሬ⃗ܩܱ) )ଶ + (࣫ܲሬሬሬሬሬ⃗ )ଶ … (1),

(ܱ࣫ሬሬሬሬሬ⃗ )ଶ = (ܱܴሬሬሬሬሬ⃗ )ଶ + ሬሬሬሬሬ⃗ܩܱ) )ଶ … (2) 

  )1(في ) 2(نعوض 

⟹ (ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ )ଶ = (ܱܴሬሬሬሬሬ⃗ )ଶ + (ܴ࣫ሬሬሬሬሬ⃗ )ଶ + (ܴ࣫ሬሬሬሬሬ⃗ )ଶ … (3) 

ܺ 

 ଵ௜ܣ

 ଶ௝ܣ
 ଷ௞ܣ

ܻ 

ܼ 

0 
ܳ ܴ 

 (ଷܣ,ଶܣ,ଵܣ)ܲ



14 
 

ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = ܣ⃗
ܱܴሬሬሬሬሬ⃗ = ଵ௜ܣ⃗
ܴ࣫ሬሬሬሬሬ⃗ = ଶ௝ܣ⃗
ܴ࣫ሬሬሬሬሬ⃗ = ⎭ଷ௞ܣ⃗

⎪
⎬

⎪
⎫

… (4) 

  مع أخذ المقدار لكل حد) 3(في ) 4(نعوض 

⟹ ห⃗ܣห
ଶ

= ଵଶܣ + ଶଶܣ +  ଷଶܣ

  بأخذ الجذر التربیعي للطرفین

⟹ ห⃗ܣห = ටܣଵଶ + ଶଶܣ +  ଷଶܣ

  :القیاسيالمتجه 

نهایته إلى نقطة في و المتجه القیاسي هو المتجه الذي بدایته نقطة الأصل :تعریف

ܣ⃗لیكن . الفضاء = ܲ࣫ሬሬሬሬሬ⃗  ݔ)࣫بحیث أن أحداثیاتଶ,ݕଶ, ,ଵݔ)ܲ,(ଶݖ ,ଵݕ  (ଵݖ

  :فإن

ܣ⃗ = ଶݔ) − ݅(ଵݔ + ଶݕ) − ݆(ଵݕ + ଶݖ) +  ݇(ଵݖ

ห⃗ܣห = ඥ(ݔଶ − ଵ)ଶݔ + ଶݕ) − ଵ)ଶݕ + ଶݖ) +  ଵ)ଶݖ

  :البرهان
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ଵሬሬሬ⃗ݎ = ଵ௜ݔ + ଵ௝ݕ + ଵ௞ݖ … (1) 

ଶሬሬሬ⃗ݎ = ଶ௜ݔ + ଶ௝ݕ + ଶ௞ݖ … (2) 

  ولكن

ଵሬሬሬ⃗ݎ + ܲ࣫ሬሬሬሬሬ⃗ + ଶሬሬሬ⃗ݎ  

⟹ܲ࣫ሬሬሬሬሬ⃗ = ଶሬሬሬ⃗ݎ − ଵሬሬሬ⃗ݎ  

ܲ࣫ሬሬሬሬሬ⃗ = ൫ݔଶ௜ + ଶ௝ݕ + ଶ௞൯ݖ − ଵ௜ݔ) + ଵ௝ݕ +  (ଵ௞ݖ

ܲ࣫ሬሬሬሬሬ⃗ = ଶݔ) − ݅(ଵݔ + ଶݕ) − ݆(ଵݕ + ଶݖ) +  ݇(ଵݖ

หܲ࣫ሬሬሬሬሬ⃗ ห = ඥ(ݔଶ − ଵ)ଶݔ + ଶݕ) − ଵ)ଶݕ + ଶݖ) +  ଵ)ଶݖ

,ߚ,ߙإذا كانت  -11 ,ݕ,ݔمع المحاور ሬሬሬሬሬ⃗࣫ܲهي الزوایا التي یصنعها المتجه  ߛ  ݖ

  :على التوالي فإن

cosߙ =
ݔ

|ݎ| ,     cosߚ =
ݕ

|ݎ| ,       cos ߛ =
ݖ

 |ݎ|

ܺ 

ܻ 

ܼ 

 ଵݎ̂

 ଶݎ̂

ଶݕ,ଶݔ)࣫ ,  (ଶݖ

ଵݕ,ଵݔ)ܲ ,  (ଵݖ
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cosଶ ߙ + cosଶ ߚ + cosଶ ߛ = 1 

  :البرهان

  :من الشكل نلاحظ أن

cosߙ =
ݔ

|ݎ| ,     cosߚ =
ݕ

|ݎ| ,       cos ߛ =
ݖ

 |ݎ|

  

  

  

  

 

⟹ cosଶ ߙ + cosଶ ߚ + cosଶ ߛ =
ଶݔ

ଶݎ
+
ଶݕ

ଶݎ
+
ଶݖ

ଶݎ
 

⟹ cosଶ ߙ + cosଶ ߚ + cosଶ ߛ =
ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ

ଶݎ
=
ଶݎ

ଶݎ
= 1 

  حیث

|ݎ⃗| =  ݎ

⟹ cosଶ ߙ + cosଶ ߚ + cosଶ ߛ =
ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ

ଶݎ
=
ଶݎ

ଶݎ
= 1 

 ߙ

 ߛ

ܺ 

ܻ 

ܼ 

௜ܺ ܼ௞

0 ܲ(ܺ,ܻ,ܼ) 

௝ܻ 
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  :(dot)) أو الجداء القیاسي(عملیة الضرب الداخلي  2-7

  :تعریف

عملیة الضرب الداخلي أو عملیة الجداء القیاسي أو عملیة الضرب القیاسي 

ܣ⃗ویرمز لها بالرمز  ሬ⃗ܤ,ܣ⃗للمتجهین  ∙  ሬ⃗ܤݐ݋ܦܣ⃗وتقرأ  ሬ⃗ܤ

  :وتعطى حسب العلاقة التالیة

ܣ⃗ ∙ ሬ⃗ܤ = ห⃗ܣหหܤሬ⃗ ห cosߠ 

0و  ሬ⃗ܤ,ܣ⃗هي الزاویة المحصورة بین المتجهین ߠحیث  ≤ ߠ ≤   .ߨ

  :نظریة التباعد لجاوس 2-8

,ܣالمحدد بسطح مغلق هي الحجم  ܸتنص على أنه إذا كانت    دالة  ܵ

  موضع متجه لها تفاضل مستمر إذن 

ම∇∙ ܣ
.

௏

ܸ݀ = ඵܣ ∙ ݊
.

ௌ

݀ܵ = ඾ܣ ∙
.

ௌ

݀ܵ 

  ).في اتجاه الخارج( ܵهو العمود الموجب على  ݊حیث 
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  :نظریة ستوكس 2-9

، ذا جانبین محدداً بمنحنى غیر  ܵتنص على أنه إذا كانت    سطحاً مفتوحاً

  .لها مشتقات مستمرة ܣحینئذ إذا كانت ) منحنى بسیط مغلق(ܥمتقاطع 

නܣ ∙ ݎ݀
.

௖
= ඵ(∇ × (ܣ ∙ ݊

.

ௌ

݀ܵ = ඵ(∇× (ܣ ∙
.

ௌ

݀ܵ 

مشاهداً یسیراً موجباً إذا كان  ܥیسمى اتجاه . تتحرك في الاتجاه الموجب ܥحیث 

یكون  ܵفي هذا الاتجاه، ورأسه تشیر إلى اتجاه العمود الموجب لـ ܵعلى حدود 

  .السطح على شماله

  :نظریة جرین في المستوى 2-10

 ܥمغلق بسیط محددة بمنحنى ݕݔمنطقة مغلقة في المستوى  ܴإذا كانت 

ذا كانت  ٕ   :ولهما مشتقات مستمرة في المنطقة فإن ݕو  ݔدوال مستمراً في  ܯ,ܰوا

නܯ
.

௖
ݔ݀ + ݕ݀ ܰ = ඵ(

∂ܰ
ݔ∂

−
ܯ∂
ݕ∂

)
.

ோ

 ݕ݀ ݔ݀

مما لم لم یذكر غیر ذلك ) عكس عقارب الساعة(تتحرك في الاتجاه الموجب ܥحیث 

  .مذكور في الاتجاه الموجبأن التكامل ߶سنفترض دائماً أن 
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  :)1( تطبیق

منحنى مغلق الذي له الخاصیة أن أي  ܥأثبت أن نظریة جرین في المستوى إذا كان 

  .في نقطتین على الأكثر ܥخط مستقیم یوازي محاور الاحداثیات تقطع 

  

    

  

ݕهي ) 2-6شكل ( ܤܨܣو  ܤܧܣلتكون معادلات المنحنیات  = ଵܻ(ݔ)  و

ݕ = ଶܻ(ݔ)یكون لدینا ܥهي منطقة محددة بـ  ܴإذا كانت . على الترتیب 

ඵ
ܯ∂
ݕ∂

.

ோ

ݕ݀ ݔ݀ = න ቎ න
ܯ∂
ݕ∂ ݕ݀

௒మ(௫)

௬ୀ௒భ(௫)

቏ ݔ݀
௕

௫ୀ௔

= න ,ݔ)ܯ ௬ୀ௒భ(௫)|(ݕ
௒మ(௫) ݔ݀

௕

௫ୀ௔

= න[ݔ)ܯ, ଶܻ) ,ݔ)ܯ− ଵܻ)]݀ݔ
௕

௔

= −නݔ)ܯ, ଵܻ)݀ݔ
௕

௔

−නݔ)ܯ, ଶܻ)݀ݔ
௔

௕

= −රܯ
.

஼

 ݔ݀

 ݕ

݂ 

݁ 

0 

 ܣ

ܽ 
 ܧ

 ܨ

 ܤ

ܾ 
 ݔ

ܴ 
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  حینئذ

රܯ
.

஼

ݔ݀ = −ඵ
ܯ∂
ݕ∂

.

ோ

 (1)          ݕ݀ ݔ݀

ݔهي  EBFو  EAFبالمثل لتكن معادلات المنحنیات  = ܺଵ(ݕ)  ݔو =

ܺଶ(ݕ) إذن. على الترتیب  

ඵ
∂ܰ
ݔ∂

.

ோ

ݕ݀ ݔ݀ = න ቎ න
∂ܰ
ݔ∂

ݔ݀

௑మ(௬)

௫ୀ௑భ(௬)

቏ ݕ݀

௙

௬ୀ௘

=

= න[ܰ(ܺଶ,ݕ) − ܰ(ܺଵ,ݕ)]݀ݕ

௙

௘

= නܰ(ܺଵ,ݕ)݀ݕ
௘

௙

+ නܰ(ܺଶ,ݕ)݀ݕ

௙

௘

= රܰ
.

஼

 ݕ݀

  إذن

රܰ
.

஼

ݕ݀ = ඵ
∂ܰ
ݔ∂

.

ோ

 (2)          ݕ݀ ݔ݀

  )2(و ) 1(بجمع 

රܯ
.

஼

ݔ݀ + ݕ݀ ܰ = ඵ൬
ܯ∂
ݕ∂ +

∂ܰ
൰ݔ∂

.

ோ

 ݕ݀ ݔ݀
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  لثالثالفصـــلا
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  نظریات التباعد والالتفاف والانحدار

ሬሬ⃗∇(التباعد 3-1 ∘   :)ሬ⃗ܧdivأو  ሬ⃗ܧ

ܧحیث  ܧلنفرض مجالاً متجهاً مثل  = ሬ⃗ܧ ,ݕ,ݔ) فإن تباعد المجال یمثل  (ݖ

  .المنجز من قبل هذا المجال وهو كمیة قیاسیة الشغلفیزیائیاً 

,ݔ)ܸلیكن   ,ݕ (ݖ = ଵ݅ݒ + ଶ݆ݒ + معرفة وقابلة للتفاضل عند كلنقطة  ଷ݇ݒ

,ݕ,ݔ) ) هي مجال المتجه القابل للتفاضل ܸأي أن (في نقطة معینة في الفراغ  (ݖ

∇یكتب  ݒإذن تباعد  ∙   :ویعرف بالمعادلة ݒ divأو  ݒ

∇ ∙ ݒ = ൤
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൨ ∙

ଵ݅ݒ) + ଶ݆ݒ + (ଷ݇ݒ

=
ଵݒ߲
ݔ߲ +

ଶݒ߲
ݕ߲ +

ଷݒ߲
ݖ߲  

  نلاحظ التشابه مع

Λሬሬ⃗ ∙ ሬ⃗ܤ = ଵܤଵܣ + ଶܤଶܣ +  ଷܤଷܣ

  :أیضاً نلاحظ أن

∇ ∙ ݒ ≠ ݒ ∙ ∇ 
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∇ ∙ ݒ =
ଵݒ߲
ݔ߲ +

ଶݒ߲
ݕ߲ +

ଷݒ߲
ݖ߲

= ଵ݅ݒ) + ଶ݆ݒ + (ଷ݇ݒ ⋅ ൬
߲
ݔ߲

݅ +
߲
ݕ߲

݆ +
߲
ݖ߲
݇൰

= ଵݒ
߲
ݔ߲ + ଶݒ

߲
ݕ߲ + ଷݒ

߲
 ݖ߲

  :)1( تطبیق

ܣ⃗ = ݅ݖଶݔ − ଶ݆ݖଷݕ2 +  ݇ݖଶݕݔ

∇أوجد  ⋅ div)ܣ⃗   (1,1−,1)عند النقطة  (ܣ⃗

  :الحل

∇ ⋅ ܣ⃗ = ൬
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൰ ⋅

݅ݖଶݔ) − ଶ݆ݖଷݕ2 + (݇ݖଶݕݔ

=
߲
ݔ߲

(ݖଶݔ) +
߲
ݕ߲

(ଶݖଷݕ2−) +
߲
ݖ߲

(ݖଶݕݔ)

= ݖݔ2 − ଶݖଶݕ6 +  ଶ|(ଵ,ିଵ,ଵ)ݕݔ

= 2(1)(1)− 6(−1)ଶ(1)ଶ(1)(−1)ଶ = 2 − 6 + 1 = −3 

  :)2( تطبیق

߶: إذا كان =  ସݖଶݕଷݔ2

∇أوجد  -أ ⋅ ∇߶ (div grad (߶)  
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∇: بین أن -ب ⋅ ∇߶ = ∇ଶ߶  

  :حیث

∇ଶ=
߲ଶ

ଶݔ߲
+
߲ଶ

ଶݕ߲
+
߲ଶ

ଶݖ߲
 

  تمثل معامل لابلاس

  :الحل

  /أ

∇߶ = ݅
߲
ݔ߲

(ସݖଶݕଷݔ2) + ݆
߲
ݕ߲

(ସݖଶݕଷݔ2) + ݇
߲
ݖ߲

(ସݖଶݕଷݔ2)

= ସ݅ݖଶݕଶݔ6 + ସ݆ݖݕଷݔ4 +  ଷ݇ݖଶݕଷݔ8

  :أي أن

∇ ⋅ ∇߶ = ൤
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൨. 

ସݖଶݕଶݔ6 + ସݖݕଷݔ4 + ଷݖଶݕଷݔ8

=
߲
ݔ߲

݅(ସݖଶݕଶݔ6) +
߲
ݕ߲

݆(ସݖݕଷݔ4)

+
߲
ݖ߲

݇(ଷݖଶݕଷݔ8)

= ସݖଶݕݔ12 + ସݖݕଷݔ4 +  ଶݖଶݕଷݔ24
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  -ب

∇ ⋅ ∇߶ = ൤
߲
ݔ߲

݅ +
߲
ݕ߲

݆ +
߲
ݖ߲
݇൨ ∙ ቈ

߲߶
ݔ߲

݅ +
߲߶
ݕ߲

݆ +
߲߶
ݖ߲

݇቉

=
߲
ݔ߲ ቆ

߲߶
+ቇݔ߲

߲
ݕ߲ ቆ

߲߶
ቇݕ߲ +

߲
ݖ߲ ቆ

߲߶
ቇݖ߲

=
߲ଶ߶
ଶݔ߲ +

߲ଶ߶
ଶݕ߲ +

߲ଶ߶
ଶݖ߲ = ቈ

߲ଶ

ଶݔ߲ +
߲ଶ

ଶݕ߲ +
߲ଶ

߶ଶ቉ݖ߲

= ∇ଶ߶ 

  تسمى بمعامل لابلاس ଶ∇حیث 

  :)3( تطبیق

ଶ∇أثبت أن  ቀଵ
௥
ቁ = 0 

∇ଶ ൬
1
ݎ
൰ = ቆ

߲ଶ

ଶݔ߲
+

߲ଶ

ଶݕ߲
+
߲ଶ

ଶݖ߲
ቇ ቆ

1

ඥݔଶ+ݕଶ+ݖଶ
ቇ 

߲
ݔ߲ ቆ

1
ඥݔଶ+ݕଶ+ݖଶ

ቇ =
߲
ݔ߲

ି(ଶݖ+ଶݕ+ଶݔ)
భ
మ = (ଶݖ+ଶݕ+ଶݔ)ݔ−

షయ
మ  

߲ଶ

ଶݔ߲ ቆ
1

ඥݔଶ+ݕଶ+ݖଶ
ቇ =

߲
ݔ߲ ቀ−ݔ

(ଶݖ+ଶݕ+ଶݔ)
షయ
మ ቁ

= ݔ− ൬−
3
2

(ଶݖ+ଶݕ+ଶݔ)
షఱ
మ ∙ ൰ݔ2 − (ଶݖ+ଶݕ+ଶݔ)

షయ
మ  
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= (ଶݖ+ଶݕ+ଶݔ)ଶݔ3
షఱ
మ − (ଶݖ+ଶݕ+ଶݔ)

షయ
మ =

ଶݖ−ଶݕ−ଶݔ2

(ଶݖ+ଶݕ+ଶݔ)
ఱ
మ

→ (1) 

  :بالمثل

߲ଶ

ଶݔ߲ ቈ
1

ඥݔଶ+ݕଶ+ݖଶ
቉ =

ଶݖ−ଶݕ−ଶݔ2

(ଶݖ+ଶݕ+ଶݔ)
ఱ
మ

→ (2) 

߲ଶ

ଶݔ߲
ቈ

1

ඥݔଶ+ݕଶ+ݖଶ
቉ =

ଶݖ2 − ଶݕ − ଶݔ

(ଶݖ+ଶݕ+ଶݔ)
ఱ
మ

→ (3) 

  )3(، ) 2(، ) 1(بجمع 

ቆ
߲ଶ

ଶݔ߲ +
߲ଶ

ଶݕ߲ +
߲ଶ

ଶቇቆݖ߲
1

ඥݔଶ+ݕଶ+ݖଶ
ቇ = 0 

߶ଶ∇المعادلة  =   تسمى معادلة لابلاس 0

  :برهان قوانین التباعد 3-2

  :أثبت أن

ܣ)∇-1 + (ܤ = ∇ ∙ ܣ + ∇ ∙  ܤ

(ܣ߶)-2 = ∇߶ ∙ ܣ + ߶(∇ ∙  (ܣ
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  :الاثبات

  :إذا كان -1

ܣ⃗ = ଵ݅ܣ + ଶ݆ܣ +  ଷ݇ܣ

ሬ⃗ܤ = ଵ݅ܤ + ଶ݆ܤ +  ଷ݇ܤ

  إذن

ܣ)∇ + (ܤ = ൬
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൰

∙ ൫(ܣଵ + ݅(ଵܤ + ଶܣ) + ݆(ଶܤ + ଷܣ) + ଷ)݇൯ܤ

=
߲
ݔ߲

ଵܣ) + (ଵܤ +
߲
ݕ߲

ଶܣ) + (ଶܤ +
߲
ݖ߲

ଷܣ) + (ଷܤ

= ൬
ଵܣ߲
ݔ߲

+
ଶܣ߲
ݕ߲

+
ଷܣ߲
ݖ߲

൰+ ൬
ଵܤ߲
ݔ߲

+
ଶܤ߲
ݕ߲

+
ଷܤ߲
ݖ߲

൰

= ൤൬
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൰ ∙

ଵ݅ܣ) + ଶ݆ܣ + ଷ݇)൨ܣ

+ ൤൬
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൰ ∙

ଵ݅ܤ) + ଶ݆ܤ + ଷ݇)൨ܤ

= ∇ ∙ ܣ + ∇ ∙  ܤ

2-∇ ∙ (ܣ߶) = ∇߶ ∙ ܣ + ߶(∇ ∙  (ܣ
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∇ ∙ (ܣ߶) = ∇ ∙ ଵ݅ܣ߶) + ଶ݆ܣ߶ + (ଷ݇ܣ߶

=
߲
ݔ߲

(ଵܣ߶) +
߲
ݕ߲

(ଶܣ߶) +
߲
ݖ߲

(ଷܣ߶)

=
߲߶
ݔ߲

ଵܣ + ߶
ଵܣ߲
ݔ߲

+
߲߶
ݕ߲

ଶܣ + ߶
ଶܣ߲
ݕ߲

+
߲߶
ݖ߲

ଷܣ

+ ߶
ଷܣ߲
ݖ߲

=
߲߶
ݔ߲ ଵܣ +

߲߶
ݕ߲ ଶܣ +

߲߶
ݖ߲ ଷܣ + ߶ ൤

ଵܣ߲
ݔ߲ +

ଶܣ߲
ݕ߲ +

ଷܣ߲
ݖ߲ ൨

= ቆ
߲߶
ݔ߲

݅ +
߲߶
ݕ߲

݆ +
߲߶
ݖ߲

݇ቇ ∙ ଵ݅ܣ) + ଶ݆ܣ + (ଷ݇ܣ

+ ߶൬
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൰ ∙

ଵ݅ܣ) + ଶ݆ܣ + (ଷ݇ܣ

= (∇߶) ∙ ܣ + ߶(∇ ∙  (ܣ

ሬሬ⃗ࡱܔܚܝ܋): الدوران(الالتفاف 3-3 orસ⨂ࡱ  

  .یفهم من الالتفاف فیزیائیاً بأنه الشغل المنجز على وحدة المساحة العمودیة

  :یعرف الالتفاف للمتجه كالآتي

curl ܣ⃗ = ∇ × ܣ⃗ = ൬݅
߲
ݔ߲ + ݆

߲
ݕ߲ + ݇

߲
൰ݖ߲ × ଵ݅ܣ) + ଶ݆ܣ + (ଷ݇ܣ

= ተተ

݅ ݆ ݇
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

ଵܣ ଶܣ ଷܣ

ተተ 
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= ݅ ቮ
߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

ଶܣ ଷܣ
ቮ − ݆ อ

߲
ݔ߲

߲
ݖ߲

ଵܣ ଶܣ
อ+ ݇ ቮ

߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

ଵܣ ଶܣ
ቮ

= ฬ
ଷܣ߲
ݕ߲ +

ଶܣ߲
ݖ߲ ฬ ݅ + ฬ

ଷܣ߲
ݔ߲ +

ଵܣ߲
ݖ߲ ฬ ݆ + ฬ

ଶܣ߲
ݔ߲ +

ଵܣ߲
ݕ߲ ฬ ݇ 

డیلاحظ عند فك المحدد أنه من الضروري أن تسبق 
డ௫

, డ
డ௬

, డ
డ௭

المركبات  

 ଷܣ,ଶܣ,ଵܣ

  :∇صیغ تحتوي على 

  :فإن ܸ,ܷ,ܤ,ܣإذا فرضنا وجود المشتقات الجزئیة للمقادیر 

1-Grad(ݑ + (ݒ = Gradݑ + Grad  ݒ

ݑ)∇              أو + (ݒ = ݑ∇ +  ݒ∇

2-div(ܣ + (ܤ = divܣ+ divܤ 

∇          أو ∙ ܣ) + (ܤ = ܣ∇ +  ܤ∇

3-curl(ܣ+ (ܤ = curlܣ + curlܤ 

ܣ)∇              أو + (ܤ = ܣ∇ +  ܤ∇

4-∇ ∙ (ܣݑ) = (ݑ∇) ∙ +ܣ ∇)ݑ ∙  (ܣ

5-∇ × (ܣݑ) = (ݑ∇) × ܣ + ×∇)ݑ  (ܣ

6-∇ ∙ ܣ) × (ܤ = ܤ ∙ (∇ × −(ܣ ܣ ∙ (∇ ×  (ܤ
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7-∇ × ܣ) × (ܤ = ܤ) × ܣ(∇ − ∇)ܤ ∙ (ܣ + ∇)ܣ ∙  (ܤ

ܣ)∇-8 ∙ (ܤ = ܤ) ∙ ܣ(∇ + ܣ) ∙ ܤ(∇ + ܤ × (∇ × (ܣ + ܣ × (∇ ×

 (ܤ

9− ∇ ∙ (ݑ∇) = ∇ଶݑ =
߲ଶ

ଶݔ߲ +
߲ଶ

ଶݕ߲ +
߲ଶ

 ଶݖ߲

  وتسمى ݑالتي تسمى لابلاسیات المقدار 

∇ଶ=
߲ଶ

ଶݔ߲
+

߲ଶ

ଶݕ߲
+
߲ଶ

ଶݖ߲
 

  لابلاسمؤثر 

10-  ∇௫(∇ݑ) =   .التفاف التدرج للمقدار یساوي صفر 0

11-   ∇௫(∇× A) = ∇ ∙ (∇ ∙ −(ܣ ∇ଶA 

  :)4( تطبیق

߶     إذا = ܣଶݖݕଶݔ = ݅ݖݔ − ଶ݆ݕ +  ݇ݕଶݔ2

 (ܣ߶)أوجد التفاف 

  :الحل

(ܣ߶) = ∇ × (ܣ߶) = ∇ × ସ݅ݖݕଷݔ) − ଷ݆ݖଷݕଶݔ +  (ଷ݇ݖଶݕସݔ2
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ተተ

݅ ݆ ݇
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

ସݖݕଷݔ ଷݖଷݕଶݔ− ଷݖଶݕସݔ2
ተተ = 

ଷݖݕସݔ4) + ݅(ଶݖଷݕଶݔ3 + ଷݖଶݕଷݔ8) − ݆(ଷݖଶݕଷݔ4

− ଷݖଷݕݔ2) +  ݇(ସݖଷݔ

  :)5( تطبیقات

  :برهن أن

∇ ∙ (ܣ߶) = (ܣ߶) ∙ ܣ + ߶(∇ ∙  (ܣ

  :البرهان

(ܣ߶)∇ = ∇ ∙ ଵ݅ܣ߶) + ଶ݆ܣ߶ + (ଷ݇ܣ߶

=
߲
ݔ߲

(ଵܣ߶) +
߲
ݕ߲

(ଶܣ߶) +
߲
ݖ߲

(ଷܣ߶)

=
߲߶
ݔ߲

ଵܣ + ߶
ଵܣ߲
ݔ߲

+
߲߶
ݕ߲

ଶܣ + ߶൬
ଵܣ߲
ݔ߲

+
ଶܣ߲
ݕ߲

+
ଷܣ߲
ݖ߲

൰

= ቆ
߲߶
ݔ߲ ݅ +

߲߶
ݕ߲ ݆ +

߲߶
ݖ߲ ݇ቇ ∙

ଵ݅ܣ) + ଶ݆ܣ +  (ଷ݇ܣ

+߶൬
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൰ ∙

ଵ݅ܣ) + ଶ݆ܣ + (ଷ݇ܣ

= (∇߶) ∙ ܣ + ߶(∇ ∙  (ܣ

߶  :إذا كان = ܣݖݕଶݔ = ଶ݅ݖݔ2 − ݆ݖݕ +  ଷ݇ݖݔ3
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 :أوجد

ܽ − ∇ × ܣ ተተ

݅ ݆ ݇
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

ଶݖݔ2 ݖݕ− ଷݖݔ3
ተተ

= ൭
߲
ݕ߲

(ଷݖݔ3) +
߲
ݖ߲

൱(ݖݕ) ݅

+ ൭
߲
ݖ߲

(ଶݖݔ2) −
߲
ݔ߲

൱(ଶݖݔ3) ݆

+ ൭
߲
ݔ߲

(ݖݕ−) −
߲
ݕ߲

൱݇(ଶݖݔ2)

= 0 + ݅ݕ + ݖݔ4) − ݆(ଶݖ3 + 0 = ݅ݕ + ݖݔ4) −  ݆(ଶݖ3

b-   (1,1,1) عند النقطة   ∇ ×  أوجد نقطة ܣ

∇ × (ଵ,ଵ,ଵ)ܣ = ݅ + (4− 3)݆ = ݅ + ݆ 

c-curl(߶ܣ) = ∇ ×  (ܣ߶)

ܣ߶ = ଷ݅ݖݕଷݔ2 − ଷ݆ݖଶݕଶݔ + ଶ݇ݖݕଷݔ3

= ተተ

݅ ݆ ݇
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

ଶݖݕଶݔ2 ଷݖଶݕଶݔ− ଶݖݕଷݔ2
ተተ 

d-   (1,1,1) عند النقطة   curl߶أوجد نقطة ܣ 
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curl߶ܣ(ଵ,ଵ,ଵ) = (3 + 2)݅ + (6− 9)݆ − (2− 2)݇

= 5݅ − 3݆ − 4݇ 

ݒ⃗إذا كان  = ሬሬ⃗ݓ × ݓ: أثبت أنݎ⃗ = ଵ
ଶ
∇×   متجه ثابت ݓحیث  ݒ⃗

  البرهان

  :نفرض أن

ሬሬ⃗ݓ = ଵ݅ݓ) + ଶ݆ݓ +  (ଷ݇ݓ

ݎ⃗ = ݅ݔ + ݆ݕ +  ݇ݖ

∇ × ܸ = ∇ × อ
݅ ݆ ݇
ଵݓ ଶݓ ଷݓ
ݔ ݕ ݖ

อ 

∇ × ሬܸ⃗ = ∇ × ݖଶݓ)] − ݅(ݕଷݓ + ݔଷݓ) − ݆(ݖଵݓ

+ ݕଵݓ) −  [݇(ݔଶݓ

ተ

݅ ݆ ݇
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

ݖଶݓ − ݕଷݓ ݔଷݓ − ݖଵݓ ݕଵݓ − ݔଶݓ

ተ = ∇ × ሬܸ⃗

= ൭
߲
ݕ߲

ݕଵݓ) (ݔଶݓ− +
߲
ݖ߲

ݔଷݓ) − ൱(ݖଵݓ ݅ 
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+൭
߲
ݖ߲

ݖଶݓ) − −(ݕଷݓ
߲
ݔ߲

ݕଵݓ) − ൱(ݔଶݓ ݆

+ ൭
߲
ݔ߲

ݔଷݓ) − (ݖଵݓ −
߲
ݕ߲

ݖଶݓ) − ൱݇(ݕଷݓ

= ଵ݅ݓ ଵ݅ݓ+ + ଶ݆ݓ ଶ݆ݓ+ ଷ݇ݓ+ +  ଷ݇ݓ

∇ × ݒ⃗ = ଵ݅ݓ2 + ଶ݆ݓ2 + ଷ݇ݓ2 = ଵ݅ݓ)2 + ଶ݆ݓ + (ଷ݇ݓ = ሬሬ⃗ݓ2

⇒ ሬሬ⃗ݓ =
1
2 (∇ ×  (ݒ⃗

 :أثبت

(ܣ߶)∇ = (∇߶) × ܣ + ߶(∇ ×  (ܣ

  :الاثبات

∇ × (ܣ߶) = ∇ × ଵ݅ܣ߶) + ଶ݆ܣ߶ + (ଷ݇ܣ߶

= ተተ

݅ ݆ ݇
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

ଵܣ߶ ଶܣ߶ ଷܣ߶

ተተ

= ൤
߲
ݔ߲

(ଷܣ߶) +
߲
ݖ߲

൨(ଶܣ߶) ݅

+ ൤
߲
ݖ߲

(ଵܣ߶) =
߲
ݔ߲ ൫߶ܣଷ൯൨ ݆

+ ൤
߲
ݔ߲

−(ଶܣ߶)
߲
ݕ߲ ൫߶ܣଵ൯൨݇ 
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= ቈ߶
ଷܣ߲
ݕ߲ +

߲߶
ݕ߲ ଷܣ −߶

ଶܣ߲
ݖ߲ −

߲߶
ݖ߲ ଶ቉ܣ ݅

+ ቈ߶
ଵܣ߲
ݖ߲ +

߲߶
ݖ߲ ଵܣ −߶

ଷܣ߲
ݔ߲ −

߲߶
ݔ߲ ଷ቉ܣ ݆

+ ቈ߶
ଶܣ߲
ݔ߲

−
߲߶
ݔ߲

ଶܣ − ߶
ଵܣ߲
ݕ߲

+
߲߶
ݕ߲

ଵ቉ܣ ݇

= ߶ ൤൬
ଷܣ߲
ݕ߲ −

ଶܣ߲
ݖ߲ ൰ ݅ + ൬

ଵܣ߲
ݖ߲ −

ଷܣ߲
ݔ߲ ൰ ݆

+ ൬
ଶܣ߲
ݔ߲

−
ଵܣ߲
ݕ߲

൰݇൨

+ ቈቆ
߲߶
ݕ߲ ଷܣ −

߲߶
ݖ߲ ଷቇܣ ݅ + ቆ

߲߶
ݖ߲ ଵܣ −

߲߶
ݔ߲ ଷቇܣ ݆

+ ቆ
߲߶
ݔ߲

ଶܣ −
߲߶
ݕ߲

ଵቇ݇቉ܣ

= ߶(∇× (ܣ + ተተ

݅ ݆ ݇
߲߶
ݔ߲

߲߶
ݕ߲

߲߶
ݖ߲

ଵܣ ଶܣ ଷܣ

ተተ

= ߶(∇× (ܣ + (∇߶) ×  ܣ

߶Grad:الإنحدار أو المیلان3-4   ߶∇أو

,ݕ,ݔبالنسبة إلى  ߶الانحدار فیزیائیاً هو معدل تغیر الدالة    إذا كان نظام  ݖ

الاحداثیات الدیكارتیة التي كانت هذه الاحداثیات هي المعتمدة ویأخذ الانحدار صیغ 

  .مختلفة باختلاف الاحداثیات
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,ݕ,ݔ)߶لتكن  ,ݕ,ݔ)معرفة وقابلة للاشتقاق لكل نقطة  (ݖ التي تنتمي إلى  (ݖ

إذن فإن هي المجال العددي القابل ااتفاضل  ߶مستوى محدد في الفضاء أي أن 

  ߶Grad، ߶أو انحدار  ߶∇یكتب على صورة  ߶انحدار 

  :ویعرف بالمعادلة

∇߶ = ൤
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൨߶ = ቈ

߲߶
ݔ߲ ݅ +

߲߶
ݕ߲ ݆ +

߲߶
ݖ߲ ݇቉ 

߶∇في اتجاه وحدة المتجه هي  ߶∇تعرف مجال المتجه مركبة  ߶∇نلاحظ أن  ∙ ܽ 

 ߶فیزیائیاً هذا هو معدل التغییر . ܽفي اتجاه  ߶وتسمى التفاضل الاتجاهي للقیمة 

,ݔ)عند  ,ݕ   .ܽفي اتجاه  ߶أو المشتقة المتجه  ܽفي اتجاه  (ݖ

  :)1( قاعدة

اقترانین بحیث أن كل منهما اقتران غیر متجه وقابل للاشتقاق فإن  ߶,߱إذا كان 

∇൫߶ + ൯ݓ = ∇߶ +  ݓ∇

  ):6(تطبیق 

,ݕ,ݔ)߶إذا كان  (ݖ = ݕଶݔ3 −   (2,1−,1)عند النقطة  ߶أوجد انحدار  ଶݖଷݕ

  :الحل
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∇߶ = ൤
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൨߶ 

∇߶ = ൤
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൨ ݕଶݔ3) −  (ଶݖଷݕ

∇߶ =
߲
ݔ߲

ݕଶݔ3) − ݅(ଶݖଷݕ +
߲
ݕ߲

ݕଶݔ3) − ݆(ଶݖଷݕ

+
߲
ݖ߲

ݕଶݔ3) − ݇(ଶݖଷݕ ⟹ ∇߶

= ݅ݕݔ6 + ଶݔ3) − ݆(ଶݖଶݕ3 −  ݇(ݖଷݕ2+)

 (2,1−,1)عوض النقطة 

⟹ ∇߶ = 6(1)(−2)݅ + [3(1) − 3(4)(1)]݆ − [(2)(−2)ଷ(1)]݇ 

⟹ ∇߶ = −12݅ − 9݆ + 16݇ 

  )7(تطبیق 

߶إذا كان  = ln|⃗أوجد  |ݎ∇߶  

  :الحل

ݎ⃗ = ݅ݔ + ݆ݕ + ,݇ݖ |ݎ⃗| = ඥݔଶ + ଶݕ +  ଶݖ

߶ = lnඥݔଶ + ଶݕ +  ଶݖ
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∇߶ =
߲
ݔ߲ ቀlnඥݔଶ + ଶݕ + ଶቁݖ ݅ +

߲
ݕ߲ ቀlnඥݔଶ + ଶݕ + ଶቁݖ ݆

+
߲
ݖ߲
ቀlnඥݔଶ + ଶݕ + ଶቁݖ ݇

⟹ ∇߶቎

ଶ௫
ଶඥ௫మା௬మା௭మ

ඥݔଶ + ଶݕ + ଶݖ
቏ ݅ + ቎

ଶ௬
ଶඥ௫మା௬మା௭మ

ඥݔଶ + ଶݕ + ଶݖ
቏ ݆

+ ቎

ଶ௭
ଶඥ௫మା௬మା௭మ

ඥݔଶ + ଶݕ + ଶݖ
቏ ݇ 

∇߶ =
ݔ

ඥݔଶ + ଶݕ + ଶݖ
∙

1

ඥݔଶ + ଶݕ + ଶݖ
݅ +

ݕ

ඥݔଶ + ଶݕ + ଶݖ

∙
1

ඥݔଶ + ଶݕ + ଶݖ
݆ +

ݖ
ඥݔଶ + ଶݕ + ଶݖ

∙
1

ඥݔଶ + ଶݕ + ଶݖ
݇

=
ݔ

ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ ݅ +
ݕ

ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ ݆

+
ݖ

ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ ݇ =
݅ݔ + ݆ݕ + ݇ݖ
ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ ⟹ ∇߶

ݎ
 ଶ|ݎ⃗|

  

  

  

ܨ)∇   :أثبت أن + (ܩ = ܨ∇ +  ܩ∇
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  :الاثبات

ܨ)∇ + (ܩ = ൬
߲
ݔ߲

݅ +
߲
ݕ߲

݆ +
߲
ݖ߲
݇൰ ܨ) + (ܩ

= ݅
߲
ݔ߲

ܨ) + (ܩ + ݆
߲
ݕ߲

ܨ) + (ܩ + ݇
߲
ݖ߲

ܨ) + (ܩ

= ݅
ܨ߲
ݔ߲ + ݅

ܩ߲
ݔ߲ + ݆

ܨ߲
ݕ߲ + ݆

ܩ߲
ݕ߲ + ݇

ܨ߲
ݖ߲ + ݇

ܩ߲
ݖ߲

= ൬݅
ܨ߲
ݔ߲

+ ݆
ܨ߲
ݕ߲

+ ݇
ܨ߲
ݖ߲
൰ + ൬݅

ܩ߲
ݔ߲

+ ݆
ܩ߲
ݕ߲

+ ݇
ܩ߲
ݖ߲
൰

= ൬
߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൰ ܨ + ൬

߲
ݔ߲ ݅ +

߲
ݕ߲ ݆ +

߲
ݖ߲ ݇൰ܩ

= ܨ∇ +  ܩ∇

  -ب

(ܩܨ)∇ = ܩ∇ܨ +  ܨ∇ܩ

(ܩܨ)∇ = ൬
߲
ݔ߲

݅ +
߲
ݕ߲

݆ +
߲
ݖ߲
݇൰ (ܩܨ)

=
߲
ݔ߲

݅(ܩܨ) +
߲
ݕ߲

݆(ܩܨ) +
߲
ݖ߲

݇(ܩܨ)

= ൬ܨ
ܩ߲
ݔ߲ + ܩ

ܨ߲
൰ݔ߲ ݅ + ൬ܨ

ܩ߲
ݕ߲ + ܩ

ܨ߲
൰ݕ߲ ݆

+ ൬ܨ
ܩ߲
ݖ߲

+ ܩ
ܨ߲
ݖ߲
൰ ݇ 

= ܨ ൬
ܩ߲
ݔ߲

݅ +
ܩ߲
ݕ߲

݆ +
ܩ߲
ݖ߲

݇൰+ ܩ ൬
ܨ߲
ݔ߲

݅ +
ܨ߲
ݕ߲

݆ +
ܨ߲
ݖ߲

݇൰

= ܩ∇ܨ +  ܨ∇ܩ
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௡ݎ∇   :أثبت أن -ج =   ݎ௡ିଶݎ݊

∴ ௡ݎ∇ = ∇ ቀඥݔଶ + ଶݕ + ଶቁݖ
௡

= ଶݔ)∇ + ଶݕ + (ଶݖ
೙
మ

= ݅
߲
ݔ߲ ቂ

ଶݔ) + ଶݕ + (ଶݖ
೙
మቃ+ ݆

߲
ݕ߲ ቂ

ଶݔ) + ଶݕ + (ଶݖ
೙
మቃ

+ ݇
߲
ݖ߲ ቂ

ଶݔ) + ଶݕ + (ଶݖ
೙
మቃ

= ݅ ቄ
݊
2

ଶݔ) + ଶݕ + (ଶݖ
೙
మିଵ ∙ ቅݔ2

+ ݆ ቄ
݊
2

ଶݔ) + ଶݕ + (ଶݖ
೙
మିଵ ∙ ቅݕ2

+ ݇ ቄ
݊
2

ଶݔ) + ଶݕ + (ଶݖ
೙
మିଵ ∙ ቅݖ2

= ଶݔ)݊ + ଶݕ + (ଶݖ
೙
మିଵ ∙ ݅ݔ) + ݆ݕ + (݇ݖ

= (ଶݎ)݊
೙షమ
మ ∙ ݎ = ௡ିଶݎ݊ ∙  ݎ

ݎنلاحظ أنه إذا كان  −   إذن ݎهي وحدة المتجه في اتجاه  ଵݎحیث  ଵݎݎ

௡ݎ∇ =  ଵݎ௡ିଵݎ݊
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  الرابعالفصل 
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  :تطبیقات فیزیائیة 4

  :الانحدار 4-1

,ݕ,ݔ)݌لیكن  -1 ݔ)߶و  (ݖ + ,ݔ∆ ݕ + ,ݕ∆ ݖ + هي درجات الحرارة  (ݖ∆

,ݕ,ݔ)݌عند نقطتین متقاربتین  ݔ)߶و  (ݖ + ,ݔ∆ ݕ + ,ݕ∆ ݖ + لمنطقة  (ݖ∆

  .معینة

థ∆علل فیزیائیاً الكمیة  -أ
∆ௌ

= థ(௫ା∆௫,௬ା∆௬,௭ା∆௭)
∆ௌ

هي المسافة بین  ܵ∆حیث  

  .߶و  ݌النقطتین 

  :أحسب -ب

lim
∆௦→଴

∆߶
ݏ∆ =

߲߶
ݏ߲  

  :بیّن أن -ج

߲߶
ݏ߲

= ∆߶ ∙
ݎ߲
ݏ߲

 

هي  ݏ∆و  ߶و  ݌هي التغییر في درجة الحرارة بین النقطتین  ߶∆حیث  -أ

థ∆المسافة بین هاتین النقطتین وتمثل 
∆௦

متوسط معدل تغییر درجة الحرارة لكل وحدة  

  .߶إلى  ݌مسافة في الاتجاه من 
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 من حساب التفاضل والتكامل  -ب

∆߶ =
߲߶
ݔ߲

ݔ∆ +
߲߶
ݕ߲

ݕ∆ +
߲߶
ݖ߲

 ݖ∆

  إذن ݖ∆، ݕ∆، ݔ∆متناهیة الصغر أعلى من  رتبة

lim
∆௦→଴

∆߶
ݏ∆ = lim

∆௦→଴

߲߶
ݏ߲ ∙

ݔ∆
ݏ∆ +

߲߶
ݕ߲ ∙

ݕ∆
ݏ∆ +

߲߶
ݖ߲ ∙

ݖ∆
 ݏ∆

߲߶
ݏ߲ =

߲߶
ݔ߲ ∙

ݔ߲
ݏ߲ +

߲߶
ݕ߲ ∙

ݕ߲
ݏ߲ +

߲߶
ݖ߲ ∙

ݖ߲
ݏ߲  أو

డథ
డ௦

یمثل معدل تغیر درجة الحرارة بالنسبة للمسافة عند النقطة أ في الاتجاه نحو  

  .߶هذه أیضاً تسمى المشتقات الاتجاهیة للكمیة  ߶النقطة 

,ܾ,ܽ)ܣهي المسافة من نقطة ثابتة  ܴلتكن  -2 ,ݕ,ݔ)ܲإلى أي نقطة  (ܿ  (ݖ

ܲܣهي وحدة المتجه في اتجاه  ܴ∇بیّن أن  = ܴ  

  :الحل

݅ݔهي متجهات الموضع  ௉ݎ، ோݎإذا كان  + ݆ݕ + ݅ܽو  ݇ݖ + ܾ݆ + لكل  ݇ܿ

  . على الترتیب ܲو  ܣمن 

ܴ:  إذن = ௣ݎ − ௔ݎ = ݔ) − ܽ)݅ + ݕ) − ܾ)݆ + ݖ) − ܿ)݇ 

ܴ:  بحیث أن = ඥ(ݔ − ܽ)ଶ + ݕ) − ܾ)ଶ + ݖ) − ܿ)ଶ إذن 
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∇ܴ = ∇ඥ(ݔ − ܽ)ଶ + ݕ) − ܾ)ଶ + ݖ) − ܿ)ଶ

=
ݔ) − ܽ)݅ + ݕ) − ܾ)݆ + ݖ) − ܿ)݇

ඥ(ݔ − ܽ)ଶ + ݕ) − ܾ)ଶ + ݖ) − ܿ)ଶ
=
ܴ
ܴ

 

  .ܴتكون وحدة المتجه في اتجاه 

  :تباعدال 4-2

,ݔ)ܸمائع یتحرك بحیث أن سرعته عند أي نقطة تكون  - ,ݕ یبین أن زیادة  (ݖ

السائل لكل وحدة حجم لكل وحدة زمن في متوازي سطوح صغیرة مركزة عند 

,ݕ,ݔ)ܲ على الترتیب ݖ∆,ݕ∆,ݔ∆أحرفه توازي محاور الاحداثیات ولها القیم و  (ݖ

  عطى تقریباً بالمعادلةی

divݒ = ∆ ∙  ݒ

  

  

  

  

  

  

 ܤ

ܺ 

ܻ 

ܼ 

ܴ 
ܿ 

 ܩ

ܲ(ܺ,ܻ,ܼ) 

 ܣ⃗

 ܸ ܲ ܨ 
ܸ 

ܸ 
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  من الشكل

ଵݒعند  ݒمركبة السرعة  ݔ - =  ݌

ଵݒمركبة عند مركز الوجه  ݔ - −
ଵ
ଶ
డ௩భ
డ௫
 .تقریباً  ܦܧܨܣ  ݔ∆

ଵݒܤܥܪܥعند مركز الوجه  ݒمركبة  ݔ - + ଵ
ଶ
డ௩భ
డ௫
 .تقریباً  ݔ∆

  :إذن

  =في وحدة الزمن  ܦܧܨܣحجم المائع الذي یعبر  -1

൤ݒଵ −
1
2
ଵݒ߲
ݔ߲ ൨ݔ∆  ݖ∆ݕ∆

  =في وحدة الزمن  ܤܥܪܥحجم المائع الذي یعبر  -2

൤ݒଵ +
1
2
ଵݒ߲
ݔ߲ ൨ݔ∆  ݖ∆ݕ∆

డ௩భالزیادة في الحجم لكل وحدة زمن في اتجاه 
డ௫
ݖ∆,ݕ∆,ݔ∆ =   ݔ

డ௩మبالمثل الزیادة في الحجم لكل وحدة زمن في اتجاه 
డ௫
ݖ∆,ݕ∆,ݔ∆ =   ݕ

  الزیادة الكلیة في الحجم لكل وحدة حجم لكل وحدة زمن إذن 

ቂడ௩భ
డ௫

+ డ௩మ
డ௬

+ డ௩య
డ௭
ቃ∆ݖ∆ݕ∆ݔ

ݖ∆ݕ∆ݔ∆ = div ݒ = ∇ ∙  ݒ
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أي أن  ݌ة فقط في النهایة التي ینكمش متوازي السطوح إلى وهذه صحیح

تقترب من الصفر إذا كان لا یوجد زیادة للمائع في أي مكان، إذن  ݖ∆,ݕ∆,ݔ∆

∇ ∙ وهذه تسمى المعادلة المستمرة للمائع غیر القابل للانضغاط حیث أن السائل  ݒ

  .نبع أو مصبلا یمكن أن یغلق أو ینعدم عند أي نقطة یقال أنه لا یوجد م

  .صفر في بعض یسمى لولبيالذي تباعده یساوي  ݒمتجه مثل 

  :تطبیقات محلولة 4-3

,ݕ,ݔ)߶هو متجه عمودي على السطح ߶∇بین أن  -1 ثابت لیكن  ܿحیث  (ݖ

ݎ = ݅ݔ + ݆ݕ + ,ݕ,ݔ)݌هو متجه الموضع لأي نقطة  ݇ݖ   .على السطح(ݖ

  :الحل

ݎ݀إذن  = ݅ݔ + ݆ݕ +   :المستوى المماس للسطح عند السطح ولكنتقع في ݇ݖ

∂߶ =
߲߶
ݔ߲ ݔ݀ +

߲߶
ݕ߲ ݕ߲ +

߲߶
ݖ߲ ݖ߲ = 0 

൤ ݎ݋
߲߶
ݔ߲ ݅ +

߲߶
ݕ߲ ݆ +

߲߶
ݖ߲ ݇൨ ∙

݆ݔ݀) + ݆ݕ݀ + (݇ݖ݀ = 0 

߶∇أي أن  ∙   .وبالتالي على السطح ݎ݀یكون عمودیاً على  ߶∇وبذلك  ݎ݀

ݕଶݔأوجد الوحدة العمودیة للسطح  -2 + ݖݔ2 =   (2,2−,3)عند النقطة  ݕ
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ݕଶݔ)∇ + (ݖݔ2 = +ݕݔ2) ݅(ݖ2 + ݆ݔ + ݇ݔ2 = 2݅ + 4݆ + 4݇ ⟹ 

 (2,2−,3)عند النقطة 

  إذن الوحدة العمودیة للسطح

−2݅ + 4݆ + 4݇

ඥ(−2)ଶ + (4)ଶ + (4)ଶ
=

1
3 ݅ +

2
3 ݆ +

2
3݇ 

ଵ: وحدة عمودیة أخرى هي
ଷ
݅ + ଶ

ଷ
݆ + ଶ

ଷ
لها اتجاه معاكس للوحدة الموضحة  ݇

  .عالیه

  :للسطح معادلة مستوى المماسأوجد  -3

ଶݖݔ2 − ݕݔ3 − ݔݕ = 7 

  (1,2−,1)عند النقطة 

ଶݖݔ2)∇ − ݕݔ3 − (ݔݕ = ଶݖ2) − ݕ3 − ݅(ݕ − ݆ݔ3 +  ݇ݔݕ

  الحل

7݅هي  (1,2−,1)إذن العمودي للسطح عند النقطة  − 3݆ + معادلة  8݇

ویكون متعامداً على العمود ଴ݎالمستوى المار خلال النقطة التي لها متجه الموضع 

ݎ)هو  ܰ − (଴ݎ ∙ ܰ = 0.  
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  :إذن المعادلة المطلوبة هي

݅ݔ)] + ݆ݕ + (݇ݖ − (݅ − ݆ + 2݇)] ∙ (7݅ − 3݆ + 8݇) = 0 

ݔ)7    ݎ݋ − 1) − ݕ)3 + 1) + ݖ)8 − 2) = 0 

߶أوجد المشتقة الاتجاهیة للكمیة  -4 = ݖݕଶݔ +  (1−,2−,1)عند  ଶݖݔݕ

  :فإن

∇߶ = ݖݕଶݔ)∇ + (ଶݖݔݕ

= ݖݕݔ2) + ݅(ଶݖ4 + ݆ݖଶݔ + +ݕଶݔ) ݇(ݖݔ8

= 8݅ − ݆ − 10݇ 

2݅وحدة المتجه في اتجاه  - − ݆ −   :هو 2݇

ܽ =
2݅ − ݆ − 2݇

ඥ(2)ଶ + (−1)ଶ + (−2)ଶ
=

2
3 ݅ −

1
3 ݆ −

2
3 ݇ 

  :المشتقة الاتجاهیة المطلوبة هي ∴

∇߶ ∙ ܽ      = 8݅ − ݆ − 10݇ ∙
2
3
݅ −

1
3
݆ −

2
3
݇           

=
16
3 +

1
3 +

20
3                =

37
3  

  تتزاید في هذا الاتجاه߶ یث تكون موجبة وح

∇أحسب  -5 ∙ ×ܣ) ∇ܨ݅(ݎ × ܣ = 0 
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  الحل

ܣلیكن  = ଵ݅ܣ + ଶ݆ܣ + ݎ   ,ଷ݇ܣ = ݅ݔ + ݆ݕ +  ݇ݖ

  :إذن

ܣ × ݎ = อ
݅ ݆ ݇
ଵܣ ଶܣ ଷܣ
ݔ ݕ ݖ

อ

= ଶܣݖ) − ݅(ଷܣݕ + ଷܣݔ) − ݆(ଵܣݖ + ଵܣݕ) − ݇(ଶܣݔ

= ∇ ∙ ܣ) × (ݎ

=
߲
ݔ߲

ଶܣݖ) − (ଷܣݕ +
߲
ݕ߲

ଷܣݔ) − (ଵܣݖ

+
߲
ݖ߲

ଵܣݕ) − (ଶܣݔ

= ݖ
ଶܣ߲
ݔ߲

− ݕ
ଷܣ߲
ݔ߲

+ ݔ
ଷܣ߲
ݕ߲

− ݖ
ଵܣ߲
ݕ߲

+ ݕ
ଵܣ߲
ݖ߲

− ݔ
ଶܣ߲
ݖ߲

= ݔ ൬
ଷܣ߲
ݕ߲ −

ଶܣ߲
ݖ߲ ൰+ ݕ ൬

ଵܣ߲
ݖ߲ −

ଷܣ߲
ݔ߲ ൰

+ ݖ ൬
ଶܣ߲
ݔ߲ −

ଵܣ߲
ݕ߲ ൰

= ݅ݔ] + ݆ݕ + [݇ݖ ∙ ൤
ଷܣ߲
ݕ߲ −

ଶܣ߲
ݖ߲ ൨ ݅ + ൤

ଵܣ߲
ݖ߲ −

ଷܣ߲
ݔ߲ ൨ ݆

+ ൤
ଶܣ߲
ݔ߲

−
ଵܣ߲
ݕ߲

൨݇ 

∴ ∇ × ܣ = 0 = ݎ ∙ (∇ × (ܣ = ݎ ∙ curlܣ 

∇أثبت أن  -6 ×   )0یساوي  ܣتباعد الالتفاف ( (߶∇)
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  الاثبات

∇ × (∇߶) = 0 ⟹ ∇ × ൬
߲߶
ݔ߲

݅ +
߲߶
ݕ߲

݆ +
߲߶
ݖ߲

݇൰

=
ተ
ተ

݅ ݆ ݇
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

߲߶
ݔ߲

߲߶
ݕ߲

߲߶
ݖ߲

ተ
ተ

= ൤
߲
ݕ߲ ൬

߲߶
൰ݖ߲ −

߲
ݖ߲ ൬

߲߶
൰൨ݕ߲ ݅ + ൤

߲
ݖ߲ ൬

߲߶
൰ݔ߲ −

߲
ݔ߲ ൬

߲߶
൰൨ݖ߲ ݆

+ ൤
߲
ݔ߲ ൬

߲߶
൰ݕ߲ −

߲
ݕ߲ ൬

߲߶
൰൨ݔ߲ ݇

= ቆ
߲ଶ߶
ݖ߲ݕ߲ −

߲ଶ߶
ቇݕ߲ݖ߲ ݅ + ቆ

߲ଶ߶
ݔ߲ݖ߲ −

߲ଶ߶
ቇݖ߲ݔ߲ ݆

+ ቆ
߲ଶ߶
ݕ߲ݔ߲ −

߲ଶ߶
ቇݔ߲ݕ߲ ݇ = 0 

لها المشتقة الثانیة الجزئیة المستمدة بحیث أن رتبة التفاضل غیر  ߶على فرض أن 

  .ذات موضوع

  قابلة للتفاضل  (ݎ)ܨحیث  ൯(ݎ)ܨݎ൫أوجد التفاف  -7

curl൫(ݎ)ܨݎ = ∇ × ൯(ݎ)ܨݎ = ∇ × ݅(ݎ)ܨݔ) + ݆(ݎ)ܨݕ + (݇(ݎ)ܨݖ

= ተተ

݅ ݆ ݇
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

(ݎ)ܨݔ (ݎ)ܨݕ (ݎ)ܨݖ

ተተ 
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= ൬ݖ
ܨ߲
ݕ߲ − ݕ

ܨ߲
൰ݖ߲ ݅ + ൬ݔ

ܨ߲
ݖ߲ − ݖ

ܨ߲
൰ݔ߲ ݆ 

+ ൬ݕ
ܨ߲
ݔ߲ − ݔ

ܨ߲
 ൰݇ݕ߲

  :ولكن

=
ܨ߲
ݔ߲ = ൬

ܨ߲
൰ݔ߲ ൬

ݎ߲
൰ݔ߲ =

ܨ߲
ݎ߲

߲
ݔ߲ ቀඥݔ

ଶ + ଶݕ + ଶቁݖ

=
ሗܨ ݔ(ݎ)

ඥݔଶ + ଶݕ + ଶݖ
=
ሗܨ (ݔ)
ݎ

 

  بالتماثل

ܨ߲
ݕ߲

=
ሗܨ ݕ
ݎ

,
ܨ߲
ݖ߲

=
ሗܨ ݖ
ݎ

 

  :إذن النتیجة

= ቆݖ
ሗܨ ݕ
ݎ
− ݕ

ሗܨ ݖ
ݎ
ቇ ݅ + ቆݔ

ሗܨ ݖ
ݎ
− ݖ

ݔሗܨ
ݎ
ቇ ݆ + ቆݕ

ሗܨ ݔ
ݎ
− ݔ

ሗܨ ݕ
ݎ
ቇ ݇ = 0 

߶إذا كان  - 8 = ܣ، ݖݕଶݔ = ଶ݅ݖݔ2 − ݆ݖݕ +   ଷ݇ݖݔ3

  :أوجد

ܽ) ∇ × ܣ = ተተ

݅ ݆ ݇
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

ଶݖݔ2 ݖݕ− ଷݖݔ3
ተተ 
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= ൤
߲
ݕ߲

(ଷݖݔ3) +
߲
ݕ߲

൨(ݖݕ) ݅ + ൤
߲
ݖ߲

−(ଶݖݔ2)
߲
ݔ߲

൨(ଷݖݔ3) ݆

+ ൤
߲
ݔ߲

(ݖݕ−) −
߲
ݕ߲

൨(ଶݖݔ2) ݇ 

= 0 + ݅ݕ + ݖݔ4) − (ଶ݆ݖ3 + 0݇ = ݅ݕ + ݖݔ4) −  ݆(ଶݖ3

∇أوجد  ×  عند النقطة (1,1,1)ܣ

1- ݅ + [4(1)(1)− 3(1)ଶ]݆ = ݅ + ݆ 

2- curl(߶ܣ) = ∇ ×  (ܣ߶)

  الحل

(ܣ߶) = ଷ݅ݖݕଷݔ2 − ଶ݆ݖଶݕଶݔ +  ସ݇ݖݕଷݔ

∴ curl(߶ܣ) = ∇ × (ܣ߶)

= ተተ

݅ ݆ ݇
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

(ଷݖݕଷݔ2) (ଶݖଶݕଶݔ−) (ସݖݕଷݔ)

ተተ 

curl(߶ܣ) = ସݖଶݔ3) + ݅(ݖଶݕଶݔ2 + ଶݖݕଷݔ6) − ݆(ݕସݖଶݔ9

− ݖݕݔ2) +  ݇(ଷݖଷݔ3

  (1,1,1)عند النقطة  (ܣ߶)curlأوجد 

curl(߶ܣ)|(ଵ,ଵ,ଵ) = (3 + 2)݅ + (6 − 9)݆ − (2 + 2)݇

= 5݅ − 3݆ − 4݇ 
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  الفصل الخامس
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  :النتائج 5-1

  .یمتلك خواص تشبه تلك المتجهات العادیة (Del)أن عامل المتجه  -

  .على مقادیرهایتم تعیین الكمیات القیاسیة لمعرفة الأرقام الدالة  -

  .لا یمكن تعریف المتجه بصورة كاملة ما لم نحدد بعض القواعد للتعامل معها -
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  :التوصیات 5-2

  .توفیر الكتب التي تتوفر فیها نظریات الالتفاف والانحدار والتباعد -

  .ترجمة الكتب المكتوبة باللغات الأجنبیة -

  .باعد كمادة بعینها في التعلیم الجامعيأن تدرس نظریات الإنحدار والإلتفاف والت -
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  :المصادر والمراجع 5-3

 شافيعبدال/ د.أ، أسس علم الریاضیات، الهندسة التحلیلیة المستویة والفراغیة -1
محمد طلعت / د.العویضي، أ حسن مصطفى/ د.أفهمي عبادة، ترجمة، تحقیق 

  .م2005، 1، م1عبدالناصر، دار الفكر العربي، ط

: ت. ستیفیل. ، تألیف مواري رتحلیل المتجهات ومقدمة لتحلیل الكمیات الممتدة -2
  .م2005، ، الطبعة العربیة الثامنةسمیرة عبدالحفیظ رستم. د

. د: ستیفیل، ت. ، تألیف مواري رتحلیل المتجهات ومقدمة لتحلیل الكمیاتالممتدة -3
  .، الطبعة العربیة الثانیة عشرسمیرة عبدالحفیظ رستم

محاضرات في مقرر الكهرومغناطیسیة، إعداد الدكتور نوري حسین نور  -5
  .الهاشمي

  

  

  

  

  


