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ــــــــ ة الكريمةالآيـ  

 

 

 

أَمْ منَْ ھُوَ قَانِتٌ آَنَاءَ اللیَّْلِ سَاجِداً وَقاَئِمًا [  : قال تعالى 
یَحْذَرُ الآَخِرَةَ ویََرجُْو رحَْمَةَ ربَِّھِ قُلْ ھَلْ یَستَْوِي الَّذیِنَ 

                 ]  یَعْلَمُونَ واَلذَِّینَ لاَ یَعلَْمُونَ إنَِّمَا یَتَذكََّرُ أُولُو الألَْبَابِ 

  }9{.الزمر                   

 

 صـدق االله العظيـم
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 الإهــداء
ً ليسقيني قطرة حب  إلى من جرع الكأس فـارغا

 إلى من كلت أنامله ليقدم لنا لحظة سعادة  

 إلى من حصد الاشواك عن دربي ليمهد لي طريق العلم

 إلـى القـلب الكبيـر والـدي العـزيـز

 

 إلى من أرضعتني الحب والحنان  

 إلى رمز الحب وبلسم الشفـاء

 إلى القـلب الناصع بالبياض

 والــدتي الحبيبــة

 

 إلى الذين بذلوا كل جهد وعطاء لكي أصل إلى هذه المرحلة المتقدمة  

 أساتذتـي الكـرام

 

  إلى القـلوب الطاهرة الرقيقة والنفوس البريئة إلى رياحين حياتي
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 إخوتـي  

 
 الشكر والعرفـان

.رادة  ر والإـي بالصبـدنأمـم و ـلـواب العـبأي  ـح لـتـدرب وفـي الـار لـنأذي  ـل الـز وجـر الله عـالشـك  

ً فـي  حينمـا نعبـر شـط العمـل   ً جميـلا الـدؤوب لا يهـيم فـي داخلنـا سـوى أولئـك الذيـن غرسـوا زهـرا
طـريقنـا ، ألئـك الذيـن منحـونـا العـزم تلـو العـزم ، لنتخطـى الصعـاب ، ونقـف واثقـي الخطـى ، 

ً ولـغـةً   ,نشاطـرهـم الإبـداع حـرفـا  

 

  
  

  ,العمـل مـن خـلال الإسـاتـذة والمـشـرفيـن والإصـدقـاء  ليـس لأحـد معيـن إنمـا لكـل مـن ساهـم فـي هـذا  

  

  

  

  
  

مـات شـكـر وعـرفـانلــكـون كـتـتـزج لـمـن تلا يسـع حـروفـي إلا أ    

 

 لـكم ألـف شكـر وتحيـة
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   : ص البحثلخستم
  

  .یناقش ھذا البحث المعادلات التفاضلیة العادیة من الرتبة الأولى وبعض طرق حلھا وتطبیقاتھا   

والمفاھیم الأساسیة التي كان إستعرضنا في الفصل الأول من ھذا البحث المقدمة وأھداف البحث 
الھدف منھا التعرف على معنى المعادلات التفاضلیة ورتبتھا ودرجتھا ، ومشكلة البحث والمنھج 

  .المستخدم في البحث 

أما الفصل الثاني فقد استعرضنا بعض أنواع المعادلات التفاضلیة العادیة من الرتبة الأولى 
ادلة التفاضلیة العادیة بإستخدام المعادلات ذات وبعض طرق حلھا، والتي من ضمنھا حل المع

المتحولات المنفصلة والمعادلة التفاضلیة المتجانسة ومعادلة ریكارتي والمعادلة الخطیة من الدرحة 
  .الأولى 

أما في الفصل الثالث تناولنا بعض طرق حل المعادلات التفاضلیة العادیة من الرتبة الأولى 
ریقة فصل المتغیرات والمعادلة المتجانسة والمعادلة التامة وطریقة لیبنز والدرجة الأولى بإستخدام ط
  ,ماكلورین ومعادلة بیرنولي 

أما في الفصل الرابع إستعرضنا بعض تطبیقات المعادلات التفاضلیة العادیة من الرتبة الأولى 
سائل درجة الحرارة مثل المسارات المتعامدة والمسارات الغیرمتعامدة و مسائل النمو والإضمحلال و م

 .ومسائل الجسم الساقط 
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Abstract 
 In this research the normal differential equations from 
the first degree have been discusses well as some of ways of 
their solution beside some applications. 

 We well review in the first chapter the plan of the 
research, introduction, the aim, basic concept which was 
intended recognized the meaning of the normal differential 
equations, rank and degree, problems and the concept which 
was used.  

 In the second chapter we review some types of  the 
normal differential equations of the first order and some 
ways to solve them such and solving the normal differential 
equation by using the equations discrete variable, differential 
equations homogenous, Reckarte equation and linear 
equation of the first degree. 

 In the third chapter we review some method of solving 
the normal differential equations from the first rank and 
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degree using method of separation of variable s, homogenous 
equation, full equation, method of Maclaurin and Bernoulli 
equation. 

 In the fourth chapter we talked about some of the 
applications of the normal differential equations of the first 
rank like orthogonal tracks and non-orthogonal tracks, 
growth and decay issues, the temperature issues and falling 
object issues. 

 But in the fifth chapter we dealt with the results, 
recommendations of this research and references. 
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  فهــرسال
  الصفحة  المــــوضــــــوع  الرقم
  أ  یھ الكریمةالأ  

  ب  ھداءالإ  

  ج  الشكر والعرفان  

  د  مستخلص البحث  

  Abstract  ه  

  و  فھرسال  
  الفصــل الأول
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  : تمھید )1-1(

قوى مع بدایة القرن طرح مفھوم التفاضل وبدأ على نحو أمنذ  التفاضلیة ظھر مفھوم المعادلة
عة فائقة وذلك لكثرة تطبیقاتھا السادس عشر وتطورت موضوعات المعادلات التفاضلیة بسر

رتباطھا المباشر بعدد من فروع الریاضیات مثل الحسبان التفاضلي والتكاملي والمعادلات التكاملیة وإ
ئیة وحسبان التغیرات ومسائل التقریب والحلول المثلى والشروط الحدیة وكثیر من البحوث الفیزیا

  .والكیمیائیة 
ظھرفیھا وتفاضلات لبعض الدوال الریاضیة وتھي معادلة تحتوي مشتقات  المعادلة التفاضلیة

یجاد ھذه الدوال الریاضیة التي ن الھدف من حل ھذه المعادلات ھو إبشكل متغیرات المعادلة ویكو
  .تحقق مشتقاتھا ھذه المعادلات 

في تطبیقات الفیزیاء والھندسة وحتى النماذج الریاضیة تبرز ھذه المعادلات التفاضلیة بشكل كبیر
  .قتصادیة لعملیات الحیویة والكیمیائیة والإجتماعیة والإالمتعلقة با

ابعة لھذه كثر والدالة المبحوث عنھا  التة تربط بین متغیر مستفل واحد او أوھي علاق  
  .نھا متغیرات حقیقیة كذلك الدالة المتغیرات التي یفترض أ

ما أ, یة تمثل معادلة تفاضلیة عادیة وعندما تكون الدالة متعلقة بمتغیر واحد فالمعادلة التفاضل  
وكما . عندما تكون الدالة متعلقة بعدد من المتغیرات فالمعادلة التفاضلیة تدعى معادلة تفاضلیة جزئیة 

  . ت تفاضلیة جزئیةفي المعادلات الجبریة ھنالك جملة معادلات تفاضلیة عادیة وكذلك جملة معادلا

  : مشكلة البحث) 2- 1(
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نواعھا ة التفریق بین أنواعھا تشكل غموض في كیفیة الحل وكیفیالمعادلات التفاضلیة وتعدد أ
ئیة وكذلك توجد صعوبة في تطبیق ھذه المعادلات في مختلف المجالات الفیزیائیة والكیمیا,  المختلفة 

خرى ولصعوبة ھذه المجالات نفسھا لأنھا متعددة الفروع وشاملة من لعلوم الأوغیرھا لإختلاطھا با
  .مر السھل لذلك تطبیق ھذه المجالات لیس بالأالعلوم 

  : أھداف البحث) 3- 1(
 .ولى التفاضلیة العادیة من الرتبة الأ التعرف على المعادلات

 .ولى من الرتبة الأ التفاضلیةالتعرف على بعض طرق حل المعادلات  -1

  .ولى في بعض المجالات المختلفة لمعادلات التفاضلیة من الرتبة الأتطبیق مفھوم ا -2

  :أھمیة البحث  )4- 1(
  .یبین البحث المعادلات التفاضلیة بطریقة سھلة مبسطة تساعد في تكوین خلفیة علمیة ثابتة  -
 .ن للریاضیات أھمیة كبرى في الحیاة العامة تؤكد أتوضیح التطبیقات التي  -

  : مصطلحات البحث) 5- 1(

  المعادلة :  

ھي عبارة ریاضیة مؤلفة من رموز ریاضیة تنص على مساواة تعبیرین ریاضیین ویعبر عن 
  (=) .ھذه المساواة عن طریق علامة التساوي 

  
 المعادلة التفاضلیة :  

عة لھذه و أكثر والدالة المبحوث عنھا  التابط بین متغیر مستفل واحد أة تربھي علاق
  ".نھا متغیرات حقیقیة كذلك الدالة التي یفترض أ" المتغیرات 

  

  رتبة المعادلة التفاضلیة :  
ول لمعادلة فإذا حوت المعادلة مشتق أنھا رتبة أعلى رتبة للمشتقة الموجودة في اتعرف على أ
فقط تكون  ولىذا حوت المعادلة مشتقات أتكون المعادلة من الرتبة الثانیة وإو مشتق ثاني فقط 

  .ولى المعادلة من الرتبة الأ
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  درجة المعادلة التفاضلیة :  
  .و القوة التي یرفع إلیھا أعلى تفاضل في المعادلة الأس أ ھي

 

  : منھج البحث) 6- 1(

  : التحلیلي المنھج الوصفي

على دراسة الظاھرة كما توجد في الواقع ویھتم بوصفھا وصفاً دقیقاً ویعبرعنھا كیفیاً یعتمد 
ما التعبیر الكمي یعطیھا وصفاً رقمیاً یفي یصنف الظاھرة ویوضح خصائصھا أفالتعبیر الك, وكمیاً 

  .خرى جة إرتباطھا مع الظواھر الأیوضح مقدار ھذه الظاھرة ودر

  
  انيالثالفصل 
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لمعادلات التفاضلیة نواع ابعض أ
ولى وبعض العادیة من الرتبة الأ
 طرق حلھا

  

  

  

  

  
  

  : نواع المعادلات التفاضلیةأ) 1- 2(

 : ةالعادی المعادلة التفاضلیة )1

  :مثل . ھي المعادلة التي تعتمد على متغیر مستقل واحد 

࢟ࢊ (1
࢞ࢊ

+ ࢟࢞ =  

ࢊ (2
࢟

࢞ࢊ
+ ࢟ = ܖܑܛ  ࢞

  : المعادلة التفاضلیة الجزئیة) 2

  :مثل . الجزئیة كثر من متغیر مستقل ومشتقاتھ ھي المعادلة التي تحتوي على أ

ࢊ (1
ࢠ

࢞ࢊ
+ ࢠࢊ

࢟ࢊ
+ ࢠࢊ

࢚ࢊ
=  

ࢊ (2
ࢠ
࢚ࢊ

=  ࢠࢊ
࢞ࢊ
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 : العادیة حل المعادلات التفاضلیة)  2- 2(

࢟تابعالالمتغیر نقول عن: تعریف =   :ذا تحقق الشرطان أنھ حل للمعادلة التفاضلیة إ (࢞)ࢌ

,࢞) (1 ,(࢞)ᇱࢌ,(࢞)ࢌ …  ࡵࣕ࢞∀,ࡰࣕ(࢞)()ࢌ…
(࢞)ᇱࢌ(࢞)ࢌ࢞)ࢌ (2 … … (࢞)()ࢌ = ,∀ࡵࣕ࢞ 

 
:لى إ العادیة تنقسم حلول المعادلة التفاضلیة حیث  

 :العادیة  الحل العام للمعادلة التفاضلیة )1

  : ختیاریة في المعادلة التفاضلیة ویكون في الشكلوھو الحل الذي یحوي ثوابت إ

,࢟,࢞)ࡽ ,ࢉ …

  : )1( مثال

  :لحل العام للمعادلة ا

ᇱᇱ࢟ + ࢟ =  
࢟ = ࢉ ܖܑܛ ࢞ + ࢉ  ࢞ܛܗ܋

  ختیاریانثابتان إ  c1 , c2حیث 

  

 :العادیة  الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة )2
  .ھو الحل الذي نحصل علیھ بإعطاء قیم عددیة للثوابت الموجودة للحل العام للمعادلة التفاضلیة   

  : )1( مثال

  :الحل الخاص للمعادلة 

ᇱᇱ࢟ + ࢟ = 
࢟ = ࢞ܖܑܛ +

c1 = c2 = 1  

  

  

  

  :ملاحظة ھامة 
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من الحل العام وإنما نستطیع الحصول على حل شاذ للمعادلة وھو الحل الذي لا یمكن الحصول علیھ 
  .ثناء حل المعادلة أنحصل علیھ 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ولى المحلولة بالنسبة ذات الرتبة الأ العادیة معادلات التفاضلیةنواع الأ)  3- 2(
  : وبعض طرق حلھا للمشتق

 : ذات متحولات منفصلة عادیة معادلة تفاضلیة) 2-3-1(

ᇱ࢟ھي كل معادلة تفاضلیة في الشكل = ,࢞)ࢌ ,࢞ࢊ عادة صیاغتھا بحیث تجتمعیمكن إث حی (࢟ في  ࢞
  :خر حیث تكتب بالشكل ي الطرف الأف ࢟.࢟ࢊحد طرفیھا وأ

࢟ࢊ = ,࢞)ࢌ (࢟

ویمكن كتابتھما بشكل  yتابع لـ  mو  xتابع لـ  nذا كان ذه المعادلة ذات متحولات منفصلة إوتدعى ھ
 عام 

+ ܠ܌(ܠ)ܕ ܖ 

  وھي قابلة للتكامل مباشرة 

න ࢞ࢊ(࢞) +න ࢟ࢊ(࢟) =  ࢉ
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  : )1( مثال
( + ࢞)࢞ࢊ

࢞) ولكن حلھا العام ھوھي ذات متحولات منفصلة  + ࢞ + ࢟ = وھناك عدد كبیر من (ࢉ
المعادلات التي یمكن تحویلھا لمنفصلة المتحولات ببعض العملیات البسیطة وسنناقش العدید من 

  :الحالات التي یمكن تحویلھا لھذا الشكل 

 :المعادلة من الشكل  )1
࢞ࢊ(࢟)ࢌ + )ࢍ

فتصبح ذات متحولات منفصلة من  (࢞)ࢍ(࢟)ࢌلي منفصلة المتحولات بالقسمة على حیث تعیدھا إ
  :الشكل 

࢞ࢊ
(࢞)ࢌ +

࢟ࢊ
(࢟)ࢍ

 :المعادلة من الشكل  )2
࢟).(࢞)

  m2(y) n1(x)لى ذات متحولات منفصلة بقسمة طرفیھا على حیث تعیدھا إ

  لتصبح على الشكل 

(࢞)
(࢞)

࢞ࢊ +

 
 :المعادلة من الشكل  )3
ᇱ࢟ = ࢟)ࢌ + ࢞ࢇ

  :تصبح منفصلة بإجراء تغییر في التابع بعلاقة من الشكل 

ࢠ = ࢟ + ࢞ࢇ +

ᇱ࢟ن وبالتعویض نجد أ + ࢇ =   :وبالتعویض ینتج   ′ࢠ

ᇱࢠ =  (ࢠ)ࢌ
 

࢞ࢊ =
ࢠࢊ
 (ࢠ)ࢌ

  العام ھوفحلھا 

(ࢠ)ࢌ = ࢞ − ࢉ

  :ن وبالعودة للمعادلة السابقة نجد أ

࢞ − ࢉ = ࢟)ࢌ
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(ࢠ)ᇱࢌن جذر المعادلة بأ علماً  =   ًللمعادلة قد یكون حلا  

 :المعادلة من الشكل  )4
ᇱ࢟ =  (࢟)ࢍ(࢞)ࢌ

,ࢍبحیث    ن ھذه المعادلة تكتب بالشكل أن حیث تابعان مستمرأ ࢌ

࢟ࢊ
(࢟)ࢍ

= (࢞)ࢌ

  .متحولات منفصلة  فتصبح ذات

  للمعادلة حلاً  y=aكان التابع الثابت   g(a)=0ذا كان إ

   

  : المتجانسة المعادلات التفاضلیة) 2-3-2(

,࢞)ࡹتسمي المعادلة من الشكل  ࢞ࢊ(࢟ + ࢟ࢊ(࢟,࢞)ࡺ =  معادلة متجانسة من الدرجة
  .متجانسان من الدرجة نفسھا M,Nذا كان التابعان  الأولى إ

 ࢟ૃبـ  yو ࢞ૃبـ  xحیث یمكن تعویض كل 

ى المعادلة المتجانسة یجب التعرف على التابع المتجانس حیث التابع المتجانس وللتعرف عل
 yو ࢞ૃبـ  xن نستبدل كل اذا استطعنا أ Kیكون من الرتبة یر تافھ حیثھو كل تابع معرف على مجال غ

  ࢟ૃبـ 

  بحیث یحقق المتطابقة 

(࢟ࣅ,࢞ࣅ)ࢌ =

 

  : )1( مثال

  حل المعادلة التالیة 

ᇱ࢟ =
࢟
࢞  −ට

  :الحل 

࢟لنضع  = .࢞ ࢠ  فیكون  ࢠ = ࢟
࢞

 وعلیھ فإن 

ᇱ࢟ = ࢠ + ᇱࢠ࢞

ᇱࢠ࢞ = ( − ࢠ
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  y=x , y=0وھذا یعطي للمعادلة حلین شاذین ھما  z=0 , z=1متحولات منفصلة ھما ولھذه المعادلة 

ن تغییر التابع المجھول ثم نقوم بمكاملة ھذه المعادلة من الواضح ھنا أ ,z>0  z≠1 ن لنفترض أ
z=w2 

࢝࢞ᇱ =  −

࢝ᇲ

²(ା࢝)
ି࢝ +࢞

ା࢝
 = 0 

࢞
࢝ − 
࢝ + 

= ࣅ

ࢠ = ࢝ = 
࢞
࢞

  

  وعلیھ فإن 

࢟ = ࢞ 
࢞ + ࣅ
࢞ − ࣅ

  

  

  : تيرمعادلة ریكا) 2-3-3(

  تیة المعادلة التفاضلیة الأ

ᇱ࢟ = (࢞)ࡼ +

  xدوال في   P , Q ,Rحیث 

P(x) ≠ 0  

  تسمى معادلة ریكارتي

  

  : )1( مثال

  وجد الحل العام لمعادلة ریكارتي أ
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ܡ܌
ܠ܌ = ࢟ − 

࢟ذا كانت إ =   لھا  حلاً  ࢞ࢋ

  :الحل 

  تي بإستخدام التعویض الأ

࢟ = +࢞ࢋ
ࢠ
→ ࢟ࢊ

࢞ࢊ
 = ex - 

²ࢠ
ࢠࢊ
࢞ࢊ

  

  والتعویض عن ذلك في المعادلة المعطاة نحصل على 
ࢠࢊ
࢞ࢊ

 + (2ex – 2ex) z = -1 

∴ ࢠࢊ
࢞ࢊ

 = -1  

  

  : وليالأ الدرجة المعادلة الخطیة من) 2-3-4(

  :ولى یمكن كتابتھا على الصورة الخطیة من الرتبة الأ للمعادلاتالصورة العامة 

ᇱ࢟ + ࢟(࢞)ࡼ =

  و ثوابت أ  xدوال متصلة في  P , Qحیث 

  :  ولىة التفاضلیة الخطیة من الرتبة الأطریقة حل المعادل

  ) :1(مثال 

  وجد الحل العام للمعادلة أ

ᇱ࢟ + ࢟ = ࢞ࢋ

  :الحل 

(࢞)ࡼ   =     

  نوجد معامل التكامل 

(࢞)ࢁ =   ࢞ࢋ = ࢞ࢊ∫ࢋ

 ویكون الحل العام للمعادلة ھو 
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࢞ࢋ࢟ = නࢋ࢞

࢞ࢋ࢟ = නࢋ࢞

࢞ࢋ࢟ =
࢞ࢋ

 +

∴ ࢟ =
࢞ࢋ


+

  وھو الحل العام للمعادلة ویحتوي على ثابت اختیاري واحد 

  : )2(مثال 

  وجد الحل العام للمعادلة أ

ᇱ࢟ +
࢟
࢞

= ࢞ࢋ 

  :الحل 

(࢞)ࡼ =

࢞

     

  نوجد معامل المكاملة 

(࢞)ࢁ = ∫ࢋ
࢞ࢊ
࢞

(࢞)ࢁ = ܖܔࢋ ࢞

  ویكون الحل العام للمعادلة ھو

࢟࢞ = න࢞ࢋ ࢞

࢟࢞ = ࢞ࢋ࢞ −

∴ ࢟ = ࢞ࢋ − ࢞ࢋ

࢞
ࢉ + 

࢞
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  الفصل الثالث
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 بعض طرق حل المعادلات التفاضلیة
من الرتبة الأولى والدرجة العادیة 

  الأولى
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : فصل المتغیرات  - :ولى الطریقة الأ) 1- 3(
  :تیة معادلات التفاضلیة على الصورة الأتستخدم ھذه الطریقة لحل ال

࢞ࢊ(࢟.࢞)ࡹ +

  : تیة فصل التي یمكن أن تأخذ الصورة الأالقابلة لل

(࢟)ࡺ(࢞)ࡹ
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من المعادلة ویمكن  M2(x) , N2(y)مكن التخلص من الحدان ل إذا أھذه المعادلة یمكن حلھا بالتكام

تحقیق ذلك بضرب طرفي المعادلة في الحد 
(࢟)ࡺ(ࢄ)ࡹ
 و وھذا الحد یسمى معامل التكامل أ 

Integrating factor  وحینئذ تصبح المعادلة على الصورة الاتیة:  

න
(࢞)
࢞ࢊ(࢞)

ࡹ ≠  ,ࡺ

ن ثل عائلة من المنحنیات وبھ ثابت إختیاري واحد حیث أوھذا الحل الذي حصلت علیھ ھو حل عام یم
  . ولى التي نحن بصدد حلھا من الرتبة الأالمعادلة 

من أبسط طرق الحل إذا كانت ممكنة ونلاحظ أنھ من البدیھي  تعتبرونلاحظ أن طریقة فصل المتغیرات 
  :ننا نلاحظ وألا تكون الدوال متصلة كما أ. غیر صفریتان  M2 (x)N2(y)ن تكون الدالتان ھنا أ

 .ستخدام ھذه الطریقةحتى تتمكن من إ ولاً ألابد من تحقیق صورة المعادلة  )1
 :تیة المعادلة على الصورة الألا یمكن إستخدام ھذه الطریقة إذا كانت  )2

 
)ࡺ±(࢞)ࡹ]

 
  :تیة ونستثني من ذلك الحالة الخاصة الأ

M2(x) = c1             N1(y) = c2  

  : )1( مثال
  :تیة أوجد حل المعادلة التفاضلیة الأ

࢞ࢊ࢟࢞ + ࢟ ܖܑܛ
  
  :الحل

  نحصل على   yبقسمة طرفي المعادلة على 
࢞ࢊ ࢞ + ܖܑܛ ࢟

  وبتكامل الطرفین نحصل على 

න࢞ࢊ࢞ +න࢟ܖܑܛ ࢟ࢊ =  

∴
࢞

 − ܛܗ܋ ࢟ =  ࢉ

  .وھو الحل العام للمعادلة التفاضلیة 
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  :  المعادلة التفاضلیة المتجانسة - :الطریقة الثانیة ) 2- 3(
  :ولى لتفاضلیة المتجانسة من الرتبة الأالمعادلة ا

ᇱ࢟ =
࢟ࢊ
࢞ࢊ = ࢌ

  ذا تحقق  عادلة متجانسة من الرتبة الأولى إتكون الم
  عندما تكون

(࢟,࢞)ࢌ = ∅ ቂ

  ن المعادلة على الصورة أي أ
࢟ࢊ
࢞ࢊ

= ∅ ቂ
࢟
࢞
ቃ 

 في الدالة  ࢞λ=وبوضع 
 (࢟ࣅ,࢞ࣅ)ࢌ

  نحصل على 

(࢟,࢞)ࢌ = ࢌ ቂ

  ستخدام التعویض دلة غیر مفصولة المتغیرات ولكن بإھذه المعا

࢜ =
࢟
࢞

            

∴  
࢟ࢊ
࢞ࢊ

= ࢜ +

  :بالتعویض في المعادلة نحصل على 
࢜ + ᇱ࢜࢞ = )ࢌ

  :تي المعادلة یمكن فصل متغیراتھا كالأوھذه 
࢜ࢊ

࢜ି(࢜,)ࢌ
࢟ࢊ =
࢞ࢊ

 

  
∴ ∫ ࢜ࢊ

࢜ି(࢜,)ࢌ
  = ∫ ࢞ࢊ

ࢉା࢞
 

  التكامل نحصل على الحل العام جراء م بإث
  ذا كانت المعادلة التفاضلیة على الصورة وإ

࢞ࢊ(࢟,࢞)ࡹ +
,࢞)ࡹن كل من جانسة ھو الكي تكون المعادلة مت دوال متجانسة من نفس  (࢟,࢞)ࡺ,(࢟

 .࢟,࢞رجة كل من الد
  .ولى المعادلة المتجانسة من الرتبة الأین طریقة حل تبتیة والنظریة الأ

  :نظریة
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  ذا كانت المعادلة التفاضلیةإ

,࢞)ࡹ ࢞ࢊ(࢟ + ࢟ࢊ(࢟,࢞)ࡺ =  

࢟متجانسة فإن التعویض  =   .جعل ھذه المعادلة قابلة للحل بفصل المتغیرات ی ࢜࢞

  :البرھان 
  ن المعادلة التفاضلیة المتجانسة یمكن كتابتھا على الصورة حیث أ

࢟ࢊ
࢞ࢊ

 ൧࢞࢟ൣ∅  = 

࢟ستخدام التعویض       بإ =   ࢜࢞

∴  
ܡ܌
ܠ܌

= ࢜ +

  تیة تأخذ المعادلة الصورة الأ

V+࢜ࢊ࢞
࢞ࢊ

=  (࢜)∅ 

(࢜)∅)                                                                    ن     أي أ − ࢞ࢊ(࢜  =   ࢜ࢊ࢞

 وھي معادلة تفاضلیة قابلة للحل بطریقة فصل المتغیرات وذلك بالضرب في عامل التكامل 


(࢜)∅) − ࢞(࢜ 

 مفصولة المتغیرات على الصورة نحصل على معادلة 

න
࢜ࢊ

−(࢜)∅) ࢜ 

න
࢜ࢊ

−(࢜)∅) ࢜ 

න
࢜ࢊ

(࢜)∅) − (࢜  =  (࢜)ࢌ

  فإن الحل یأخذ الصورة 

(࢜)ࢌ + ࢞ܖܔ =  ࢉ

 

  وھذا یمثل عائلة المنحنیات 
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ࢌ ቀ
࢟
࢞
ቁ+ ࢞  =  ࢉ

 

 

  : المعادلات التامة - :الطریقة الثالثة ) 3- 3(
 :المعادلة التفاضلیة : تعریف 

  

,࢞)ࡹ ࢞ࢊ(࢟ + ࢟ࢊ(࢟,࢞)ࡺ =  

 

 ن بحیث أ (࢟,࢞)ࢌذا وجدت دالة عادلة تامة إتسمى م

,࢞)ࢌࢊ (࢟ = ,࢞)ࡹ ࢞ࢊ(࢟ +  ࢟ࢊ(࢟,࢞)ࡺ

  وفي ھذه الحالة یكون الحل على الصورة 

(࢟.࢞)ࢌ =  ࢉ

  : )1( مثال

  المعادلة التفاضلیة 

࢟ࢊ࢟࢞ + ࢞ࢊ࢟ =  
 

  معادلة تامة لأن 

࢟ࢊ࢞ + ࢞ࢊ࢟ = ,࢞)ࢊ  (࢟

  : )2( مثال

  المعادلة التفاضلیة 

࢟ࢊ࢞ + ࢞ࢊ࢟ =  

  معادلة تامة لأن

࢟ࢊ࢞ + ࢞ࢊ࢟ = ,࢞)ࢊ  (࢟
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  :تيالأ تحقق الشرطن المعادلة تامة ببعد التأكد من أ

ࡹࣔ
࢟ࣔ

=
ࡺࣔ
࢞ࣔ

 

 

  :تیة الطرق الأ للمعادلة التفاضلیة التامة بإحدىد الحل العام یمكن إیجا

 :ولى الطریقة الأ )1
  :تیة خطوات الأوتتلخص في ال

 ثابت التكامل للدالة  Yن بإعتبار أ Xبالنسبة لــ  M تكامل جراءبإ -1

(࢟,࢞)ࢌ = න࢞ࢊ(࢟,࢞)ࡹ +  (࢟)∅

 yلى بالتفاضل الجزئي بالنسبة إ -2

ࢌࣔ
࢟ࣔ =  

ࣔ
,࢞)ࡹන࢟ࣔ ࢞ࢊ(࢟ +  ∅ᇱ(࢟) 

 

 ستخدام المقارنة مع العلاقة بإ -3

ࢌࣔ
࢟ࣔ =  ࡺ

∅ومنھا نحصل على 
ᇱ
  (࢟)∅ثم بالتكامل نحصل على قیمة  (࢟)

 نحصل على الحل العام (࢟)∅بالتعویض عن  -4

(࢟,࢞)ࢌ =  ࢉ

  : )1( مثال
  تیةحل المعادلة التفاضلیة الأ

൫࢟ + ࢟࢞ࢋ + ࢞൯࢞ࢊ + ൫࢟࢞ࢋ࢟࢞ − ࢟൯࢟ࢊ =  
 
  :الحل 
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  نمن المعادلة نجد أ

ܕ
ܡ

=  

ܡ

൫࢟࢟࢞ࢋ + ࢞൯ = ࢟࢞ࢋ࢟ + ࢟࢞࢟࢞ࢋ  

ܖ
ܠ

=  

ܠ

൫࢟࢞ࢋ࢟࢞ − ࢟൯ = ࢟࢞࢟࢞ࢋ + ࢟࢞ࢋ࢟  

∴
ࡹࣔ
࢟ࣔ

=
ࡺࣔ
࢞ࣔ

 

  الشرط تحقق والمعادلة تامة

  :ولى مكن الحصول على الحل بالطریقة الأی

(࢟,࢞)ࢌ = නࢊ(࢟,࢞)ࡹ = න(࢟࢟࢞ࢋ + ࢞)࢞ࢊ 

= ࢟࢞ࢋ࢟ + ࢟࢞࢟࢞ࢋ  
= ࢟࢞ࢋ + ࢞ +  (࢟)∅

  :نحصل على  ࢟لى نفاضل جزئیا بالنسبة إ (࢟)∅لإیجاد 
(࢟,࢞)ࢌࣔ
࢟ࣔ = ࢟࢞ࢋ࢟࢞ + ∅ᇱ(࢟) =  ࡺ

For ቔࣔࢌ
࢟ࣔ

=  ቕࡺ

ستخدام العلاقة وبإ
࢟

=   نحصل على ۼ

࢟࢞ࢋ࢟࢞ + ∅ᇱ(࢟) = ࢟࢞ࢋ࢟࢞ − ࢟ 
∅ᇱ(࢟) = −࢟ 
(࢟)∅ = ࢟− +  ࢉ

  :وبالتالي فإن 
(࢟,࢞)ࢌ = ࢟࢞ࢋ + ࢞ − ࢟ +  ࢉ

  ویكون على الصورة
࢟࢞ࢋ + ࢞ − ࢟ + ࢉ =  

 :الطریقة الثانیة  )2
  :وتتلخص في الخطوات التالیة 

 ثابت للدالة  xن بإعتبار إ yلى بالنسبة إ Nبإجراء التكامل  -1
(࢟,࢞)ࢌ = න࢟ࢊ(࢟,࢞)ࡺ +  (࢞)∅

 xلى بالتفاضل الجزئي بالنسبة إ -2
ࢌࣔ
࢞ࣔ

=
ࣔ
࢞ࣔ

න࢞ࢊ(࢟,࢞)ࡺ + ∅ᇱ(࢞) 
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 :ن بإستخدام المقارنة حیث ا -3
ࢌࣔ
࢞ࣔ =  ࡹ

  (࢟)∅ثم بالتكامل نحصل على قیمة  (࢟)′∅ومنھا نحصل على 
 نحصل على الحل العام  (࢟)∅بالتعویض عن  -4

(࢟,࢞)ࢌ =  ࢉ

  : )1( مثال

  وجد حل المعادلة التفاضلیة أ
࢞ࢊ ࢙࢞࢟ − ࢟) − ࢟ࢊ(࢙࢞ࢉ =  

  :الحل 
ࡹࣔ
࢟ࣔ

=
ࣔ
࢟ࣔ

(࢙࢞࢟) =  ࢙࢞

ࡺࣔ
࢞ࣔ

=
ࣔ
࢞ࣔ

࢟) + (࢙࢞ࢉ =  ࢙࢞

  : ماكلورین _طریقة لیبنز - :الطریقة الرابعة) 4- 3(
ذات المعاملات المتغیرة بفرض حل على صورة متسلسلة یمكن عادة حل المعادلات التفاضلیة الخطیة 

  .ماكلورین _ ستعمال طریقة لیبنز وأبسط ھذه الطرق ھي إ xلا نھائیة في قوى 

  : )1( مثال

  التفاضلیةحل على صورة متسلسلة لانھائیة المعادلة 

࢟ࢊ
࢞ࢊ

− ࢞ ࢟ࢊ
࢞ࢊ
− ࢟ =                                                           (1) 

:الحل   

  :ونحصل على  ماكلورین_من المرات بإستعمال نظریة لیبنز n ولاً نفاضل المعادلة أ

( − ା࢟(࢞ − ( + )࢟࢞ା − ) + )( + )࢟ =                               () 

࢟ =
࢟ࢊ
࢞ࢊ

 

  :على صورة متسلسلة مكلورین (1)للمعادلة  نفرض حلاً 

࢟ = ()࢟ + ()࢟ +
࢞
!࢟

() + ⋯+
࢞

!࢘ ࢘࢟
() + ⋯                                           () 
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࢟࢘ࢊھي قیمة  ()࢘࢟ن حیث أ
࢘࢞ࢊ
࢞عند   =   

࢞بوضع  =  لى إ) 2(التكراریة  تؤول العلاقة  

ା()࢟ = ) + )( + )࢟()( ≥ )                                         () 

∴ ()࢟ =  ∙  ∙  ()࢟

()࢟ =  ∙  ∙  ()࢟

()࢟ =  ∙  ∙ ()࢟ =  ∙  ∙  ∙  ()࢟

()࢟ =  ∙  ∙ ()࢟ =  ∙  ∙  ∙  ()࢟

()࢟ =  ∙ ૠ ∙ ()࢟ =  ∙  ∙  ∙ ૠ ∙  ()࢟

࢞عن جمیع المعاملات التفاضلیة عند وبذلك أمكننا التعبیر =   ࢟بدلالة()    ,   ࢟()  

  :لى إ) 3(وتؤول 

࢟ = ()࢟ ቈ +
 ∙ 
! ࢞ +

 ∙  ∙ 
! ࢞ +

 ∙  ∙  ∙ ૠ
! ࢞ + ⋯

+ ()࢟ ቈ࢞ +
 ∙ 
!

࢞ +
 ∙  ∙ 

!
࢞ +

 ∙  ∙  ∙ ૡ
!

࢞

+ ⋯൨                                  () 

ختیاریین  لأنھا تحتوي على ثابتین إ) 1(دلة بأنھا الحل العام للمعا) 6(عتبار المعادلة ویمكن إ

,    ()࢟    .ویمكن تعیینھا من الشروط الحدیة للمسألة  ()࢟

  

  : معادلة بیرنولي:الطریقة الخامسة) 5- 3(

  تسمي المعادلة على الصورة 

࢟ࢊ
࢞ࢊ

+ ࢟ࡼ =  ࢟ࡽ
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مكن حل فإنھ ی n=1بمعادلة بیرنولي فإذا كانت ) كمیة ثابتة أو(فقط  xدالة في   P , Qحیث كل من 

  :لى الصورة الخطیة كما یأتي فإنھ یمكن تحویل المعادلة إ n≠1ذا كانت المعادلة بفصل المتغیرات أما إ

  ࢟نقسم طرفي المعادلة على 


࢟

࢟ࢊ
࢞ࢊ +


ࡼି࢟ =  ()                                                                                   ࡽ

Put  ࢜ = 
ష࢟

 

࢜ =  ି࢟

࢟ࢊ
࢞ࢊ

= ( − ି࢟(
࢟ࢊ
࢞ࢊ

 

࢜ࢊ
࢞ࢊ = ( − ି࢟(

࢟ࢊ
 ࢞ࢊ

∴

࢟

࢟ࢊ
࢞ࢊ

=


 − 
࢟ࢊ
࢞ࢊ

 

  ینتج ) 1(بالتعویض في المعادلة 


 − 

࢜ࢊ
࢞ࢊ

+ ࢜ࡼ =  ࡽ

࢜ࢊ
࢞ࢊ + ( − ࢜ࡼ( = ( −  ࡽ(

  vوھي معادلة خطیة في 

  :)1(مثال 

  حل المعادلة التفاضلیة 

ᇱ࢟ + ࢟ =  ࢟࢞

  : الحل

  



  

33 
 

࢟ن مع فرض أ ࢟نقسم على  ≠   نجد:  

ష࢟ᇱ࢟ + ି࢟ =  ࢞

  ن نفرض أ

ࢠ = ᇱࢠ       ,        ି࢟ =  ି࢟′࢟−

  :فالمعادلة السابقة تصبح على الشكل 

ᇱࢠ − ࢠ =  ࢞−

  عامل التكامل ھو 

࢛ = ࢞ࢊ∫ିࢋ =  ࢞ିࢋ

  :ن المعادلة في عامل التكامل نجد أوبضرب طرفي 

ࢊ
࢞ࢊ

ࢠ࢞ିࢋ = ࢞ିࢋ࢞− = ᇱࢠ)࢞ିࢋ − (ࢠ =  ࢞ିࢋ࢞−

  وبتكامل الطرفین فإن 


࢟

= ࢠ = ࢞ +  +  ࢞ࢋࢉ

ࢠ࢞ିࢋ = ࢞ିࢋ࢞ − න࢞ିࢋ ࢞ࢊ +  ࢉ

ࢠ࢞ିࢋ = −න

  :وھكذا فإن الحل العام 

࢟ =


࢞ +  + ࢞ିࢋࢉ
࢟   ,      ≠  , ࢞ +  + ࢞ିࢋࢉ ≠  

  : )2( مثال

  :حل المسألة التفاضلیة 


࢟

ᇱ࢟½ + ࢟

ൗ =  

()࢟ =  
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  : الحل

  

ࢠن نفرض أ = ࢟

ൗ      ∴ ᇱࢠ = 


࢟

ൗ   :وتصبح المعادلة التفاضلیة على الشكل  ′࢟

ᇱࢠ + ࢠ =  

ᇱࢠحل المعادلة المتجانسة ل + ࢠ =  ن نجد أ  

ࢉ = ࢇࢋ±       ⇛ ࢠ = ࢞ࢋࢉ      ⇛ |ࢠ|ܖܔ = ࢞− +  ࢇ

ࢠࢊ
ࢠ

= ⇒   ࢞ࢊ− ᇱࢠ   =  ࢠ−

ࢠن وبملاحظة أ =  حل خاص فإن  الحل العام للمعادلة ھو  

࢟

ൗ =  +  ࢞ିࢋࢉ

  : بتدائیة فإنوحسب الشروط الإ

()

ൗ =  + ⟹ ࢉ ૡ = + ∴  ࢉ ࢉ  = ૠ 

  فالحل الخاص ھو

࢟ ൗ =  + ૠ࢞ିࢋ   ⇒ ࢟   = ( + ૠ࢞ିࢋ) ൗ  

  

  : )3( مثال

  وجد الحل العام لمعادلة بیرنولي أ

࢟ᇱ −

࢞
࢟ = ࢟−  ࢞ܛܗ܋
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  : الحل

  

  ࢟بالقسمة على 

ି࢟࢟ᇱ −

࢞
ି࢟ = ܛܗ܋−  ࢞

  ستحدام التعویض بإ

ࢠ = ᇱࢠ    ,       ି࢟ = −ି࢟࢟′ 

∴ ᇱࢠ− −

࢞
ࢠ = ܛܗ܋−  ࢞

ᇱࢠ +

ࢠ࢞

= ܛܗ܋  ࢞

  فیھا  zوھي معادلة خطیة في 

(࢞)ࡼ =

࢞

(࢞)ࡽ                    ,                = ܛܗ܋  ࢞

  عامل التكامل ھو

࢛ = ∫ࢋ
࢞ࢊ
࢞ = ܖܔ ࢞ =  ࢞

 ذا الحل العام ھو إ

࢞ࢠ = න࢞ ܛܗ܋ ࢞ࢊ࢞ = ࢞ ܖܑܛ ࢞ + ܛܗ܋ ࢞ +  ࢉ

  نحصل على zثم بالتعویض عن قیمة 

࢞
࢟

= ࢞ ܖܑܛ ࢞ + ࢞ܛܗ܋ +  ࢉ

  : )4( مثال

  

  وجد الحل العام لمعادلة بیرنولي أ

ᇱ࢟࢞ + ି࢟ = ࢟− ܖܔ  ࢞
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  : الحل

  ࢟بالقسمة على 

ᇱ࢟ି࢟࢞ + ି࢟ = ܖܔ  ࢞

  ستخدام التعویض بإ

ࢠ = ᇱࢠ        ,   ି࢟ =  ′࢟ି࢟−

ᇱࢠ࢞− + ࢠ = ܖܔ  ࢞

  xبالقسمة على 

ᇱࢠ −

࢞ ࢠ = −

࢞ܖܔ
࢞  

  فیھا  zوھي معادلة خطیة في 

(࢞)ࡼ = −

࢞

(࢞)ࡽ      ,     = −
࢞ܖܔ
࢞

 

 حیث عامل التكامل ھو

࢛ = ∫ିࢋ
࢞ࢊ
࢞ = ିࢋ  ࢞ܖܔ

࢞ܖܔࢋ =

࢞

 

  الحل العام ھو

ࢠ
࢞ = න−

࢞ܖܔ
࢞  ࢞ࢊ

=
ܖܔ ࢞
࢞

− න
ܖܔ ࢞
࢞

࢞ࢊ +  ࢉ

= ܖܔ ࢞ − න
࢞ࢊ
࢞ +  ࢉ

=
ܖܔ ࢞
࢞

+

࢞

+  ࢉ

  نحصل على zثم بالتعویض عن قیمة 
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࢞ ࢟

ି =
ܖܔ ࢞
࢞ +


࢞ +  ࢉ

ି࢟ = ࢞ܖܔ +  +  ࢞ࢉ

  وھو الحل العام لمعادلة بیرنولي

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

 الفصل الرابع
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بعض تطبیقات المعادلات التفاضلیة 
من الرتبة الأولىالعادیة   

 

 

 
 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 : المسارات المتعامدة) 1- 4(

  ذا كانت لدینا مجموعة من المنحنیات إ

,࢟,࢞)ࢌ (ࢉ =                              ⟶ () 
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حیث یصنع ,  متعامداً ) مسارات( فإن المنحنیات التي تقطع تلك المنحنیات على التعامد یسمى مساراً 

ادلة ذلك المسار نتبع معزاویة قائمة وللحصول على ) 1(كل مسار مع كل منحنى من المجموعة 

  :تیة الخطوات الأ

 :ونحصل على المعادلة التالیة   xلى بالنسبة إ) 1(ة الطرفین للمعادلة توجد مشتق -1

,࢞)ࡳ ,ᇱ࢟,࢟ (ࢉ =                              ⟶ () 
 :نحصل على ) 2(و)1(لتین من المعاد Cبحذف  -2

ᇱ࢟ = ,࢞)ࢌ (࢟                                    ⟶ () 
 

  )1(میل مجموعة المنحنیات  (࢟,࢞)ࢌحیث تمثل 

ିیكون میل المسار العمودي  -3
(࢟,࢞)ࢌ
  :وعلى ذلك فإن المعادلة التفاضلیة للمسار العمودي ھي  

ᇱ࢟ =
−

,࢞)ࢌ (࢟
 

  الكارتیزیةحداثیات وذلك في حالة الأ

 :بحل المعادلة التفاضلیة نحصل على معادلة المسار العمودي على الصورة  -4
 

(∝,࢟,࢞)ࢍ =  
 

  ختیاريثابت إ ∝حیث 

  : )1( مثال

  وجد المسارات العمودیة لمجموعة الدوائر أ

࢞ + ࢟ =  ࢉ

  بارامیتر  cحیث 

  :الحل 

  نحصل على   x بتفاضل طرفي المعادلة بالنسبة لــ

࢞ + ࢟
࢟ࢊ
࢞ࢊ

=  
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࢟ࢊ
࢞ࢊ =

࢞
࢟ = ࢌ = ,࢞)  (࢟

  :المعادلة التفاضلیة للمسار العمودي تكون 


࢚࢟ࢊ࢟ =


࢞  ࢞ࢊ

  :ن بفصل المتغیرات نجد أ

ܖܔ ࢟ = ܖܔ ࢞ + ܖܔ  ࢇ

  معادلة المسار العمودي ھي  ∴

࢟ =  ࢞ࢇ

  ثابت  aحیث 

  : )2( مثال

  وجد المسارات المتعامدة لمجموعة المنحنیات أ

࢞ࢇ + ࢟ = ࢞ࢉࢇ                                        → () 

  ثابت  a, بارامیتر  cحیث 

  :الحل 

  :نحصل على   xبتفاضل طرفي المعادلة بالنسبة الى 

࢞ࢇ + ࢟࢟ᇱ = ࢉࢇ                           → () 

 xفي ) 2(بضرب المعادلة 

࢞ࢇ + ࢟࢟࢞ᇱ = ࢞ࢉࢇ                                → () 

  ن نجد أ) 3(و ) 1(من 

࢞ࢇ + ࢟ = ࢞ࢇ + ࢟࢟࢞′ 
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∴ ᇱ࢟ =
࢞ࢇ− + ࢟

࢟࢞
 

  ن المعادلة الناتجة تمثل میل المماس لمجموعة المنحنیات نلاحظ أ

  :وتكون المعادلة التفاضلیة للمسارات العمودیة على الصورة 

ᇱ࢟ =
࢟࢞

࢞ࢇ −  ࢟

  .وھي معادلة تفاضلیة متجانسة

  

  

࢟ن                                                           ونفرض أ =   ࢞࢜

ᇱ࢟ن                                                       أي أ = ࢞ᇱ࢜ =      ࢜

  بالتعویض في المعادلة 

࢜࢞ + ࢜ =
࢜

ࢇ − ࢜
 

∴ ࢜࢞ =
࢜ − ࢜ࢇ − ࢜

ࢇ − ࢜
 

࢞
࢜ࢊ
࢞ࢊ

=
( − −(࢜)(ࢇ (࢜

ࢇ − ࢜
 

  :ن بفصل المتغیرات نجد أ

ࢇ) − (࢜
( − (࢜)(ࢇ + ࢜

࢜ࢊ =
࢜ࢊ
࢞

                                            () 

  : ولاً أ

ࢇذا كانت  إ ≠   



  

42 
 

  یسر للمعادلة التحویل للكسور الجزئیة للطرف الأستخدام بإ

ࢇ) − (࢜
)]࢜ − (ࢇ + [࢜ =


࢜

+
+࢜ ࢉ

( − (ࢇ + ࢜
 

∴ ࢇ − ࢜ = )] − (ࢇ + [࢜ + +࢜)  (࢜)(ࢉ

  بمساواة الحد المطلق في الطرفین

  ن نجد أ

ࢇ = ) −  (ࢇ

∴  =
ࢇ

 − ࢇ
 

  في الطرفین ࢜بمساواة معاملات 

  ننجد أ

− =  +  

∴  = −−
ࢇ

 − ࢇ
      ⟹  = −


 − ࢇ

 

  :ن نجد أ ࢜بمساواة معاملات 

ࢉ =  

  نحصل على ) 1(وعلى ذلك بتكامل طرفي 

∴
ࢇ

 − ࢇ
)]ܖܔ − (ࢇ + [࢜ = ܖܔ  

∴
ࢇ࢜

( − (ࢇ + ࢜
=  ࢇି࢞ࢇି

ࢇିنضع   = ࢜     ,   ࢉ = ࢟
࢞

 



  

43 
 

∴ ࢉ ቂ
࢟
࢞
ቃ
ࢇ

= ࢇି࢞ ቈ( − (ࢇ +
࢟

࢞
 

  العمودي تكون معادلة المسار  ࢇ࢞بضرب الطرفین في 

࢟ࢉ = ( − ࢞(ࢇ +  ࢟

  : ثانیاً 

ࢇذا كانت إ =   

  :ن نجد أ) 1(بالتعویض في 

 − ࢜

࢜
࢜ࢊ =

࢞ࢊ
࢞

 

  :بالتكامل نحصل على 

−
࢜

− ࢜ܖܔ = ܖܔ  ࢞

ିن أي أ
࢜

= ܖܔ  ࢜࢞

  

࢜بوضع  = ࢟
࢞

  :ن نجد  أ 

−
࢞

࢟
= ܖܔ  ࢟

  :وھي تمثل معادلة المسار العمودي في حالة 

ࢇ =  

 

 

  : )3( مثال
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  )حداثیات القطبیةفي حالة الإ(

  وجد مجموعة المنحنیات التي تقطع على التعامد مع مجموعة المنحنیات أ

࢘ = ࢇ ܛܗ܋

  بارامیتر ࢇحیث 

  :الحل

  :ن نجد أ ીبتفاضل طرفي المعادلة بالنسبة لــ 

࢘
࢘ࢊ
ࣂࢊ = ࢇ−  ࣂܖܑܛ

  بین المعادلتین نحصل على  aوبحذف 

࢘ࢊ
ࣂࢊ

−


࢘  ࣂܖ܉ܜ

࢘−ቀبوضع  ࢘ࢊ
ࣂࢊ
ቁ  ًمن  بدلاቀ࢘ࢊ

ࣂࢊ
ቁ تي لیة للمسارات المتعامدة تكون كالأفإن المعادلة التفاض:  

࢘
ࣂࢊ
࢘ࢊ = ࢘  ࣂܖ܉ܜ

  وبفصل المتغیرات والتكامل یكون الحل العام ھو

࢘ = ࢉ  ࣂ²ܖܑܛ

  .وھذه تمثل مجموعة المنحنیات التي تتقاطع على التعامد مع مجموعة المنحنیات المعطاة 

  

 : الغیر متعامدةالمسارات ) 2- 4(

  لیكن لدینا المعادلة 
,࢟,࢞)ࢌ (ࢉ = 

) 1(المنحنى الذي یقطع عائلة المنحنیات ,  cوالتي تمثل عائلة المنحنیات المستویة ذات البارامیتر 

ࣂبزاویة  ≠ ૢ°  1(یسمي مسار غیر عمودي لعائلة المنحنیات. (  

نحصل على معادلة ) 1(بین المعادلة الناتجة والمعادلة  Cوبحذف  xلى بالنسبة إ) 1(بتفاضل المعادلة 
  :تفاضلیة على الصورة 
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࢟ࢊ
࢞ࢊ ࢌ

,࢞) (࢟    

,࢞)عند النقطة  (࢟,࢞)ࢌیكون میلھ ) 1(خط تماس عائلة المنحنیات  وبالتالي فإن زاویة میلھ  (࢟
,࢞) عند(࢟ ିܖ܉ܜ ومن ھذا فإن خط التماس للمسار المائل الذي یقطع المنحنیات بزاویة ,  (࢟,࢞)ࢌ

عند نفس النقطة(࢟,࢞)سیكون لھ زاویة میل  ࢇ ିܖ܉ܜ (࢟,࢞)ࢌ + ومن ھذا فإن المسار المائل    ࢇ
  :ھو 

((࢟,࢞)ࢌ)ିܖ܉ܜ]ܖ܉ܜ + [ࢇ =
(࢟,࢞)ࢌ + ࢇܖ܉ܜ
 − ,࢞)ࢌ (࢟  ࢇܖ܉ܜ

  :ومن ھنا تكون المعادلة التفاضلیة لعائلة المسارات ھي 

࢟ࢊ
࢞ࢊ =

(࢟,࢞)ࢌ + ࢇܖ܉ܜ
 − (࢟,࢞)ࢌ ࢇܖ܉ܜ                                     () 

  )1(نحصل على معادلة المسارات غیر المتعامدة للمعادلة ) 3(بحل المعادلة 

  : )1( مثال

࣊بزاویة وجد المسارات أ


࢞على مجموعة الدوائر   + ࢟ =   . ࢉ

  :الحل

࢞من المعادلة  + ࢟ = ࢟ࢊنجد ان  ࢉ
࢞ࢊ

= − ࢞
࢟

(࢟,࢞)ࢌمن ھذه المعادلة یكون   = ࢞ି
࢟

ولكن  

ࢇ = ࣊


  :وعلیھ فإن المعادلة تكون  

࢟ࢊ
࢞ࢊ

=
ష࢞
࢟ ାܖ܉ܜ

࣊


ା࢟࢞ାܖ܉ܜ
࣊


= ࢞ି࢟  
࢞ା࢟

  ن المعادلة ھي أي أ 

࢟ࢊ
࢞ࢊ

= ,࢞)ࢌ (࢟

  ولى حلھا لیة متجانسة من الرتبة الأضوھذه معادلة تفا

࢞ + ࢟ = ࢉ

࣊وھذه تمثل عائلة المسارات المائلة بزاویة  


  .ختیاري بت إثا cللمنحنیات المعطاة بحیث  

  : )2( مثال

࢟قطع المستقیمات وجد المسارالذي یأ = ࣊بزاویة قدرھا  ࢞ࢉ
 :  
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  :الحل 

࢟من المعادلة  = ᇱ࢟ن نجد أ ࢞ࢉ =   من المعادلتین نحصل على المعادلة التفاضلیة  cوبحذف   ࢉ

࢟ࢊ
࢞ࢊ

= ࢟
࢞

(࢟,࢞)ࢌمن ھذه المعادلة یكون  = ࢟
࢞

ࣂولكن   = ࣊


فإن المعادلة التفاضلیة للمسارات المائلة  

  :تكون 

࢟ࢊ
࢞ࢊ

=

࢞
࢟

+ ܖ܉ܜ

 − ࢞
࢟
ܖ܉ܜ

࢟ࢊن المعادلة ھي أي أ
࢞ࢊ

= ࢞ା࢟
࢟ି࢞

ولى والحل العام لھا لة تفاضلیة متجانسة من الرتبة الأوھذه معاد   

  :ھو

ࢉൣܖܔ − ࢞)

࣊وھي معادلة المسارات المائلة بزاویة 
  ࢉعلى المنحنیات المعطاة بحیث ختیاريثابت إ .  

 : ضمحلالمسائل النمو والإ) 4-3(

ࡺࢊن نامیة أو مضمحلة ، إذا فرضنا أن تكون كان التي إما أو مجموع السلكمیة المادة أ N(t)لترمز 
࢚ࢊ

  )

  :تكون متناسبة مع كمیة المادة الموجودة فإن ) وھو معدل تغیر الزمن لھذه الكمیة من المادة 

ࡺࢊ
࢚ࢊ

= ࡺࡷ =

  .ثابت التناسب  Kحیث 

تكون دالة قابلة للاشتقاق وبالتالي فھي متصلة ودالة في الزمن وھذا الافتراض   N(t)بفرضنا ان 

عداد صحیحة وبالرغم ھي دالة متقطعة وقیمھا أ   N(t)غیر صحیح في مسائل تعداد السكان ، حیث 

  .ائیة التي تحكم ھذا النظام للقوانین الفیزی ما زالت تعطي تقریبا جیدأ) 1(دلة من ذلك فإن المعا

  : )1( مثال
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نھ بعد د العناصر الموجودة فیھا ، لوحظ أیتناسب معدل نمو البكتریا في مزرعة جرثومیة مع عد

  :وجد سلالة أ 3000سلالة وبعد أربع ساعات أصبحت  1000ة كان للبكتریا ساعة واحد

 . (t)ي لحظة عن عدد السلالات الموجودة تقریباً عند أتعبیراً   - أ

  . عدد السلالات التقریبیة الموجودة اصلاً   - ب

  :الحل 

  : tعدد السلالات عند اللحظة  N(t)لیكن 

ࡺࢊ
࢚ࢊ

= ࡺࡷ =

  :ي ذات متغیرات منفصلة ویكون حلھا وھي معادلة خطیة قابلة للفصل أ

(࢚)ࡺ = ࢚ࢋࢉ

یكون       t=1  ،N=1000عندما  =   ࢋࢉ

یكون    t = 4  ،N = 3000وعندما  =   ࢋࢉ

  :نحصل على  c ,kوبحل ھاتین المعادلتین بالنسبة لكل من 

ࡷ = 
 ܖܔ =

  :نحصل على ) 1(في  c , kقیمتي  وبالتعویض عن

(࢚)ࡺ = ૢࢋ

  .tعن عدد السلالات الموجودة في اللحظة كتعبیر

 في المعادلة نحصل على t = 0عندما Nلمعرفة  -

 

()ࡺ = ૢ

  : )2( مثال



  

48 
 

ذا تضاعف عدد السكان عدد السكان الذین یعیشون فیھ ، إ یتناسب معدل إزدیاد تعداد سكان قطر معین مع

  وجد عدد السكان الذین یعیشون في القطر من البدایة ؟بعد ثلاث سنوات ، أ 20000،وأصبح  بعد سنتین

  :الحل 

عدد السكان في البدایة في ھذا  °t  ،Nي لحظة سكان الذین یعیشون في القطر عند أعدد ال N(t)لیكن 

  :نحصل على) 1(ادلة القطر ، من المع

(࢚)ࡺ  = ࢚ࢋࢉ

°ۼن أ) 1(ینتج من  فإنھ °t = 0  ،N = Nعندما  =   . °c = Nومنھ  ()ࢋࢉ

ࡺوعلیھ فإن  =   °N = 2N، فإن     t = 2، عندما  ࢚ࢋ°ۼ

ࡺفإن    t = 3   ،N = 20000وعندما  =   ࢚.ૠࢋ°ࡺ

 = °ۼ

 = °ۼ

  :ن ومنھا نجد أ

°ۼ = ૠ 

 : مسائل درجة الحرارة )4-4(

ن معدل التغیر الزمني لدرجة على أ" ي ینطبق تماما في التسخین ینص قانون نیوتن للتبرید والذ
  ".درجتي حرارة الجسم والوسط المحیط بھ حرارة جسم یتناسب مع الفرق في 

ھي درجة حرارة الوسط فإن معدل التغیر الزمني لحرارة  ࢀھي درجة حرارة الجسم و  Tلتكن 
ࢀࢊالجسم تكون 

࢚ࢊ
  :تي ، ویكون قانون نیوتن للتبرید كالأ
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موجبة في قانون  kخترنا لسالبة مطلوبة طالما إشارة او ثابت التناسب الموجب ، تكون الأھ Kحیث 

ࢀࢊنیوتن لجعل 
࢚ࢊ

، وموجبة في عملیة التسخین  ࢀكبر من أ Tیكون سالبة في عملیة التبرید عندما  

  . ࢀقل من أ Tعندما یكون 

  : )1( مثال

صبحت درجة ، أ ℉في حجرة درجة حرارتھا ثابتة عند  ℉وضع قضیب معدني درجة حرارتھ 
  :وجد أ دقیقة ، 20بعد  ℉حرارة القضیب 

  . ℉لى اللازم لتصل درجة حرارة القضیب إ الزمن -ا

  .دقائق  10القضیب بعد درجة حرارة  -ب

  :الحل 

ࢀمع  ) 2(ستخدام المعادلة بإ =   والوسط ھنا الحجرة التي درجة حرارتھا ثابتة ،℉ :  

ࢀࢊ
࢚ࢊ + ࢚ = 

  t = 0  ،T = 100عندما 

 = )ିࢋࢉ

∴ ࢀ = ିࢋ

  :، وبالتالي فإن  T =50تكون  t = 20عندما 

 = ିࢋ

  ومنھا

 =
−
 ܖܔ




∴ ࢀ = ࢋ

  .tي لحظة نحصل على درجة حرارة القضیب عند أوبھذا 

  : T = 25عندما  tلإیجاد  -ا

 = 
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  :  t = 10عندما  T لإیجاد  -ب

ࢀ =

  

 *ملحوظة 

رجات الحرارة وعلى ذلك فإن لدن یكون متحققا للفروق الصغیرة ن قانون نیوتأیجب ملاحظة  
  .للوضع الفیزیائي  ولیاً أ الحسابات السابقة تمثل فقط تقریباً 

  

  : )2( مثال

وكانت درجة حرارة الجسم بعد  ℉100بالخارج حیث درجة الحرارة  ℉وضع جسم درجة حرارتھ 
  :وجد أ 60℉دقائق ھي  5

  . 75℉لي زم لتصل درجة حرارة الجسم إالزمن اللا -1

  .دقیقة  20درجة حرارة الجسم بعد  -2

  :الحل 

ࢀࢊوبالتالي یكون لدینا  Tm = 100)   2(ستخدام المعادلة بإ
࢚ࢊ + ࢚ = وھي معادلة تفاضلیة  

  :خطیة على الصورة 

ࢀ = ࢚ିࢋࢉ +

  :فینتج  t = 0و  T =50ن وحیث أ

 = )ିࢋࢉ

∴ ࢉ = − 

  ) 1(وبتعویضھا في المعادلة 

ࢀ = −࢚ିࢋ

  :ینتج ) 2(وبالتالي من  T = 60، تكون  t = 5وعندما تكون 

 = −ିࢋ
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∴  = −
 ܖܔ

  :على الصورة  tي لحظة نحصل على درجة حرارة الجسم عند أ )2(وبتعویض ھذه القیمة في 

ࢀ = −ିࢋ(

  : T = 75عندما  tلإیجاد  -1

ૠ = −ିࢋ

∴ .࢚ =

  :دقیقة  20بعد  Tلأیجاد  -2

ࢀ = −ିࢋ(

  : مسائل الجسم الساقط) 4-5(

ومقاومة الھواء التي تتناسب مع  gرضیة الأمتأثر فقط بالجاذبیة  ساقط رأسیاً  Mإعتبر جسما كتلتھ 

وللمقاومة نختار الأتجاه رضیة والكتلة یبقیان ثابتان ، من الجاذبیة الأ ن كلاً سرعة الجسم ، نفترض أ
  .تجاه الموجب الرأسي إلى أسفل ھو الأ

  :قانون نیوتن الثاني للحركة 

  .ة للكتلة الثابتة القوى المحصلة المؤثرة على جسم تساوي المعدل الزمني لتغیر كمیة الحرك

  :حیث 

ࢌ ≡

  :لدینا توجد قوتان مؤثرتان على الجسم في المسألة التی
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  m*gوالتي تساوي  (w)قوة الجاذبیة المعطاة بوزن الجسم ) 1(

حیث   ࢜−قوة مقاومة الھواء المعطاة بـ ) 2( ≥ شارة السالبة تكون ھو ثابت التناسب والأ 

على في الاتجاه السالب وتكون جاه السرعة التي تؤثر رأسیاً إلى أتمطلوبة لأن إتجاه ھذه القوة عكس إ

  :على الجسم ھي ࢌبالتالي قوى المحصلة 

ࢌ = −ࢍ ࢜

  :نحصل على ) 3(وبتعویض ھذه النتیجة في 

ࢍ − ࢜ =

  t = 0و كانت غیر موجودة فإن كمعادلة الحركة للجسم إذا أھملنا مقاومة الھواء أ 

  :تكون ) 4(وعلى ذلك المعادلة 

࢜ࢊ
࢚ࢊ

=          ࢍ

  :تعرف بالمعادلة  k > 0عندما  ࢜السرعة النھائیة 

࢜ =
ࢍ


     

 

 

  *ملحوظة 
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لمعطاة ، لا تتحقق ھذه المعادلات ذا تحققت الشروط امتحققة فقط إ) 6(و ) 5(و ) 4(لات تكون المعاد

تجاه الأتجاه الرأسي لأعلى ھو مربع السرعة ، أو إذا أخذ الأذا كانت مقاومة الھواء لا تتناسب مع إ

  .الموجب 

  : )1( مثال

  :وجد صفریة وبفرض عدم مقاومة الھواء أ قدم بسرعة 100رتفاع رطل من إ 5أسقط جسم كتلتھ 

  .tي لحظة تعبیراً عن سرعة الجسم عند أ -1

  ,tي لحظة موضع الجسم عند أ -2

  .رض زمن اللازم لكي یصل الجسم الى الأال -3

  :الحل 

࢜ࢊنھ لاتوجد مقاومة للھواء فإنھ بما أ -1
࢚ࢊ

= تكون معادلة خطیة قابلة للفصل ویكون حلھا  ࢍ

࢜ = ࢚ࢍ +                                                           ࢉ

  :فإنھ   t = 0  ،v = 0عندما 

 = ()ࢍ +

∴ن وبفرض أ ࢜ = ࢍ                                                           ࢚ࢍ =  ࢌ  ⁄ࢉࢋ࢙

࢜وبالتالي فإن  xزاحة لسرعة ھي المعدل الزمني لتغیر الإا -2 = ࢞ࢊ
࢚ࢊ

= وھي معادلة تفاضلیة  ࢚

  :قابلة للفصل ویكون حلھا 

࢞ = ࢚ +

  ،  x = 0، تكون  t = 0عندما 

 = ()
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࢞ = ࢚ 

  ،  x =100عندما  tلإیجاد  -3

࢚ = ට ࢞
  = ට

  : )2( مثال

ثناء سقوطھا فإنھا تواجھ قدم من السكون ، وأ 3000أسقطت كرة من الصلب تزن رطل من إرتفاع 

࢜مقاومة الھواء التي تساوي عددا 
ૡ
  :وجد ا) ثانیة قدم لكل ( ي سرعة الكرة بالرطل ، حیث ھ 

  .السرعة النھائیة للكرة  -1

  .رض الزمن اللازم لوصول الكرة إلى الأ -2

  :الحل 

࢞ =  ࢚ࢌ    ,w = 2lb ,k = ૡ  

ࢌ رضیة ھي بفرض أن عجلة الجاذبیة الأ   w = mgلدینا من الصیغة  فیكون ⁄ࢉࢋ࢙

ن كتلة الكرة ھي أي أ m(32) = 2ن أي أ = 
ࢍ࢛࢙  

  :على الصورة ) 4(وتصبح المعادلة 

࢜ࢊ
࢚ࢊ

+ ࢜ = 

࢜ویكون حلھا ھو  = ࢚ = ࢚ିࢋࢉ +    عندماt = 0  تكونv = 0  

  ینتج ) 1(وبالتعویض في 

 = ()ିࢋࢉ

  :على الصورة ) 1(وعلیھ تصبح 

࢜ = ࢚ = −
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࢚ن نجد أ) 2(و ) 1(من  -1 → ࢜,  ∞ →   وبالتالي فإن السرعة النھائیة ھي:  

 ࢚ࢌ ⁄ࢉࢋ࢙  

اج إلي تعبیرعن موضع فإننا نحت) x = 3000(رض الذي تستغرقھ الكره لتصل إلى الأ لإیجاد الزمن -2

  :ن حیث أ tي لحظة الكرة عند أ

࢜ =
࢞ࢊ
࢚ࢊ  

  :على الصورة ) 2(فإنھ یمكن كتابة 

࢞ࢊ
࢚ࢊ

= −ିࢋ

  :ینتج  tلى ة إوبتكامل المعادلة بالنسب

(࢚)࢞ = ૡࢋ࢚

  t = o ،  x = 0عندما 

 = ૡିࢋܜ +

(࢚)࢞ = ૡିࢋ࢚

(࢚)࢞رض عندما وتصل الكرة إلى الأ =   

∴  = ૡ

∴ ૠ = ࢚ିࢋ

 الصفري( الكبیرة فإننا نھمل الحد الأسي   tلقیمة  ، ونظراً tبالنسبة لــ (*) مكانیة حل المعادلة ولعدم إ

  :تي وتكون المعادلة كالأ ࢚ିࢋلــ ) 

ૠ = ࢚ 

∴ ࢚ = ૡૡ ࢉࢋ࢙
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  :النتائج والتوصیات
  :النتائج

  :تيالنتائج التي یمكن تلخیصھا في الألى بعض حثون إمن خلال البحث توصل البا

نوع حل المعادلة التفاضلیة ) تحدید(ختیار بتدرج یسھل إإمكانیة توضیح المعادلات  .1
 .بفصل المتغیرات وننتھي بالمعادلات الخطیة حیث نبدأ 

ولى في حل المسائل في من الرتبة الأ العادیة لمعادلات التفاضلیةھمیة اتبرز أ .2
برزھا في مجال الفیزیاء حیث ھنالك مسائل یسھل حلھا مجالات وأالعلوم في عدة 

 .ولى لمعادلات التفاضلیة من الرتبة الأبا
ختیار الطریقة المناسبة لحل تسھل كیفیة إ لمستمرة لحل المسائلالممارسة ا .3

  .ولى من الرتبة الأالعادیة لمعادلات التفاضلیة ا

  

  

  

  : التوصیات
بیان لأھمیة المعادلات التوسع في المعادلات التفاضلیة من الرتب العلیا ،  .1

 .التفاضلیة
 .صعب لتفاضلیة یتدرج من الأسھل إلى الأن خل المعادلات اتوضیح أ .2
ھمیة ومكان یھا المعادلات التفاضلیة لتوضیح أالتطبیقات التي تدخل فبیان  .3

  .الریاضیات وخاصة المعادلات التفاضلیة 
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