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  الفصل الأول
  الدول والنهايـات

  :ةـمقدم) ١-١(
وتعتمد جيداً  فهماً فهمهااستها وعلم الرياضيات التي يجب در أساسياتأهم من  إن

ن المتغيرات والدوال لأ وذلككثير من فروع علم الرياضيات هي الدوال عليها 
 كذلككثيرة ومتعددة  أنواعوالدوال الزاوية في بناء علم الرياضيات  تعتبر حجر

فإن لكل دالة منحنى يعبر عن خصائصها الرياضية ويرسم شكلها وحساب 
   .هما الدالة والنهايات أساسيانالتفاضل يركز على مضمونين 

 :Constants and Variablesالثوابت والمتغيرات ) ٢-١(

 الثابتةالكميات  الأولى منها هي .عملية رياضية نوعان من الكميات ةأييدخل في 
Constants إجراءيمة عند الق هذهتتغير  ولا فقط قيمة واحدة تأخذالتي هي و 

  .العمليات الرياضية
عدد  إعطاؤهاوهي التي يمكن  Variables النوع الثاني فهي الكميات المتغيرة أما

   .غير محدود من القيم
  : Functionالدوال ) ٣-١(
  :مفهوم الدوال ) ١-٣-١(

 أكثرعلاقة رياضية أو قاعدة بين متغيرين أو عن عامة أي دالة هي عبارة  بصيغة
  أخذناإذا  خر المتغير المستقليسمى إحداهما المتغير التابع والآ

ݕ = 1	)																								(ݔ)ܨ − 1		) 
  .مستقل x المتغير التابع و yيسمى 

مجموعتان غير خاليتان إذا وفقط كل عنصر من عناصر المجموعة  A, B لتكن
 F ةعرفنا دال أننانقول  لكذعند  B عنصراَ وحيداَ من المجموعة الثانية A الأولى
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   وتكتب Bإلى المجموعة  A من المجموعة
F:A→  ܤ

  :تعريف الدالة (الدالة في متغير)
بحيث يوافق كل  A,Bاقتران بين عناصر مجموعتين غير خاليتين هي  F الدالة

  .B عنصراً وحيداً من المجموعة Aعنصر من المجموعة 
   أخرىبطريقة  أو

قيمة واحدة  توجد x المتغيرلكل قيمة يأخذها  أنعلاقة بحيث  عبارة عن fالدالة 
  ويرمز لها بالرمز Yفقط للمتغير 

F= (ݔ, :(ݕ ,ݔ ,ܴ߳ݕ ݕ = 1)																								(ݔ)ܨ − 2) 

 fعنصرين من عناصر الدالة  (x,y2),(x,y1) كانت إذانه أمن التعريف نلاحظ 

صارت العلاقة  علاقة أيفي  تحقق هذا الشرط إذاولذا  y1=y2تكون  أنفإنه يجب 
  .دالة

  
 
 
  
  
  
  
  

  

  

  )١-١الشكل (

 الدوال الحقیقیة

 الدوال الجبریة الدوال المسترسلة

 دوال غیر كسریة           دوال كسریة     دوال أسیة      دوال لوغارثمیة     الدائریةالدوال  دوال لوغارثمیة      دوال أسیة     الدوال المسترسلة

 غیر صحیحةدوال        دوال كثیرة الحدود

 الخ  دوال درجة ثانیة  دوال خطیة  دوال ثابتة
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  الدوال  أنواع) ٢-٣-١(

  -:كالآتيكثيرات حدود تعرف  دوال -١
W=a0ݖ௡+a1ݖ௡ିଵ+…………+ܽ௡ିଵZ+ܽ௡=p(z)         (1-3) 

جب يسمى بدرجة صحيح مو ددع n .ثوابت مركبة ଴≠0,ܽଵ,ܽଶ……..ܽ௡ حيث
ܹ	.يسمي التحويل  P(z) .الحدودكثيرة  = ݖܽ +    .بالتحويل الخطي	ܾ

  - :كالآتي فرتع ريةذالدوال الجبرية الج -٢

ܹ =
(ݖ)݌
(ݖ)ܳ

																																									(1 − 4) 

   .الجذري تسمى بالتحويل الأحيانكثيرات حدود في بعض ، Q(z),P(z)حيث 

  الحالة الخاصة 

ݓ = ௔௭ା௕
௖௭ାௗ

				    

݀ܣ  حيث: − ܾܿ ≠   ݒ

   .يالكسر أوتسمى غالباً بالتحويل الخطي الثاني 

   كالآتيتعرف  :الآسيةالدوال -٣
ݓ = ݁௭ = ݁௫ା௜௬ = ݁௫(ܿݏ݋ ݕ + ݅ ݊݅ݏ 1)																	(ݕ − 5)  

حقيقين و موجباً  a إذا كان .الطبيعي للوغاريثمات الأساسهو  e =2.71228 حيث
  فإننا نعرف 

ܽ௭ = ݁௭ ௟௡ ௔																																																								(1 − 6) 

݈݊ حيث   إذا كان (6-1)ل إلى و.هذه المعادلة تؤaلعدد لهو اللوغاريثم الطبيعي  ܽ
a =e  
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  ة:يالمثلثالدوال  -٤

  تعرف الدوال المثلثية أو الدائرية 

   كالآتيوهي تعرف 
݊݅ݏ ݔ , ݏ݋ܿ ݔ , ݊ܽݐ ݔ ………… .. 

  :كالآتيتعرف  : الدوال الزائدية -٥

݊݅ݏ ℎݔ =
݁௫ − ݁ି௫

2
																			(1 − 7) 

cosh ݔ =
݁௫ + ݁ି௫

2
				 , sech ݔ , csch ݔ … 

  ةالدوال اللوغاريثمي-٦

  كان  إذا
ݕ = ݁௫ 																																	(1 − 8) 

݈݊=xنكتب فإننا  إذن الدالة اللوغارثمية  .y للعدد الطبيعي وتسمي اللوغاريثم ݕ
  :كالآتيتعرف  أنسية ويمكن لدالة الألتكون دالة عكسية 

ݔ = ݈݊  ݕ

  :العكسية الدوال المثلثية -٧

=Yإذا كان  ݊݅ݏ =X فإن ݔ ଵି݊݅ݏ ݊݅ݏ الدالةبعاكس  تسمى ݕ arc أو ݔ ݊݅ݏ  ݔ
,ଵିݕ݊ܽݐ الأخرىأو الدوال الدائرية  ف الدوال المثلثيةعرت بالمثلو  ..…….ଵିݕݏ݋ܿ

  الدوال الزائدية العكسية :-٨

݊݅ݏ=yإذا كان  ℎفإن ݔ x=݊݅ݏℎିݕଵ.  ݊݅ݏتسمى بعاكس ℎوبالمثل لبقية الدوال  ݔ
.ଵିݕ݊ܽݐالزائدية  ,   ..ଵିݕݏ݋ܿ



5 
 

   :الدوال الجبرية المتسامية -٩

  حل معادلة كثيرة الحدود هو  yإذا كان 
௡ݕ((ݔ)଴݌ +  ௡(x)=0                 (1-9)݌+ ௡ିଵ(x)y݌.…………+ ௡ିଵݕ(ݔ)ଵ݌

…………ଵ݌,0 حيث . صحيح موجب عدد  nو xهي كثيرة حدود في  ଴݌≠௡(௫)݌
   .تسمى بدالة متسامية (9-1)يمكن التعبير عنها كحل لمعادلة  أي y=f(x)فإن 

  دوال الصريحة و الدوال الضمنية:ال -١٠

  :كالآتيالدوال الصريحة وتعرف 
F={(x,y):y=f(x)}                          (1-10) 

  :كالآتيالدوال الضمنية تعرف 
F={(x,y): y + xܿݏ݋        (11-1)             {0=ݕ

  .في طرف واحد مثل هذه تسمى دوال ضمنية x, yحيث يظهر المتغير 

  الدوال الوحيدة والمتعددة القيمة ) ٣-٣-١(

فإننا نقول  wقيمة واحدة فقط للمتغير التابع  zلكل قيمة للمتغير المستقل إذا وجدت 
  .وحيدة القيمة f(z) أنأو  zالقيمة للمتغير  دالة وحيدة w أن

دالة  wفإننا نقول ان  , wمن قيمة واحدة لمتغير أكثر zإذا وجد لكل قيم لمتغير 
  . zمتغيرلمتعددة القيم او كثيرة القيم ل

  :ملحوظة

ويسمى كل عضو  يمكن اعتبار الدالة المتعددة القيمة كتجميع لدوال وحيدة القيمة.
كفرع رئيسي لدالة المتعددة القيمة.  بفرع للدالة. نعتبر عضواً خاص منها فيها

  كقيمة رئيسية. وقيمة الدالة المناظرة لهذا التفرع
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  :تعريف

  هي  y=f(x)المعرفة بالقاعدة  fالدالة  أننقول 

A. زوجية إذا تحقق لكل  دالةx  من مجال الدالةf(x)=f(-x)  وهذا يستوجب أن
  .في مجال الدالة x–يكون 

B. إذا تحقق لكلدالة فردية :x  في مجال الدالةf(-x)=-f(x)  أيضاوهذا يستوجب 
  .في مجال الدالة x–تكون  أن

C. :إذا تحقق لكل دالة دورية  x من مجال الدالة: 

f (x + a)=f(x)                   (1-12) 

  .بدور الدالة aتسمى  أقل عدد موجب يحقق هذه الخاصية. aحيث 

  دوال المتغيرين:) ٤-٣-١(

  المتغيرات العديدة.ل المتغيرين ودوال المتغير الواحد وسوف نتطرق لدوا أخذناقد 

) متغير مستقل x, yمتغير تابع وان كل من( z أنفإنه يقال  z= f(x, y)إذا كانت
 (x, y) إذا ناظر كل زوج مرتب single valuedوحيدة القيمة  fالدالة  أنويقال 

 zإذا كان لمتغير .  multipleدالة متعددة القيمة  f أنيقال  zقيمة واحدة لمتغير 
  .(x, y)من قيمة مناظرة للزوج المرتب  أكثر

  دوال المتغيرات الثلاث:) ٥-٣-١(

كما في تعريف دوال  u=(x, y, z) ثلاث متغيرات مستقلةيمكن تعريف دالة ذات 
ويرمز  (x, y, z)المرتبة ثلاثياً  الأعدادهو فئة  ما عدا النطاق الذي يكونالمتغيرين 
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 uبعدد وحيد   (x, y, z)التي تقرن العدد المرتب ثلاثياً  f(x ,y, z)بالرمز  fلقيم
  .ଷ⊆R,,D⊆Tܴةويكون النطاق هو مجموعة جزئي

  دوال المتغيرات العديدة:) ٦-٣-١(
 وعددها x, y, z,…….tفي المتغيرات المستقلة  uيمكن تعميم التعريف السابق لدالة 

n  إذا وجدت قاعدة تقرن بكل عدد مرتب نونياً على الصورة(x, y, z……t)  عدد
 .௡⊆R,D⊆Tܴوعلية فإن uوحيد 

  :تسلسلة تايلور لدوال في متغيرينم) ٤-١(
يمكن تعميم الفكرة المستخدمة في متسلسلة تايلور لمتغير واحد فمثلا يمكن كتابة 

  على النحو التالي  X=a , Y=bحول  F(X,Y)متسلسلة تايلور لدالة 

F ,ݔ) (ݕ =f (ܽ, ܾ) + ௫݂(ܽ, ݔ)(ܾ − ܽ) + ௬݂(ܽ, ݕ)(ܾ − ܾ) + ଵ
ଶ!
ൣ ௫݂௫(ܽ, ݔ)(ܾ −

ܽ)ଶ + 2 ௫݂௬(ܽ, ݔ)(ܾ − ݕ)(ܽ − ܾ) + ௬݂௬(ܽ, ݕ)(ܾ − ܾ)ଶ൧+…              (1-13) 
  ات:ـالنهاي) ٥-١(
  :ةالمقدم) ١-٥-١(
ݕ مثلا غير معرفه عند نقطه ௫݂ لنفرض أن الدالة  = لا تنتمي  النقطةبمعني أن  0
 أن أي (ܽ) النقطةعند  ௫݂وبالتالي فإننا لا نعرف قيمتها للدالة الدالةنطاق  ىإل

 دعن ةللدال ةليس لها وجود فهل يمكن الحصول علي قيم (ݔ)݂القيمة الدالية 
ݔ = هو  الآنالسؤال الذي يفرض نفسه  أنأي  ؟(ݔ)݂ القيمةقريبه من  تكون ܽ

عندها غير معرفه؟  الدالةتكون  ةعند نقط للدالةكيف يمكن الحصول علي قيمه 
  وهذا ما سوف نجيب عنه.

  :الدالة نهايةمفهوم ) ٢-٥-١(
ݔ وبشرط (ܽ)قد اقتربت من القيمه  ݔ النقطة أنلنفرض  ≠  (ݔ)݂ فهل الدالة ܽ

ݔ غير معرفه عند =  إذا ؟ܮتقترب هي ايضا من اي عدد حقيقي  ةفي هذه الحال ܽ
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عندما تقترب  الدالة نهايةقيمه تسمي  للدالةنعم فهذا يعني انه يوجد  ةالإجابكانت 
௑→௔݈݉݅    رةالصو  وتكتب رياضيا في aمن القيمة  xالنقطة    L=(ܺ)ܨ

௫→௔݈݉݅ حيث ترمز من القيمه  (ݔ)عندما تقترب النقطه (ݔ)݂الدالة لنهاية (ݔ)݂
(ܽ) ݔالاقتراب  ويرمز لهذا   → علي مشكله عدم بهذه الفكره يمكن التغلب  ܽ

د هنا نحد أنغير معرفه وهكذا يمكن  الدالةعند نقطه ما تكون وجود قيمه للدالة 
  .في التعريف التاليالمفهوم 
  :تعريف
,	ܽ)داله معرفه علي فتره  fلتكن  تنتهي  ݂نقول الداله  ܿلا تحوي إحدا نقاطها(ܾ

 ونرمز لذالك بالرمز: ܿ إلىل وعندما تؤ ܮنحو العدد 

݈݅݉௫→௖  L=(ܺ)ܨ
ߝ إذا وجد لكل عدد موجب > ߜ ,عدد 0 >   بحيث يكون  0

0 < ݔ| − ܿ| ⇒ (ݔ)ܨ| − ݈| <  ߝ

  :ىالنهايات اليمني واليسر) ٣-٥-١( 

ݔ ةفإننا نتعرض للدال ةالدال ةعندما نتعامل مع نهاي → ترب قت ݔ أن والذي يعني ܽ
 (ܽ)دون ان نشير الي كيفيه هذا الاقنراب هل هو خلال قيم أكبر من العدد  (ܽ)من

  من خلال قيم أصغر منه؟ أمنفسه 

النهايات من  ىيسم تعريف ما ىإل علي هذا السؤال يدفعنا جابةالإ أن الحقيقةفي 
  .ةواحد ةجه

 (a) من من خلال قيم أكبر (a) القيمةمن  (x) النقطةفي الواقع فإنه إذا اقتربت 
→xبالرمز  العمليةذاتها حيث يرمز لهذه  اليمني ويرمز  بالنهايةفعندئذ تسمي  ܽ+

 لها بالرمز
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݈݅݉
௫→ା௔

 (ݔ)ܨ

نفسها  (a) القيمةمن خلال قيم أصغر من  (a) القيمة x النقطة اقتربتوإذا 
x→   ى.اليسر النهاية فعندئذ تسمي ܽ−

௫→ି௔݈݉݅	       ويرمز لها بالرمز  (ݔ)݂

→x عندما Lالدالة نحو العدد  انتهتإذا  , عند ذلك نرمز cبقيم تكبر العدد  وذلك ܿ
 بالرمز  للنهاية

݈݅݉
௫→௖௧

(ݔ)݂ = 1)																	ܮ − 14) 

    ويصبح التعريف علي الشكل:

 

 

 

 

 

 

  النهاية اليمنى              النهاية اليسرى

  )٢-١الشكل (

  :تعريف

ن ,	ܽ) الفترةدالة معرفه علي  ݂لتك تنتهي نحو العدد  ݂ أن الدالة نقول (ܿ
ݔ → ܿ   ونكتب ܿ (بقيم تكبر العدد +

݈݅݉
௫→௖

(ݔ)݂ =  ܮ

ߝ إذا وجد لكل عدد موجب   > ߜعدد موجب  0 >  :بحيث يحقق 0

X 

Y Y 

X 
      a                  x  

lim
+ܽ→ݔ

(ݔ)ܨ = lim ܮ
−ܽ→ݔ

(ݔ)ܨ =  ܮ
ݔ → ܽ 

x a 

ݔ → ܽ 



10 
 

0 < ݔ − ܿ < ߜ
.
⇒ (ݔ)݂| − |ܮ < 1)																					ߝ − 15) 

بقيم ܿ نحو العددݔ عندما تنتهي݂ دالة لنهايةنجد التعريف التالي  نفسه، وبالأسلوب
  تصغره.

  :تعريف

→xعندما   Lنحو العدد تنتهي fنقول أن الدالة  دالة معرفه علي الفتره݂  لتكن −ܿ  
௫→ି௖݈݉݅وتكتب  c)(بقيم تصغر العدد   (ݔ)݂

0إذا وجد لكل عدد موجب  < ߜعدد موجب  ߝ >      بحيث يحقق الاقتضاء 0
0<  c-x <

.
(ݔ)݂|	⇒ − |ܮ < النهايات السابق وإذا دققنا النظر في تعريف   ߝ

متساوين وكل منهما  أنهمانجد  a– ىإل x تؤولعندما  f(x)الدالة  نهاية اسةلدر
 ومن هذا ينتج انه إذا كان aالعدد  إلى x تؤولالدالة عندما  نهايةيساوي 

݈݅݉௫→௔   (ݔ)݂
  فإن:

݈݅݉
௫→ି௔

(ݔ)݂ = ,	ܣ ݈݅݉
௫→ା௔

(ݔ)݂ = 1)																			ܣ − 16) 

  صحيح.والعكس 

  :)١( نظرية

تكون  أنيجب  النهايةفإن هذه  aمن  xتقترب  عندما A نهاية F(x)إذا كان للدالة 
(ݔ)௫→௔݈݉݅ انه إذا كانت أيذات قيمه واحده فقط  أي, القيمةوحيده  =

,	ଵܣ ݈݅݉௫→௔ (ݔ)݂ =   		ଶܣ
  A=A1=A2يكون  أنفإنه يجب 

  :البرهان

١. ݈݅݉௫→௔ (ݔ)݂ =  ଵܣ
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٢. ݈݅݉௫→௔ (ݔ)݂ =  ଶܣ

ଵحيث  ≠ ଵܣ| أن أي ଶܣ − |ଶܣ > ଵܣ|ونفرض أن   0 − ଵ=ߝ |ଶܣ
ଶ

نطبق  
  فنحصل علي ٢و ١علي كل من  الآن تعريف النهايات

(ݔ)݂| − |ଶܣ < ,ଶߝ (ݔ)݂| − |ܣ <  ଵߝ
  :أقل من ولكن ٢، ١حيث أن كلا من 

ଵܣ| − |ଶܣ = ห൫ܣଵ − ൯(ݔ)݂ + (ݔ)݂) −  ଶ)หܣ

  أننجد  المطلقة القيمةقواعد  وباستخدام
ଵܣ| − |ଶܣ ≤ ଵܣ| − |(ݔ)݂ + (ݔ)݂| − |ଶܣ ≤ 1ߝ + 2ߝ < ߝ2 = ଵܣ| −  |ଶܣ

ଵܣ وحيث أن ≠ ଵܣ  فلابد أن ولذا تناقض , ىإلفإن هذا يؤدي  ଶܣ = وهو   ଶܣ
  المطلوب إثباته.

  :النهاية في متغيرين) ٤-٥-١(

  تعريف:

 f. نقول أن الدالة cلا تحوي إحدى نقاطها  (a, b)دالة معرفة على الفترة  fلتكن 
  ونرمز لذلك بالرمز: .cتؤول إلى  x, yعندما  lتنتهي نحو العدد 

lim
௫,௬⟶௖

,ݔ)݂ (ݕ = ݈																				(1 − 17) 

ߝإذا وجد لكل عدد موجب  > ߜعدد  0 >   :بحيث يكون 0
0 < ݔ| − ܿ|, 0 < ݕ| − ܿ| ⇒ ,ݔ)݂| (ݕ − ݈| <  ߝ

  :الاتصال في متغيرين) ٥-٥-١(
  : تعريف

ܿمتصلة عند  (a, b)المعرفة على الفترة  fنقول أن الدالة  ∈ (ܽ, إذا كانت  (ܾ
,ݔ)النهايتان اليمنى واليسرى لهذه الدالة عندما  (ݕ ⟶ ومتساويتين موجودتين  ܿ
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,ݔ)باختصار أن تكون نهاية الدالة عندما  وتساويان قيمة الدالة  (ݕ ⟶ تساوي  ܿ
,ݔ)c lim௫,௬⟶௖قيمتها عند  (ݕ =  cمعرفة عند  fوهذا هو الشرط أن تكون  (ܿ)݂

  أي تحقق f(c)وأيضا أن تكون قيمة النهاية تساوي 
lim
௫,௬⟶௖

,ݔ)݂ (ݕ = lim
௫,௬⟶௖

,ݔ)݂ (ݕ = ݂(ܿ)																				(1 − 18) 

  :شروط الاتصال

  أن تكون الدالة معرفة على الفترة. -١

  أن تكون النهاية موجودة. -٢

  النهاية اليمنى تساوي النهاية اليسرى. -٣

  التغير للدالة:متوسط ) ٦-١(

في  y المجموعةبعناصر  x المجموعةلقد عرفنا فيما سبق أن الدالة تربط عناصر 
∋xحيث  y=f(x)هذا الترتيب يمكن الرمز لها بالرمز  عباره عن المتغير 	ܺ

∋	yالمستغل و    تغير التابع.معن ال عبارة ܻ

  تعريف متوسط التغير للدالة:

فيها وكان هذا التغير من  xدالة وحدث تغير علي المتغير المستغل  y=f(x)إذا كانت
x  فإن متوسط التغير في هذه الدالة هو °إلى  

ݔ∆
ݕ∆

=
(°ݔ)݂	 − (ݔ)݂

°ݔ − ݔ
									(1 − 19) 

المستقيم  الخطعن ميل  عبارةأما المعني الهندسي لمتوسط التغير في دالة هو 
,°ݔ((الواصل بين النقطتين    .حسب مفهوم ميل الخط المستقيم  (x, f(x)) )°ݔ)݂
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  :مفهوم الاشتقاق) ٧-١(
  هو نهاية متوسط معدل التغير.

  :المشتقةتعريف ) ١-٧-١(
  النهايةإيجاد  أمكنإذا 

(ݔ)′ܨ = ݈݅݉∆௫→଴
∆௬
∆௫
	=݈݅݉௫→௔

೑(ೣ)ష೑(ೌ)
ೣషೌ  

→xالأولي عند  y = f(x) فإنها تسمي مشتقه الدالة  (ܽ)′ܨويرمز لها بالرمز  	ܽ

  :و بطريقه أخري
(ݔ)′ܨ		 = ݈݅݉

∆௫→଴
௙(௫ା∆௫)ି௙(௫)

∆௫ 	 														(1 − 20) 
 xعند  للاشتقاقكما يقال إنها قابله  F(x)الأولي للدالة  المشتقةيعني تفاضل الدالة 

ௗ௬فإننا نوجد  xل  بالنسبة yأي أنه إذا أردنا أن نفاضل 
ௗ௫
ويمكن النظر الي  	

ௗ௬
ௗ௫
  التاليةويرمز لها بأحد الرموز  x جديده للمتغير المستغلعلي إنها دالة 	

ௗ௬
ௗ௫
 .′ܻأو  (x)′ܨ	أو	

  :للدالة ىاليسراليمني و المشتقة) ٢-٧-١(
  تعرف بإنها	°ݔ = xعند  F(X)اليمني للدالة  المشتقة

′ାܨ ௛→଴݈݉݅= (°ݔ)
೑൫ೣ°శ೓൯ష೑൫ೣ°൯	

೓ 																(1 − 21) 
  بأنهاتعرف  °ݔ= xعند  F(x)للدالة  ىاليسر المشتقةأما 

′ܨି (°ݔ) = ݈݅݉
௛→଴

௙(௫°	ା	௛)ି௙(௫°)
௛ 		
	

																						(1 − 22) 

تكون محدده بقيم سالبه عندما تقترب  h الحالةفي هذه  موجودة النهايةإذا كانت 
  من الصفر.

  قواعد التفاضل:) ٣-٧-١(
  :الأولي القاعدة

  ثابت فإن cحيث  y=c ௡إذا كانت 
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′ݕ = (1																																				௡ିଵݔ	݊	ܿ − 23)	 

  :الثانية القاعدة
   أنتفاضل حاصل جمع دالتين أو أكثر يساوي حاصل جمع تفاضلهما أي 
ௗ
ௗ௫

 (f(x)+g(x)) =	 ௗ
ௗ௫

 (f(x)) + ௗ
ௗ௫
	൫݃(ݔ)൯										(1 − 24) 

  :الثالثة القاعدة
   أنباقي طرح دالتين يساوي باقي طرح كل منهما أي  تفاضل

d
dx	

൫(ݔ)ܨ − ൯(ݔ)݃ =
(ݔ)݂݀
ݔ݀ −

(ݔ)݃݀
ݔ݀ 																(1 − 25) 

  :الرابعة القاعدة
+ تفاضل  الثانيةتفاضل حاصل ضرب دالتين يساوي الدالة الأولي * تفاضل الدالة 

  * تفاضل الدالة الأولي أي أن  الثانية
݀
ݔ݀

൫݂(ݔ) ∗ ൯(ݔ)݃ = (ݔ)݂ ∗
(ݔ)݃݀
ݔ݀

+ (ݔ)݃ ∗
(ݔ)݂݀
ݔ݀

																			(1 − 26) 
  :الخامسة القاعدة

H(X) =௙(௫)إذا كانت 
௚(௫)

  

(ݔ)′ܪ = 	
(ݔ)݃ ∗ ݂ (ݔ)′ − (ݔ)݂	 ∗ (ݔ)′݃	

݃ଶ(ݔ)
																												(1 − 27) 

  :السادسة القاعدة
  فإن  w = g(x)و  y = f(w) إذا كانت

ௗ௬
ௗ௫
= 	 ௗ௬

ௗ௪
	ௗ௪
ௗ௫
																							(1 − 28)  

  .المعقدة الجبريةويعرف بقانون التسلسل وهو يسهل عمليات التفاضل للمقادير 
  :تفاضلهاو الضمنيةة ـالدال) ٤-٧-١(

  :تعريف الدالة الضمني
وكان  y المجموعةبعناصر  x المجموعةعن دالة تربط عناصر  عبارة fإذا كانت 

تسمي  fفإن الدالة  yللمتغير  بالنسبة معلومةهذا الترابط في صوره معادلة غير 
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وفي بعض  صريحةتسمي الدالة  xبدلاله   y دالة ضمنيه أما إذا أمكننا وضع
  .صريحةدالة  إلى الضمنيةيمكن تحويل الدالة  الأحيان

  :ةوالمثلثي الدائريةتفاضل الدوال ) ٥-٧-١(

التي تعرضنا لتعريفها في  الدائريةفي هذا البند سنتعرض للمشتقات الأولي للدوال 
  السابق.

  :)٢( نظرية 

݅ݏ = y إذا كانت ௗ௬فإن  	ݔ
ௗ௫
= 	 ݏ݋ܿ  		ݔ

  :البرهان

  أي  f(x)من تعريف الدالة

F(ݔ°) = ݈݅݉௫→௫°

௙(௫)ି௙(௫°)
௫ି௫°

 

∴
(ݔ)݂	 − (°ݔ)݂

ݔ − °ݔ
=
݊݅ݏ ݔ − ݊݅ݏ °ݔ

ݔ − °ݔ
 

≠xحيث  xلجميع قيم    ولكن  °ݔ

݊݅ݏ ݔ − ݊݅ݏ ݏ݋ܿ *2=	°ݔ (௫ା௫°)
ଶ

∗ ݊݅ݏ (௫ି௫°)
ଶ

		 

   ومنه ينتج أن

݊݅ݏ ݔ − ݊݅ݏ °ݔ

ݔ − °ݔ
= 2 ݏ݋ܿ

ݔ − °ݔ

2
∗ ݊݅ݏ

ቀ௫ି௫°

ଶ
ቁ

ݔ − °ݔ
 

= ݏ݋ܿ
ݔ − °ݔ

2
∗
݊݅ݏ ቀ௫ି௫°

ଶ
ቁ

ݔ − °ݔ
 

  نظريات النهايات نجد أن وباستخدام
′ݕ = ݏ݋ܿ  							ݔ
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  ):ة(المثلثي الدائريةتفاضل معكوس الدالة ) ٦-٧-١(

 عموما ويلي ذلك نوجد المشتقات العكسيةنتعرض في هذا البند لإيجاد مشتقه الدالة 
  .العكسيةالأولي للدوال 

  :)٣( نظرية

(ݔ)′وأن  xلجميع قيم  للاشتقاققابله  fوأن  g عكسيةدالة  f إذا كان للدالة ≠ 0	 
  وأن f(x)عند للاشتقاقتكون قابله  g العكسيةفإن الدالة 

(ݔ)݂′݃ = 1 ݂ ⁄													(ݔ)′ 											(1 − 29) 

  الصورةنأخذ  المعادلةوهذه 

ݕ݀ ݔ݀ = 1
ݔ݀
ݕ݀
ൗൗ  

  :ملاحظات

݂و  f(x)و  xيجب معرفه  العكسيةلإيجاد مشتقه الدالة  .١  .(ݔ)′

݂	 تتطلب إيجاد ١ الصيغة .٢  f(x).عند ′݃	, وإيجاد  xعند 	′

  f(x).عند  للاشتقاقغير قابله  gفإن  ′إذا كانت  .٣

  :)٤( نظرية

ଵି݅ݏ=Y إذا كانت       فإن 				ݔ
ݕ݀
ݔ݀

=
1

ݔ√ − ଶݔ
	 , |ݔ|) < 1) 

  :البرهان

 إذا كان العكسيةمن تعريف الدالة 

Y=ି݊݅ݏଵ ݔ = ܿݎܽ ݊݅ݏ  ݔ
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  فإن: 

X= sin y           |ݔ| < 1	, 0 < గ
ଶ
 

  )٣( النظرية باستخدام الأخيرة المعادلةبتفاضل طرفي 

ݏ݋ܿ=١ ݕ ∗	ௗ௬
ௗ௫

 

∴ ௗ௬
ௗ௫
= ଵ

௖௢௦ ௬
 = ଵ

ඥଵି௦௜௡మ௬
 = ଵ

√ଵି௫మ	
	 , |ݔ| < 1. 

  :)٥( نظرية 

ଵି݋ܿ=Y   إذا كان ௗ௬فإن 	ݔ
ௗ௫
= ଵ

√ଵି௫మ	
		      

  :)٦( نظرية 

ݕإذا كان  = 	 ௗ௬	  فإن   .ଵିݔ݊ܽݐ
ௗ௫
= 	 ଵ

ଵା௫మ
   

  :)٧( نظرية 

݋ܿ y = a r cإذا كانت   فإن  ݔ

ௗ௬
ௗ௫
= ିଵ

ଵା௫మ
   , x	∈ R 

  :)٨( نظرية 

݁ݏ y = a rإذا كانت    فإن  ݔ
ௗ௬
ௗ௫
= ଵ

௫	√௫మିଵ
|ݔ|),    > 1) 

  :)٩( نظرية 

  فإن  .ଵିݔܿݏܿ	= yإذا كان 
ௗ௬
ௗ௫
= ିଵ

௫√௫మିଵ
					 , |ݔ|) > 1)  
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  :والبارامترية ةواللوغرثمي ةتفاضل الدوال الأسي) ٧-٧-١(

 : ةسيأولا : تفاضل الدالة الأ

y =݁௫				كانت	فإن إذا   
ݕ݀
ݔ݀

= ݁௫ 																		(1 − 30) 

  ثانيا:

  :ةتفاضل الدالة اللوغرثمي

  :)١٠( نظرية 

݈ = yإذا كانت  ௗ௬فإن  ݔ
ௗ௫
= ଵ

௫
	 

  ثالثا:
  :ةتفاضل الدالة البارمتري

  بالمعادلتين البارمتريتين  معطاة y = y(x)الدالة  أننفرض 
Y = f(x)  ,   x = g(t) 

من المعادلتين نفرض  tبحذف  y = g(x) العلاقةهو البارامتر وتنتج   tحيث أن
والدالة  t = h(x) عكسيةلها دالة   x =g(x) مشتقتان وأن الدالة g , fلهاتين الدالتين 

h  الدالة  اعتبارمشتقه كذلك عندئذ يمكنناy =y(x) بالمعادلتين البارامتريتين  المعطاة
  دالة الدالة 

Y = f(x)  ,  t= h(x) 

   السادسة القاعدةهو متغير وسيط وبتطبيق  t حيث
ݕ݀
ݔ݀

= 	
ݕ݀
ݐ݀

∗
ݐ݀
ݔ݀
																	(1 − 31)	 
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  ئديةامشتقة الدوال المثلثية الز) ٨-١(

  : تعطي المشتقة الأولي للدوال المثلثية الزائدية علي النحو التالي :)١١( نظرية

(1) ௗ
ௗ௫
ℎ݊݅ݏ) (ݔ = ௗ

ௗ௫
൬ଵ
ଶ
(݁௫ − ݁ି௫)൰ = ଵ

ଶ
(݁௫ + ݁ି௫) = ℎݏ݋ܿ  ݔ

(2) ௗ
ௗ௫
ℎݏ݋ܿ) (ݔ = ௗ

ௗ௫
൬ଵ
ଶ
(݁௫ + ݁ି௫)൰ = ଵ

ଶ
(݁௫ − ݁ି௫) =  ݔℎ݊݅ݏ

(3) ௗ
ௗ௫
ℎ݊ܽݐ) (ݔ =  ݔℎଶܿ݁ݏ

  :البرهان

݀
ݔ݀

ℎ݊ܽݐ) (ݔ =
ℎݏ݋ܿ ݔ

݀

ݔ݀
ℎ݊݅ݏ) (ݔ − ℎ݊݅ݏ 	ݔ

݀

ݔ݀
ℎݏ݋ܿ) (ݔ

ℎ2ݏ݋ܿ ݔ
	

 
ℎଶݏ݋ܿ ݔ ℎଶ݊݅ݏ  ݔ

ℎଶݏ݋ܿ  ݔ
=

1
ℎݏ݋ܿ ݔ

= 		ݔℎଶܿ݁ݏ ≠ 
(4) ௗ

ௗ௫
ℎݐ݋ܿ) (ݔ = ℎଶܿ݁ݏ݋ܿ	−  ݔ

(5) ௗ
ௗ௫
ℎܿ݁ݏ) (ݔ = 	− ℎܿ݁ݏ  ݔℎ݊ܽݐ	ݔ

 
(6) ௗ

ௗ௫
ℎܿ݁ݏ݋ܿ) (ݔ = 	 ℎܿ݁ݏ݋ܿ  ݔℎݐ݋ܿ	ݔ

  خصائص الدوال المثلثية الزائدية :) ١-٨-١(
ℎଶݏ݋ܿ (1) ݐ ℎଶ݊݅ݏ	− ݐ = 1 
 
ݐ)ℎ݊݅ݏ					 (2) + (ݏ = ℎ݊݅ݏ .	ݐ ℎݏ݋ܿ ݏ + ݐℎݏ݋ܿ ℎ݊݅ݏ  ݏ
 
ݐ)	ℎݏ݋ܿ					 (3) − (ݏ = ℎݏ݋ܿ 	ݐ	 ℎݏ݋ܿ ݏ + ℎ݊݅ݏ ݐ ℎ݊݅ݏ  ݏ
ℎ݊݅ݏ					 (4) 	ݐ2 = ℎ݊݅ݏ2 	ݐ ℎݏ݋ܿ  ݐ
 
(5)     cosℎ 	ݐ2 = ℎଶݏ݋ܿ ݐ ℎଶ݊݅ݏ	+  ݐ
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  :البرهان
ℎଶݏ݋ܿ (1 ݐ ℎଶ݊݅ݏ	− ݐ = 1 

ℎ݊݅ݏ ݐ = 	
݁௧ − ݁ି௧

2
 

ℎݏ݋ܿ ݐ = 	
݁௧ + ݁ି௧

2
 

  فان : 

ݐ	ℎଶݏ݋ܿ − ݐ	ℎଶ݊݅ݏ	 = 	ቆ
݁௧ + ݁ି௧

2
ቇ
ଶ

− ቆ
݁௧ − ݁ି௧

2
ቇ
ଶ

 

= 	
1
4
[݁ଶ௧ + 2 + ݁ିଶ௧ − ݁ଶ௧ + 2 − ݁ିଶ௧] 

= 	
1
4
(4) = 1 

ݐ)ℎ݊݅ݏ + (ݏ = 	
1
2
(݁௧ା௦ − ݁ି௧ି௦) 

ℎ݊݅ݏ ݐ ℎݏ݋ܿ ݐ + ℎݏ݋ܿ ݐ ℎ݊݅ݏ 	ݐ = 	
1
4
(݁௧ − ݁ି௧)(݁௦ + ݁ି௦)

+
1
4
(݁௧ + ݁ି௧)(݁௦ − ݁ି௦) 

=
1
4
ൣ൫݁௧ା௦ + ݁௧ି௦ − ݁௦ି௧ − ݁ି(௧ା௦)൯ + ݁௧ା௦ − ݁௧ି௦ + ݁௦ି௧ − ݁ି௧ି௦൧ 

	

=
1
4
[2݁௧ା௦ − 2݁ି௧ି௦] 

=
1
2
[݁௧ା௦ − ݁ି௧ି௦] = ݐ)ℎ݊݅ݏ +  (ݏ

  الدوال المثلثية الزائدية العكسية :) ٩-١(
  : تعرف الدوال المثلثية الزائدية :  تعريف

ݕ (1 = ℎିଵ݊݅ݏ ݊ هو الدالة العكسية  للدالة       ݕ = 	ℎ݊݅ݏ ݊	

ݕ (2 = ℎିଵݏ݋ܿ ݊ هو الدالة العكسية  للدالة       ݕ = 	ℎݏ݋ܿ ݊	

ݕ (3 = ℎିଵ݊ܽݐ ݊ هو الدالة العكسية  للدالة       ݕ = 	ℎ݊ܽݐ ݊	
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  :)١٢( نظرية
1) sinhିଵ ݊ = ൫݊	݃݋݈ + √݊ଶ + 1൯ 														,														݊	 ∈ ܴ 
2) coshିଵ ݊ = ൫݊	݃݋݈ + √݊ଶ − 1൯ 														,														݊	 ≥ 1 

ℎିଵ݊ܽݐ (3 ݊ = ଵ
ଶ
ቂଵା௡	݃݋݈

ଵି௡
ቃ																								,														|݊| < 1 

  :البرهان

ݕضع :     )١ = ℎିଵ݊݅ݏ ݊ ,					݊ = ℎ݊݅ݏ   منه  ١و   ݕ

݊ =
1
2
(݁௬ − ݁ି௬) 

2݊ = (݁௬ − ݁ି௬)ـــــــــــــــــــــ	(1) 

  : أنينتج    e୷)  في  ١وبضرب طرفي المعادلة (

݁ଶ௬ − 2݊݁௬ − 1 = 	(2)	ـــــــــــــــــــــ	0
 

  وبحل المعادلة

(݁௬)ଶ − 2݊݁௬ − 1 = 	(2)	ـــــــــــــــــــــ	0

݁௬ =	
2݊ ± √4݊ଶ + 4

2
= ݊ ± ඥ݊ଶ + 1	

 

௬݁:  أنوبما  >   دائما فان :   0

݁௬ = 	݊ + ඥ݊ଶ + 1	
 

  وباخذ قيم لوغريثم الطرفين 

ݕ = ݊)݃݋݈ + ඥ݊ଶ + 1) 

ݕضع :     )٢ = ℎଵݏ݋ܿ ݊ ← ݊ = ℎݏ݋ܿ   ݕ

݊ =
1
2
(݁௬ − ݁ି௬) 

݁௬ − 2݊ + ݁ି௬ـــــــــــــــــــــ	1) − 32)) 
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  : أنينتج    e୷)  في  32-1وبضرب المعادلة (

݁௬ − 2݊ + ݁ି௬ = 1)	ـــــــــــــــــــــ	0 − 33) 

  :أنينتج    e୷في   )33-1وبضرب المعادلة (

݁௬ = ݊ ± ඥ݊ଶ − 1	
 

e୷أن:   وبما  أنوبما  <   دائما  فان   0

݁௬ = ݊ ± ඥ݊ଶ − 1)	ـــــــــــــــــ	1 − 34)	
	

  )  ينتج 34-1وباخذ قيم لوغريثم الطرفين  في (

ݕ = ݊)݃݋݈ + ඥ݊ଶ − 1) 

nحيث         > 1  

ݕضع :     )٣ = ℎିଵ݊ܽݐ ݊ ,				݊ = ℎ݊ܽݐ   ݕ

݊ =
݁௬ − ݁ି௬

݁௬ + ݁ି௬
 

  : ومنها

݊(݁௬ + ݁ି௬) = ݁௬ − ݁ି௬ـــــــــــــــــ	1) − 35) 

  : أنينتج    e୷)  في  35-1وبضرب طرفي المعادلة (
݊(݁ିଶ௬ + 1) = 	݁ଶ௬ − 1	 
(݊ − 1)݁ିଶ௬ = 	−(݊ + 1)	

	

  ومنها : 

݁ଶ௬ =
1 + ݊
1 − ݊

1)	ــــــــــــــــ	 − 36)	

  ينتج   (36-1)الطبيعي الطرفين  في  وباخذ قيم الوغريثم

ݕ =
1
2
݃݋݈ ൤

1 + ݊
1 − ݊

൨				,										|݊| < 1											(1 − 37) 
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O 

B 

D P C 

A 

Z 

Y 

X 

  الثـانـيل ـالفص

  المشتقات الجزئيـة

  المشتقات الجزئية:) ١-٢(

  :تعريف

للمتغير  بالنسبة) Dفي المنطقة  المعرفة(f(x , y)  الجزئية للدالة المشتقةتسمي 
 بالنسبة fالجزئية للدالة  بالمشتقةثابتا  yمع إبقاء المتغير المستغل الآخر  xالمستغل 

డ௙ويرمز له بالرمز  xإلي 
డ௫
௫݂أو 	௫݂أو  	 ,	ݔ)	 الجزئية للدالة  للمشتقةبينما يرمز  (ݕ

f (x , y) إلي بالنسبة y  بأحد الرموزడ௙
డ௬
,	ݔ)௬݂أو  ௬݂أو   ويصاغ رياضيا  (ݕ

  كلأتي:
డ௙
డ௫
= ݈݅݉௛→଴

௙(௫ା௛,௬)ି௙(௫	,௬)
௛

																	(2 − 1)  

  بينما 
డ௙
డ௬
= ݈݅݉௞→଴

௙(௫	,௬ା௞)ି	௙(௫	,௬)
௞

								(2 − 2)  

  :الجزئيةالمعني الهندسي للمشتقة ) ٢-٢(

ونفرض  z= f(x , y)نعتبر السطح   
  Pوجود مستويين مارين بالنقطة 

ويقطعان هذا  xoz , yozويوازيان 
كما  ( APB ,CPDالسطح في المنحنيين 

بينما تكون  xفي الشكل) . بينما تتغير 
y فإن  ثابتةP  تتحرك علي المنحني

APB  وعليه فإن المقدارడ௙
డ௫
 )١-٢الشكل ( النقطةعند  
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فإن  xمع ثبوت  yوبالمثل عندما تتغير P عند APBللمنحني  يساوي ميل المماس
P  تتحرك علي المنحنيCPD  وتكون قيمهడ௓

డ௬
تساوي ميل المماس  P النقطةعند  

  . P النقطةعند  CPDللمنحني 

  :ملاحظات

	المشتقتين f (x ,y )إذا كان للدالة  .١ ௬݂	, ௫݂ فإن  Dوكانتا متصلتين في المنطقة  
 في هذه المنطقة. متصلةتكون    f (x , y )الدالة 

     الدالة اتصاللا يضمن  Dوجود المشتقة الجزئية عند نقطة ما في المنطقة  .٢
f (x , y ) .عند هذه النقطة              

  :ىالمشتقات الجزئية من رتب أعل) ٣-٢(

   لها مشتقات جزئية من الرتبة الأولي عند كل نقطة f (x , y )إذا كانت الدالة    

(x, y)  في المنطقةD  فإن كلا من௬݂	,	 ௫݂   تكون دالة في متغيرينx , y  وهذه
الدوال يكون لها أيضا مشتقات جزئية أولي ومن ثم فإنها تكون مشتقات جزئية من 

  :كالآتيويرمز لها  F الثانية للدالة ةرتبال
డ
డ௫
ቂడ௙
డ௫
ቃ = డ௙

డ௫మ
=  ௫݂௫ 	,

డ
డ௬
ቂడ௙
డ௬
ቃ = ௬݂௬													(2 − 3) 

డ
డ௫
ቒ డ
డ௬
ቓ = డ௙

డ௫డ௬
 = ௫݂௬ , డ௙

డ௬డ௫
  = ௬݂௫																							(2 − 4)                  

  أعلي, فمثلاوبطريقه مماثله يمكن تعريف المشتقات الجزئية من رتب 
డయ௙
డ௫డ௬ ௫݂௫௬  

  في  المعطاةوالتعريف الرياضي للمشتقات الجزئية من الرتبة الثانية 

  الصورةيكون علي  )°ݕ,°ݔعند النقطة ( .١

الشكل (
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௫݂௫(ݔ°, (°ݕ = ݈݅݉
௛→଴

௫݂(ݔ° + 	ℎ	, (°ݕ	 − ௫݂(ݔ°	, (°ݕ
ℎ

																								(2 − 5) 

௫݂௬(ݔ°	, (°ݕ = ݈݅݉
௛→଴

௬݂(ݔ° + 	ℎ	, (°ݕ −	 ௫݂(ݔ°	, (°ݕ
ℎ

																								(2 − 6) 

௬݂௫	(ݔ°, 0) = ݈݅݉
௞→଴

௫݂(ݔ°	, °ݕ + 	݇) −	 ௫݂(ݔ°	, (°ݕ
݇

																									(2 − 7) 

௬݂௬	(ݔ°, (°ݕ = ݈݅݉
௞→଴

௫݂(ݔ°	, °ݕ	 + 	݇) −	 ௬݂(ݔ°	, (°ݕ
݇

																							(2 − 8) 

  النهايات.في وجود هذه 

  :)١( نظرية

,௬݂௫ كل من المشتقات وكانت D معرفة في المنطقة f(x , y) إذا كانت ௫݂௬, ௬݂௬, ௫݂௫ 
,°ݕموجودة و متصله في جوار النقطة ( ௫݂௬فإن  )°ݔ = ௬݂௫  النقطةعند هذه.  

  :البرهان

  لتكن 
G =݂(ݔ° + 	ℎ, °ݕ + 	݇) − ,	°ݔ)݂ °ݕ + 	݇) − °ݔ)݂	 + 	ℎ	, ݇) − ,°ݔ)݂  (°ݕ

  نعرف الدالتين

∅ = ,	ݔ) (ݕ = ݔ)݂ + ℎ	, (ݕ − ,	ݔ)݂ ,			(ݕ ,	ݔ)߮ (ݕ
= ,	ݔ)݂ ݕ + ݇) − ,	ݔ)݂  (ݕ

  :فإن

G=∅൫ݔ°	, °ݕ + ݇൯ − ,°ݔ)∅ °ݔG=߮൫ , (°ݕ + ℎ	, ൯°ݕ − ,°ݔ)߮ (°ݕ 	− ∗ 

  نحصل علي  ∗)في متغير واحد للمعادلتين( المتوسطة القيمةوبتطبيق نظرية 
ܩ = ,°ݔ)௬∅		ܭ °ݕ + (ଵ݇ߠ

= ݇൛ ௬݂(ݔ° + ℎ	, °ݕ + (ଵ݇ߠ − ௬݂(ݔ°, °ݕ  (1)ൟ				ଵ݇)…ߠ	+
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ܩ = ℎ	߮௫(ݔ° ,ଶℎߠ	+ (°ݕ
= ℎ{ ௫݂(ݔ° + ,ଶℎߠ °ݕ + ℎ) − ௫݂(ݔ° + ,ଶℎߠ  {(2)				…(°ݕ

  ٠ > 2ߠ	>١ ,  ٠ > ଵߠ >١  حيث

  ) نحصل علي ٢) و (١مره أخرى للمعادلتين ( المتوسطةوبتطبيق نظرية القيمة 
G= ℎ݇ ௫݂௬(ݔ° + ,	ଷℎߠ °ݕ + ,(ଵ݇ߠ 0 < ଵߠ < 1,0 < ଷߠ < 1							(3) 

G=ℎ݇ ௬݂௫(ݔ° + ,	ଶℎߠ °ݕ + ,(ସ݇ߠ 0 < ଶߠ < 1,0 < ସߠ < 1							(4) 

   ) نحصل علي ٤( و )٣( من المعادلتين

௫݂௬(ݔ° + ,ଷℎߠ °ݕ + (ଵ݇ߠ = ௬݂௫(ݔ° + ,ଶℎߠ °ݕ +  (ସ݇ߠ

→hعندما  الأخيرة للمعادلةوبأخذ النهايات  0	, ݇ → 0 

 ൤(ݔ°, 	متصلتان	عند	النقطة(°ݕ ௬݂௫	, ௫݂௬أن	وبفرض	൨ نحصل علي  

,°ݔ൫ݕݔ݂					وهو	المطلوب		إثبات ൯°ݕ = ,°ݔ)ݔݕ݂  (°ݕ

  :ملحوظة

௫௬فإن  Dإذا تحققت شروط النظرية عند جميع نقاط المنطقة  = ௬݂௫  تتحقق عند
  . Dجميع نقاط 

    :ةالتفاضل) ٤-٢(

ݔ∆و  z=f(x , y)لتكن  = ݕ∆و  ݔ݀ = علي  x , yهما الزيادة في كل من  	ݕ݀
   بالعلاقةتعطي  zفي  ݖ∆في  الزيادةالترتيب وعليه فإن 

ݖ∆ = ݔ)݂ + ,	ݔ∆ ݕ + (ݕ∆ = ,	ݔ)݂ (ݕ = ∆݂														(2 − 9) 

  فإن Dفي  متصلةمشتقات جزئية  Dفي المنطقة  المعرفة f(x, y)إذ كانت للدالة 

ݖ∆ = ݔ)݂ + ,ݔ∆ ݕ + (ݕ∆ − ,	ݔ)݂  (ݕ
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=f(ݔ + ,ݔ∆ ݕ + (ݕ∆ − ݔ)݂ + ,ݔ∆ (ݕ + ,ݔ)݂ ݕ + (ݕ∆ − ,	ݔ)݂ 2)			(ݕ −
10)			 

  (بند) نحصل علي  المتوسطةنظرية القيمة  وباستخدام

ݖ∆ = ߲݂

ݔ߲
ݔ∆ +

߲݂

ݕ߲
ݕ∆ + ݔ∆1ߝ +  (11-1)                                         ݕ∆2ߝ

ݔ∆وبتعريف  = ݕ∆و  ݔ݀ =   فيكون ݕ݀

ݖ∆ = ݖ߲

ݔ߲
ݔ݀ +

ݖ߲

ݕ߲
 dy+ߝଵ݀ݔ + ݕଶ݀ߝ = ∆݂                                (1-12) 

  من الصفر عندما  ଶߝو ଵحيث تقترب كل مره من 

  تعريف التفاضلة:) ١-٤-٢(

 يسمي التعبير

ݖ݀ = డ௭
డ௫
ݔ݀ + డ௭

డ௬
ݕ݀ أو   ݂݀ = డ௙

డ௫
ݔ݀ + డ௙

డ௬
 ݕ݀

  . fأو التفاضل الكلي للدالة  ةبالتفاضل

݂∆ نلاحظ أن ≠ ݔ∆ذا كانتإ ݂݀ = ݕ∆   ݔ݀ =  ݂݀ كميتين صغيرتين فإن,	ݕ݀
,	ݕ݀ ويسمي كل منت 	݂∆تعتبر تقريبا مناسبا ل  ,	ݔتفاضله  ـب ݔ݀ علي  ݕ

  .الترتيب

  التفاضلات: ىنظريات عل) ٢-٤-٢(

في  متصلةولها مشتقات جزئية  متصلةذكرها هي دوال  التاليةنفرض أن الدوال 
  :فإن ܦالمنطقة 

,	ݔ)݂إذا كانت  ,	ݔ)قابله للتفاضل عند النقطة  (ݕ فتكون متصله عند هذه النقطة  (ݕ
,	ݔ) حيث (ݕ ∈   .ܦ

ݖإذا كانت  = ,ଵݔ)݂ ,ଶݔ … . ,    فإن (௡ݔ
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݂݀ =
߲݂
ଵݔ߲

ଵݔ݀ +
߲݂
ଶݔ߲

ଶݔ݀ +⋯+
߲݂
௡ݔ߲

(1														௡ݔ݀ − 13) 

)݂إذا كانت  ଵ, ,ଶݔ … . , (௡ݔ = ݂݀ثابت ما فإن  ܿحيث  ܿ = في هذه  يلاحظ( 0
,ଵالحالة أن المتغيرات  ଶݔ , … ,   لا يمكن أن تكون كلها متغيرات مستغلة . ௡ݔ

  :)٢( نظرية

,	ݔ)ܯيكون التعبير لكي  والكافيءالشرط الضروري  ݔ݀(ݕ + ,	ݔ)ܰ  ݕ݀(ݕ
  هو ݂تفاضل كلي (تام) للدالة 

ܯ߲
ݕ߲

=
߲ܰ
ݔ߲

 

  :البرهان

ݔ݀ܯالشرط الضروري نفرض أن  +   وعليه فإن ݂تفاضل كلي للدالة  ݕ݀ܰ

ݔ݀ܯ + ݕ݀ܰ =
߲݂
ݔ߲

ݔ݀ +
߲݂
ݕ߲

ݕ݀ = ݂݀ 

ܯأي أن  = డ௙
డ௫
	 , ܰ = డ௙

డ௬
 وبفرض أن الدالة ومشتقاتها الجزئي 

,ݔݕ݂	 ,ݕݔ݂ ,ݕ݂  دوال متصلة فإن ݔ݂

௫݂௬ = ௬݂௫ 

  :الشرط الكافيء

డنفرض أن 
డ௬
= డே

డ௫
  ومنها نجد أن 

,	ݔ)݂ (ݕ = නݔ)ܯ	, ݔ݀(ݕ + න ,	ݔ)ܰ ݕ݀(ݕ
௬

௬°

௫

௫°

																(2 − 14) 

,°ݕحيث    ثابتان إختياريان نلاحظ أن  °ݔ
߲݂
ݕ߲

= න
ܯ߲
߲ܻ

ݔ݀ + ,	°ݔ)ܰ (ݕ
௫

௫°

= න
߲ܰ
ݔ߲

ݔ݀ + ,	°ݔ)ܰ (ݕ
௫

௫°
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= ,	ݔ)ܰ (ݕ − ,	°ݔ)ܰ (ݕ + (ݕ	°ݔ)ܰ = ,	ݔ)ܰ  (ݕ

డوبطريقة مماثلة يمكن أن نثبت أن 
డ௫
= ,	ݔ)ܯ ومن ذلك نجد أنه يمكن كتابه  (ݕ

ݔ݀ܯ +   ةعلي الصور ݕ݀ܰ

ݔ݀ܯ + ݕ݀ܰ =
߲݂
ݔ߲

ݔ݀ +
߲݂
ݕ߲

2)													ݕ݀ − 15) 

  وهذه هي صوره التفاضل التام.

  الجزئي لدالة الدالة: الاشتقاق) ٥-٢(

  :)٣( نظرية

,	ݔ)݂نفرض أن الدالة    ,	ݔقابلة للتفاضل بالنسبة إلي المتغيرين  (ݕ واللذين  ݕ
,	ݑبدورهما دالتين في  ,	ݑوقابلتان للتفاضل بالنسبة لـ  ݒ دالة في  fأي أن الدالة  ݒ

,	ݑمتغيرين    فيكون ݒ
߲݂
ݑ߲

=
߲݂
ݔ߲

∗
ݔ߲
ݑ߲

+
߲݂
ݕ߲

∗
ݕ߲
ݑ߲
									(1) 

߲݂
ݒ߲

=
߲݂
ݔ߲

∗
ݔ߲
ݒ߲

+
߲݂
ݕ߲

∗
ݕ߲
ݒ߲
									(2) 

  :البرهان

ݔلتكن  = ,	ݑ)∅ ,(ݒ ݕ = ,	ݑ)߮ ,(ݑ ݖ = ,	ݔ)݂ ݕ ,	݂وحيث أن كل من  ( ߮	, ∅	 
 ) أن  ( وكما سبق أن أثبتنا في البند للاشتقاققابلة 

           ∆݂ = ߲݂

ݔ߲
ݔ∆ +

߲݂

ݕ߲
ݕ∆ + ݔ∆1ߝ +       (3)								ݕ∆2ߝ

,ଶߝحيث  ,	ݕ∆كل من  تؤولإلي الصفر عندما  تؤول ଵߝ إلي الصفر وعلي ذلك  ݔ∆
  فإن 

߲݂
ݑ߲

= ݈݅݉
∆௨→଴

∆݂
ݑ∆

= ݈݅݉
∆௨→଴

൜
߲݂
ݔ߲

∗
ݔ∆
ݑ∆

+
߲݂
ݕ߲

∗
ݕ∆
ݕ∆

+ ଵߝ
ݔ∆
ݑ∆

+ ଶߝ
ݕ∆
ݑ∆
ൠ 
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=
߲݂
ݔ߲

∗
ݔ߲
ݑ߲

+
߲݂
ݕ߲

∗
ݕ߲
ݑ߲

 

وبفرض  ݑ∆بدلا  ݒ∆) بنفس الطريقة وذلك بوضع ٢وبالمثل يمكن برهنه (
ݒ∆ = 0. 

  :نتيجة

ݔالنظرية السابقة إذا كانت في  = ,(ݐ)∅ ݕ = ,(ݐ)߮ ,	ݔ)݂ حيث الدوال  (ݕ
∅, ߮	,   قابلة للتفاضل فإن: ݂

݂݀
ݐ݀

=
߲݂
ݔ߲

∗
ݔ݀
ݐ݀

+
߲݂
ݕ߲

∗
ݕ݀
ݐ݀
																										(2 − 16) 

ௗويسمي 
ௗ௧
డ௫بالمعامل التفاضلي الكلي للتميز بينه وبين  

డ௬
و డ௙
డ௫

( لأحظ أن التفاضل  

   .ليس جزئياً) ݐبالنسبة إلي 

  :البرهان

  ) نجد أن٣المعادلة ( باستخدام
݂݀
ݐ݀

= ݈݅݉
∆௧→଴

∆݂
ݐ∆

= ݈݅݉
∆௧→଴

൜
߲݂
ݔ߲

∗
ݔ∆
ݐ∆

+
߲݂
ݕ߲

∗
ݕ∆
ݐ∆

+ ଵߝ
ݔ∆
ݐ∆

+ ଶߝ
ݕ∆
ݐ∆
ൠ 

=
߲݂
ݔ߲

∗
ݔ߲
ݐ߲

+
߲݂
ݕ߲

∗
ݕ߲
ݐ߲

 

  :ملاحظات

(التسلسل) وهي ذات أهمية في تحويل  السلسلةتسمي هذه النتائج غالباً بقواعد 
المشتقات من مجموعة متغيرات إلي مجموعة متغيرات أخري ويمكن الحصول 

  .(التسلسل)رتبة بالتطبيق التكرر لقواعد السلسلة  الأعلىعلي المشتقات 
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 قوانين الاشتقاق الجزئي:) ٦-٢(

1. డ
డ௫
൫ܣ.ሬሬሬ⃗ ሬ⃗ܤ ൯ = .ܣ⃗ డ஺

డ௫
+ డ஺

డ௫
. ሬ⃗ܤ 																																					(2 − 17) 

2. డ
డ௫
൫⃗ܣ × ሬ⃗ܤ ൯ = ܣ × డ஻

డ௫
+ డ஺

డ௫
ሬሬሬ⃗ × 2)																																		ܤ − 18) 

3. డమ஺
డ௬డ௫

൫⃗ܣ. ሬ⃗ܤ ൯ = డ
డ௬
൬ డ
డ௫
൫⃗ܣ. ሬ⃗ܤ ൯൰ = డ

డ௬
൤⃗ܣ. డ஻

డ௫
ሬሬሬ⃗ + డ஺

డ௫
ሬሬሬ⃗ . ሬ⃗ܤ ൨ = .ܣ⃗ డ

మ஻
డ௬డ௫
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

+

డ஻
డ௫
ሬሬሬ⃗ + డ஺

డ௫
ሬሬሬ⃗ . డ஻

డ௬
ሬሬሬ⃗ + డమ஺

డ௬డ௫
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

. ሬሬሬሬ⃗		ܤ 																																																												(2 − 19) 

  التفاضلات الكلية:) ٧-٢(

ݕلدالة  ݕ݀		و		ݔ݀لقد سبق وعرفنا التفاضلين  =  لغالمست في المتغير  (ݔ)݂
  بالشكل  ݔالوحيد 

ݔ݀ = ݕ݀	وݔ∆ = ݂ ݔ݀(ݔ)′ =
ݕ݀
ݔ݀

2)													ݔ݀ − 20) 

ݖة الداللتعتبر  = ,ݔ)݂ ف             ولتعر ݔ	و	ݕ في المتغيرين المستقلين (ݕ

ݔ݀	 = ݕ݀	و	ݔ∆ = فقط  ݔدالة في  z  ثابتة فإن ݕتركنا تتغير و ݔفإذا جعلنا  ݕ∆
  ب يعرف ݔبالنسبة  zـ والتفاضل الجزئي ل

݀௫ݖ = ௫݂(ݔ, ݔ݀(ݕ =
ݖ߲
ݔ߲

 ݔ݀

  على انه  ݕ ـبالنسبة ل zـوبشكل مماثل تعرف التفاضل الجزئي ل

݀௬ݖ = ௬݂(ݔ, ݕ݀(ݕ =
ݖ߲
ݕ߲

 ݕ݀

  على انه مجموع التفاضلين الجزئيين أي ݖ݀الكلي  ويعرف التفاضل

ݖ݀ =
ݖ߲
ݔ߲

ݔ݀ +
ݖ߲
ݕ߲

2)															ݕ݀ − 21) 

ݓلدالة  ݓ݀ويعرف التفاضل الكلي = ,ݔ) ,ݕ ,ݖ …… .   ـب (ݐ
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ݓ݀ =
ݓ߲
ݔ߲

ݔ݀ +
ݓ߲
ݕ߲

ݕ݀ +
ݓ߲
ݖ߲

ݖ݀ +⋯
ݓ߲
ݐ߲

2)														ݐ݀ − 22) 

فإن التفاضل الكلي لدالة لعدة متغيرات تعطى  وكما في حالة دالة لمتغير واحد
المتغيرات  على الدالة عندما تكون تزايدات يطرأتقريبا جيدا لتزايد الكلي الذي 

   .المتعددة صغيرة المستقلة

  ة:لقاعدة السلس) ٨-٢(

  مقدمة:) ١-٨-٢(

ଶݔ)يمكننا إيجاد مشتقة  أننامع  + 1)଻ لكن المشروع ليس  ،بفك المقدار الجبري
المقدار الجبري  إنبطريقة قاعدة القوة إذا  لا يمكننا إيجاد المشتقة وأيضا .اًيسار

 رتعميم لقاعدة القوة إلى مقدا إلىنحتاج  ݔـ وليس قوة ل ݔهو قوة الدالة في 
 (ݔ)௡݃القاعدة إذا ما اعتبرنا  هذهسنحصل على مثل  (ݔ)௡݃ جبري على الصورة
 مشابهة لقاعدتي حاصل الجمع إلى قاعدة أولالكن نحتاج  .كدالة تركيبية لدوال

لدالتين بدلالة  ((ݔ)݃)ܨمشتقة الدالة التركيبية  . يمكننا إيجادوحاصل الضرب

  .݃	و݂مشتقتي 

  قاعدة السلسلة:) ٢-٨-٢(

(ݔ)݂دع  = ݖوضع  ((ݔ)݃)݂ =  ݂وكانت  ݔلها مشتقة عند  ݃إذا كانت  (ݔ)݃
 ويكون ݔيكون لها مشتقة عند  ݂، فإن ݔلها مشتقة عند 

݂ (ݔ)′ = ൯(ݔ)௫݂൫݃ܦ = ݂ (ݔ)′݃(ݖ)′ = ݂′൫݃(ݔ)൯݃′(ݔ)																			(2 − 22) 

  .ݔهي دالة في  ((ݔ)݃)݂ليذكرنا بان  ௫ܦيظهر في رمز المشتقة  ݔالدليل 

مما يوسع  الأساسيةمن تعميم كثير من قواعد التفاضل تمكننا سإن قاعدة السلسلة 
  .مدى تطبيقها كثيراً
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  :(࢞)࢔ࢍـ إيجاد المشتقة ل) ٣-٨-٢(
(ݔ)௡݃ܦ = ݊݃௡ିଵ(ݔ)(ݔ)݃ܦ																											2) − 23) 

   .عدد صحيح ݊حيث 

 x تختزل إلى قاعدة القوة عندما تكون (23-2)القاعدة  أنلاحظ  .ليكن ذلك صحيحاً
(ݔ)݃ يجب أن يكونمن الطبيعي  gقابلة للتفاضل عند  =  .ݔ

  :البرهان

ݖإذا وضعنا  = (ݖ)݂وكتبنا  (ݔ)݃ = كالدالة  يمكن اعتبارها (ݔ)௡݃فإن  ௡ݖ
  ݃ب  ݂التركيبية ل

݃௡(ݔ) = ݂൫݃(ݔ)൯ 

(ݖ)′ أنبما  =   فيكون لدينا بقاعدة السلسلة  ௡ିଵݖ݊
(ݔ)௡݃ܦ = ൯(ݔ)௫݂൫݃ܦ = ݂ (ݔ)′݃(ݖ)′ = (ݔ)௡ିଵ݃ݖ݊ = ݊݃௡ିଵ(ݔ)݃′(ݔ) 

  قاعدة السلسلة لدوال الدوال:) ٤-٨-٢(

ݖإذا كانت  = ,ݔ)݂ ولها مشتقتان جزئيتان  ݕ	وݔدالة متصلة في المتغيرين  (ݕ
ݖ߲

ൗ	ݔ߲ , ݖ߲ ݖدالتين قابلتين للاشتقاق  ݕوݔوإذا كانت  ൗݕ߲ = (ݐ)݃ = ℎ(ݐ) 

ௗ௭ويعطى  tدالة في  zيكزن  tوالمتغير 
ௗ௧

بالنسبة  z ـالذي نسميه المشتقة الكلية ل 
  ـب tـ ل

ݖ݀
ݐ݀

=
ݖ߲
ݔ߲

ݔ݀
ݐ݀

+
ݖ߲
ݕ߲

ݕ݀
ݐ݀
																						(2 − 24) 

ـوبشكل مماثل إذا كانت  ݓال = ,ݔ)݂ ,ݕ …,ݖ . دالة متصلة في  (
,ݔمتغيراتال ,ݕ ,ݖ  ݓـ فإن المشتقة الكلية ل tدالة قابلة للاشتقاق في المتغير  ……

  ـتعطى ب tـ بالنسبة ل
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ݓ݀
ݐ݀

=
ݓ߲
ݔ߲

ݖ݀
ݐ݀

+
ݓ߲
ݕ߲

ݕ݀
ݐ݀

+
ݓ߲
ݖ߲

ݖ݀
ݐ݀

+ ⋯																(2 − 25) 

ݖإذا كانت  = ,ݔ)݂ وكانت مشتفتها الجزئية  ݕ	وݔدالة متصلة في المتغيرين  (ݕ

ݖ݀ ⁄ݔ݀ , ݖ݀ دالتين متصلتين في المتغيرين  ݔ	و	ݕمتصلة واذا كانت  ⁄ݕ݀
 أن أي rوs المستقلين 

ݔ = ,ݎ)݃ ݕو(ݏ = ℎ(ݎ,  (ݏ

  وإن: sو rدالة في  ݔفإن 
ݖ߲
ݏ߲

=
ݖ߲
ݔ߲

ݔ߲
ݏ߲

+
ݖ߲
ݕ߲

ݕ߲
ݏ߲

 

  و
ݖ߲
ݎ߲

=
ݖ߲
ݔ߲

ݔ߲
ݎ߲

+
ݖ߲
ݕ߲

ݕ߲
ݎ߲

 

ݓوبشكل مماثل إذا كانت  = ,ݔ)݂ ,ݕ …,ݖ ,ݔمتغير  nدالة متصلة في  ( ,ݕ ,ݖ … 
  وكانت مشتقاتها الجزئية 

ݓ߲
ݔ߲

,
ݓ߲
ݕ߲

,
ݓ߲
ݖ߲

, ……. 

,ݔمتصلة وإذا كانت  ,ݕ ݖ   فإن  ..,r, s, tمتغير مستقلاً  mدوال متصلة في  .…

 
ݓ߲
ݎ߲

=
ݓ߲
ݔ߲

ݔ߲
ݎ߲

+
ݓ߲
ݕ߲

ݕ߲
ݎ߲

+
ݓ߲
ݖ߲

ݖ߲
ݎ߲

+⋯																		(2 − 26) 

ݓ߲
ݏ߲

=
ݓ߲
ݔ߲

ݔ߲
ݏ߲

+
ݓ߲
ݕ߲

ݕ߲
ݏ߲

+
ݓ߲
ݖ߲

ݖ߲
ݏ߲

+ ⋯														(2 − 27) 

  وهكذا....
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  ة القوة المعممة:دقاع) ٩-٢(

  الكسرية ويكون  ݎلكل  (ݔ)௥݃فكذلك تكون  ݔلها مشتقة عند  (ݔ)݃إذا كانت 
(ݔ)௥݃ܦ = 2)											(ݔ)݃ܦ(ݔ)௥ିଵ݃ݎ − 28) 

ݎتختلف عن الصفر إذا كانت  أنيجب  (ݔ)݃بالطبع  < لكي يكون هذا  1
   .صحيحاً

  :البرهان

ع (ݖ)݂د = و௥ݖ = ݖ = (ݔ)௥݃فيكون  (ݔ)݃ = ݂൫݃(ݔ)൯  ݂بما ان (ݖ)′ =

  فيكون لقاعدة السلسلة أن  ௥ିଵݖݎ
(ݔ)௥݃ܦ = ൯(ݔ)௫݂൫݃ܦ = ݂ (ݔ)′݃(ݖ)′ = (ݔ)′௥ିଵ݃ݖݎ =  (ݔ)′݃(ݔ)௥ିଵ݃ݎ

= (ݔ)′௥ିଵ݃ݖݎ =  (ݔ)′݃(ݔ)௥ିଵ݃ݎ

  نظرية الدالة الضمنية:) ١٠-٢(

,f(xالمعادلةتعرف  y, z) متغير واحد وليكنz  كدالة في المتغيرينy	, x  ولذلك
ي ,	xدالة ضمنية في المتغيرين لتميزها عن الدالة الصريحة  zتسم y بحيث 

,f(xأن y, z)	, g(x, y) = تكون  أنوتفاضل الدالة الضمنية ليس صعبا شريطة  0
  متيقظين للمتغيرات المستقلة .

  ليكن لدينا المعادلتين :

ଵ݂(ݔ, ,ݕ (ݖ = 2)	ــــــــــــــــ	0 − 29) 

ଶ݂(ݔ, ,ݕ ,	ݑ (ݒ = 2)	ــــــــــــــــ	0 − 30) 

,ଶ݂الدالتين  أنونفرض  ଶ݂  متصلة عند  الأوليوكل مشتقاتها الجزئية من الرتبة
,	ݔ)النقطة    وان المحددة  : 	ܦفي منطقة ما  (ݕ
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
߲ ଵ݂

ݔ߲
߲ ଵ݂

ݕ߲
߲ ଶ݂

ݔ߲
߲ ଵ݂

ݕ߲ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
										≠ ,	ݔ)		0 (ݕ ∈  ܦ

	y) تعرفان ضمنيا دالتين (30-2) و (29-2فان المعادلتين  ( ,	 x في المتغيرين (
)v	 ,	 u)  بالنسبة  ل  ٢-٣٠) و (29-2) فاذا فاضلنا المعادلتين (v	 ,	 u  

  وباستخدام قاعدة السلسلة فنحصل علي :
߲ ଵ݂

ݑ߲
+	
߲ ଵ݂

ݔ߲
ݔ߲
ݑ߲

+
߲ ଵ݂

ݕ߲
ݕ߲
ݑ߲

= 0 

߲ ଵ݂

ݒ߲
+	
߲ ଵ݂

ݔ߲
ݔ߲
ݒ߲

+
߲ ଵ݂

ݕ߲
ݕ߲
ݒ߲

= 0 

߲ ଶ݂

ݑ߲
+	
߲ ଶ݂

ݔ߲
ݔ߲
ݑ߲

+
߲ ଶ݂

ݕ߲
ݕ߲
ݑ߲

= 0 

߲ ଶ݂

ݒ߲
+	
߲ ଶ݂

ݔ߲
ݔ߲
ݒ߲

+
߲ ଶ݂

ݕ߲
ݕ߲
ݒ߲

= 0 

  : كالآتيويمكن كتابة المعادلات في صيغة مصفوفات 

൦

߲ ଵ݂

ݑ߲
߲ ଵ݂

ݒ߲
߲ ଶ݂

ݑ߲
߲ ଶ݂

ݒ߲

൪ +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
߲ ଵ݂

ݔ߲
߲ ଵ݂

ݕ߲
߲ ଶ݂

ݔ߲
߲ ଶ݂

ݕ߲ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
	൦

ݔ߲
ݑ߲

ݔ߲
ݒ߲

ݕ߲
ݑ߲

ݕ߲
ݒ߲

൪ = 0							(2 − 31)	

  ) نحصل علي :٣مع اعتبار الشرط ( الأخيرةوبحل هذه المصفوفة 

൦

ݔ߲
ݑ߲

ݔ߲
ݒ߲

ݕ߲
ݑ߲

ݕ߲
ݒ߲

൪ =

⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߲ ଵ݂

ݔ߲
߲ ଵ݂

ݕ߲
߲ ଶ݂

ݔ߲
߲ ଶ݂

ݕ߲ ⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
ିଵ

ቂ1 0
0 −1ቃ = ආ

߲ ଵ݂

ݑ߲
߲ ଵ݂

ݒ߲
߲ ଶ݂

ݑ߲
߲ ଶ݂

ݒ߲

ඊ															(2 − 32) 

  :الآتيةالنظرية  إليوهذا العرض يقودنا 
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  			,௨,௩)ୀ଴	,௬	ଶ݂(௫) ٢و ( 			,௨,௩)ୀ଴	,௬	ଵ݂(௫)      ١يكن لدينا الدالتين (

,	xوان جميع مشتقاتها الجزئية بالنسبة للمتغيرات   y	, u, v   عند أي نقطةD           
  متصلة  وان المحددة  :

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
߲ ଵ݂

ݔ߲
߲ ଵ݂

ݕ߲
߲ ଶ݂

ݔ߲
߲ ଶ݂

ݕ߲ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
					≠ 		0							, ,	ݔ) (ݕ 	 ∈  	ܦ		

ݔ) يعرفان   ٢) و (١فان المعادلتين ( = 	 ଵ	(௨	,௩	)		,௬ୀ	௚మ(௨	,௩)  

  بحيث 

൦

ݔ߲
ݑ߲

ݔ߲
ݒ߲

ݕ߲
ݑ߲

ݕ߲
ݒ߲

൪ = −

⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߲ ଵ݂

ݔ߲
߲ ଵ݂

ݕ߲
߲ ଶ݂

ݔ߲
߲ ଶ݂

ݕ߲ ⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
ିଵ

ආ

߲ ଵ݂

ݑ߲
߲ ଵ݂

ݒ߲
߲ ଶ݂

ݑ߲
߲ ଶ݂

ݒ߲

ඊ																	(2 − 33) 

	من المعادلات في عدد   	Kملاحظة : يمكن تعمييم هذه النظرية علي عدد  n	  من
		nالمجاهيل  بشرط      ≥ k  

  :حالات خاصة
	عندما    k = 1   و	 n = 2 ݔ)݂يكون لدينا   أناي	, (ݕ = డ௙و   0

డ௫
≠ وان     0

(	ݔ)ݕ = ௗ௬إلي) تؤول ٤فان العلاقة (  ݕ
ௗ௫
=	− డ௙/డ௫

డ௙/డ௬
  

  : جاكوبيانأومحددة جاكوبيا ) ١١-٢(
  :تعريف

	و     	f(u ,v)اذا كانت الدالتان   g(u ,v)  قابلتين للتفاضل في منطقة ما فان محددة
ቒிீجاكوبي  

௨௩
ቓ J	     إليلهما بالنسبة V , U		  : تعرف كالاتي  
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	ܬ ඄
ܩܨ
	ݒݑ

ඈ =
,ܨ)߲ (ܩ
,ݑ)߲ (ݒ

= ฬܨ௨ ௩ܨ
௨ܩ ௩ܩ

ฬ 									(2 − 34) 

   H (u,v,w) و   G (u,v, w) و   	F (u,v,w) في حالة دوال ثلاث  متغيرات  أما

  كالاتي :   	w, v , u إليفتعرف محددة جاكوبي بالنسبة 

ܬ = ඄
,ܨ ܪ,ܩ
,ݑ 	ݓ,ݒ

ඈ =
,ܨ)߲ ,ܩ (ܪ
,ݑ)߲ ,ݒ (ݓ

= อ
௨ܨ ௩ܨ ௪ܨ
௨ܩ ௩ܩ ௪ܩ
௨ܪ ௩ܪ ௪ܪ

อ								(2 − 35) 

ويظهر هذا المحدد عادة عند تبديل المتغيرات للدوال ذات الاكثر من متغير في 
  العلاقة بين التفاضلات . ايجاد

  :شتقات الجزئية باستعمال جاكوبيانالم) ١٢-٢(

جاكوبيان عادة يبرهن فائدته في الحصول علي المشتقات الجزئية للدوال الضمنية 
  . فمثلا اذا كان لدينا المعادلات الاتية : 

F (x,y,u,v)  =  0  ,  G ( x,y,u ,v)    = 0 

	أنعموما يمكن اعتبار  u	 ,	 v	  دالتان لمقدارين	 x	 ,y	   وفي هذه الحالة يكون
  :عندنا

ݑ߲
ݔ߲

= −

ப(ி,ீ)
ப(௨,௩)
ப(ி,ீ)
ப(௨,௩)

	و ݑ߲
ݕ߲

= −

ப(ி,ீ)
ப(௨,௩)
ப(ி,ீ)
ப(௨,௩)

													(2 − 36) 

  السابقة يمكن امتدادها بسهولة فمثلا اعتبرنا المعادلات الاتية  : الأفكار

F(u,v,w,x,y) = 0  ,   G(u,v,w,x,y) = 0  ,  H(u,v,w,x.y) =  0 

  في هذه الحالة :  y, x	كدوال للمقادير    	u, v, w أنفمثلا يمكننا اعتبار 
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ݑ߲
ݔ߲

= −

ப(ி,ீ,ு)
ப(௫,௩,௪)
ப(ி,ீ,ு)
ப(௫,௩,௪)

	و ݑ߲
ݕ߲

= −

ப(ி,ீ,ு)
ப(௬,௩,௪)
ப(ி,ீ,ு)
ப(௬,௩,௪)

 

  نتائج متشابهة لبقية المشتقات الجزئية 

  جاكوبي:نظريات علي محددة ) ١-١٢-٢(

	اذا كانت   )١ F ( u, v, x, y)    و	 G (u, v, x, y)	  دالتين قابلتين للتفاضل في
ப(ி,ீ)منطقة فان :   

ப(௨,௩)
	≠ يعطي شرطا ضروري وكافي لحل المعادلتين    	0		

	المذكورتين لتعيين  v, u   (علي سبيل المثال) وتكون النتائج صحيحة لمعادلات
	 m < nحيث  	nفي متغيرات عددها   	m	عددها 

وبحل هاتين المعادلتين نحصل     y = y(u, v)و   X= X( u, v)اذا كانت   )٢
	ويكون لدينا   	v = v (x, y)	و     u= u (x, y)	علي 

,ݔ)߲ (ݕ
,ݑ)߲ (ݒ

	و ,ݑ)߲ (ݒ
,ݔ)߲ (ݕ

 

  . الآخروكلاهما مقلوب 
	اذا كانت  )٣ g	 ,x	     دالتين في المتغيرين	 v	 ,	 u	 	بينما   	 v	 ,	 u	   دالتين في

	فان :   	r	,	s		المتغيرين 
1) 	

,ݔ)߲ (ݕ
,ݎ)߲ (ݏ

=
,ݔ)߲ (ݕ
,ݑ)߲ (ݒ

,ݑ)߲ (ݒ
,ݎ)߲ (ݏ

	

  وهذا هو مثال قاعدة السلسلة لمحددة جاكوبي 

	اذا كانت  )٤ F (x, y)     وv=g (x, y)   فان الشرط الضروري والكافي لوجود
,ݑ)∅العلاقة الدالية   (ݒ = డ(௫,௬)تكون   أنهو   0

డ(௨,௩)
= 	تطابقيا . 0
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	اذا كانت الدوال  )٥ u ( x, y, z)    و	 v( x, y, z)	   وw ( x, y, z)	  دوال
	غير مستقلة خطيا فان  :  	z, y , x	مستقلة خطيا وكانت المتغيرات 

,ݑ)∂ ,ݒ (ݓ
,ݔ)߲ ,ݕ (ݖ

= 0	 

  نظرية معكوس الراسم:) ١٣-٢(
	ليكم لدينا الدالتان :  F2 = F2  ( x, y, u, v)    وF1 = F1  ( x, y, u, v)  وبإعادة

  كتابتها علي الصورة 
F1  ( x, y, u, v) – F1  = 0 

	,v	بدلالة تفاضلات   	x	,	y		وباستخدام نظرية الدالة الضمنية نحصل علي تفاضل 

u		 علي الشكل:   ቦ

డ௨
డ௫

డ௨
డ௬

డ௩
డ௫

డ௩
డ௬

ቧ = ቦ

డ௨
డ௫

డ௨
డ௬

డ௩
డ௫

డ௩
డ௬

ቧ

ିଵ

ቒ−1 0
0 −1ቓ = ቦ

డ௨
డ௫

డ௨
డ௬

డ௩
డ௫

డ௩
డ௬

ቧ

ିଵ

	  

  النظرية التالية : نظرية : ليكن لدينا الداللتين إليوهذا يقود 
	(x,	 y,	 u,	 v)١f   و	 f2	 (x,	 y,	 u,	 v)	   الأوليمشتقاتها من الرتبة  أنوبفرض 

  وان المحددة   	v0)	u0,	y,	p(x0,	متصلة عند اي نقطة 

⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݑ߲
ݔ߲

ݑ߲
ݕ߲

ݒ߲
ݔ߲

ݒ߲
⎥ݕ߲
⎥
⎥
⎥
⎤

௣

	≠ 		0 

  فان: 

ආ

ݔ߲
ݑ߲

ݔ߲
ݒ߲

ݕ߲
ݑ߲

ݕ߲
ݒ߲

ඊ

௣

=

⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݑ߲
ݔ߲

ݑ߲
ݕ߲

ݒ߲
ݔ߲

ݒ߲
⎥ݕ߲
⎥
⎥
⎥
⎤

௣

ିଵ
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  الفصل الثالث

  ةـات الجزئيـات في المشتقـتطبيق

  :تطبيقات في الهندسة) ١-٣(
  :المستوى المماس لسطح) ١-١-٣(

,ݔ)ܨإذا فرضنا  ,ݕ تفاضلية مستمرة  fسنعتبر أن الدالة  sهي معادلة السطح  (ݖ
عند النقطة  sإيجاد معادلة المستوى المماس للسطح  نريد أننانفرض 

,଴ݔ)ܲ ଴ݕ , ଴ܰعند هذه النقطة sالعمود المتجه على السطح  (଴ݖ =  الرمز ௉|ܨߘ
يشير إلى أن معدل التغير العمودي يحسب عند  Pالدليل السفلي وهو 

,଴ݔ)ܲ	النقطة ଴ݕ ,   .(଴ݖ
,ݎإذا كان  في المستوى  Qين على الترتيب من النقطة هما المتجهين المرسوم ଴ݎ

  فإن معادلة المستوى هي 
ݎ) − (଴ݎ ଴ܰ = ݎ) − ௉|ܨߘ(଴ݎ 															(3 − 1) 

ݎ أنبما  −   في الصورة العمودية هذا سيكون  ଴ܰعمودي على ଴ݎ
ܨ߲
ݔ߲

|௥(ݔ − (଴ݔ +
ܨ߲
ݕ߲

|௥(ݕ − (଴ݕ +
ܨ߲
ݖ߲

|௥(ݖ − (଴ݖ = 0													(3 − 2) 

العمودي على  الأضلاعبإحداثيات منحنى  معادلة السطحوفي حالة إعطاء 
,ଵݑ)݂الصورة ,ଶݑ (ଷݑ = 0.  

  الخط العمودي على السطح:) ٢-١-٣(

,଴ݔ)Pعند النقطة  sنريد معادلات الخط العمودي على السطح  أننانفرض  ,଴ݕ  (଴ݖ
,ݔ)ܳهو المتجه المرسوم من النقطة  r أنفرضا  إذا ,ݕ فنجد  ଴ܰعلى العمود  (ݖ



42 
 

X 

Z 

Y 

r 

 

	ఖݎ

c 

ఖܶ 

G(x, y, z) 

 

,ఖݔ)݌ ,ఖݕ  (ఖݖ

O 

ݎ	ـال أن − ݎ)଴ܰنفس الخط مع  في଴ݎ − (଴ݎ × ଴ܰ = ݎ) − (଴ݎ × وفى  ௉|ܨߘ
  الصورة العمودية فإن هذا سيكون 

ݎ − ଴ݎ
డி
డ௫
|௉

=
ݕ − ଴ݕ
డி
డ௬
|௉

=
ݖ − ଴ݖ
డி
డ௭
|௉

																							(3 − 3) 

 z قيم وبالحل لايجاد)  tأو uمثل ( (متغير) النسب مساويا لبارامتر هذهويوضع كل 

,y ,x  البارامتريه للخط تعطينا المعادلات.  

  خط التماس المنحنى:) ٣-١-٣(

 المعادلات البارمترية أننفرض 
في الشكل هي  cللمنحنى 
ݖ = ℎ(ݑ)  ݕو = ݔو(ݑ)݃ =

 h, g ,f أنيث سنفترض ح (ݑ)݂
لم  دوال تفاضلية مستمرة ما

نوجد  أنيذكر غير ذلك. نريد 
المعادلات لخط التماس للمنحنى 

c  النقطة عندp ,଴ݔ) ,଴ݕ  (଴ݖ
ݑحيث  =   ଴ݑ

  إذا كانت 
ܴ = ݅(ݑ)݂ + ݆(ݑ)݃ + ℎ(ݑ)݇																						(3 − 4) 

  يعطى بالعلاقة  pعند النقطة  cمتجهاً مماساً للمنحنى 

଴ܶ =
ܴ݀
ݑ݀

|௥																																			(3 − 5) 

 )١-٣الشكل (
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,ݎوإذا كانت  إلى النقطة  Oالمرسومين على الترتيب من  جهينتيدلان على الم ଴ݎ
,଴ݔ)ܲ ଴ݕ , ,ݔ)ܳوالنقطة  (଴ݖ ,ݕ ݎن أعلى خط التماس، حينئذ بما  (ݖ − في  ଴ݎ
  فيكون لدينا  ଴ܶنفس الخط مع 

ݎ) − .(଴ݎ ଴ܶ = ݎ) − .(଴ݎ
ܴ݀
ݑ݀

|௉ = 0																(3 − 6) 

  وفي الصورة العمودية هذا يصبح 
ݔ − ଴ݔ
(଴ݑ)′݂

=
ݕ − ଴ݕ
(଴ݑ)′݃

=
ݖ − ଴ݖ
ℎ′(ݑ଴)

															(3 − 7) 

   uمساوية لمقدار  يمكن الحصول عليها بوضع كل نسبة ةمتريالصورة البار

  معطى كتقاطع سطحين معادلتهما  cإذا كان المنحنى 
,ݔ)ܨ ,ݕ (ݖ = 0	, ,ݔ)ܩ ,ݕ (ݖ = 0 

  فإن المعادلات المناظرة لخط التماس هي 
ݔ − ଴ݔ

ฬ ௬݂ ௭݂
݃௬ ݃௭

ฬ
௉

=
ݕ − ଴ݕ

ฬ ௭݂ ௫݂
݃௭ ݃௫

ฬ
௉

=
ݖ − ଴ݖ

ฬ ௫݂ ௬݂
݃௫ ݃௬

ฬ
௉

											(3 − 8) 

في حالة  نتيجة مشابهة إيجاد. يمكن لمحددات في المعادلات هي جاكوبياا أنلاحظ 
  .الأضلاعمنحنى  ن بدلالة إحداثياتالسطحي إعطاء

  المنحني ىالمستوى العمودي عل) ٤-١-٣(

 عند النقطة cنريد إيجاد معادلة للمستوى العمودي للمنحنى  أننانفرض 
,଴ݔ)ܲ ଴ݕ , عند هذه  c(أي ان مستوى عمودياً على خط التماس للمنحنى  (଴ݖ

,ݔ)إلى أي نقطة  Oهو المتجه من  r. بأخذ النقطة) ,ݕ ، على هذا المستوى(ݖ
ݎويترتب على ذلك آن  −   إذن المعادلة المطلوبة هي  ଴ܶتكون عمودية على  ଴ݎ

ݎ) − (଴ݎ × ଴ܶ = ݎ) − (଴ݎ ×
ܴ݀
ݑ݀

|௥ = 0										(3 − 9) 
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  تصبح في الصورة العمودية هذه
ݔ)(଴ݑ)′ܨ − (଴ݔ + ݕ)(଴ݑ)′݃ − (଴ݕ + ℎ′(ݑ଴)(ݖ − (଴ݖ = 0									(3 − 10) 

  البارامترية وهي المعادلات  عند وجود المنحى بصور
ݖ = ℎ(ݑ)	, ݕ = ,	(ݑ)݃ ݔ =  (ݑ)ܨ

,ݔ)ܩالمنحنى بالدالتين  عند تعريف ,ݕ (ݖ = 0	, f ,ݔ) ,ݕ (ݖ =  فإن الصورة 0
  تصير  العمودية

ฬ ௬݂ ௭݂
݃௬ ݃௭

ฬ
௉
ݔ) − (଴ݔ + ฬ ௭݂ ௫݂

݃௭ ݃௫
ฬ
௉
ݕ) − (଴ݕ + ฬ ௫݂ ௬݂

݃௫ ݃௬
ฬ
௉
ݖ) − (଴ݖ

= 0																																(3 − 11) 

  :الأغلفة) ٢-٣(

,ݔ)∅إذا كانت  ,ݕ يوجد  ݕ	ݔهي أسرة متغير واحد من المنحنيات في المستوى  (∝
وبحيث أن كل  الأسرة ييكون مماساً عند كل نقطة لعضو ما فالذي  Eمنحى 

 فمعادلته يمكن Eوجد المنحى . إذا  Eيكون مماساً للمنحى  عضو من المجموعة
  انيناً  الآتيةبحل المعادلات  إيجادها

,ݔ)∅ ,ݕ ∝) = 0	, ,ݔ)∝∅ ,ݕ ∝) = 0					 

   .)الأسرةغلاف المجموعة ( يسمى Eو 

,ݔ)∅يمكن امتداد النتيجة لتعين الغلاف الأسرة ذات متغير واحد للسطوح  ,ݕ ,ݖ ∝) 
  هذا الغلاف يمكن إيجاده من 

,ݔ)∅ ,ݕ ,ݖ ∝) = 0	, ,ݔ)∝∅ ,ݕ ,ݖ ∝) = 0 

  .إجراؤها(برامترات) يمكن  أكثرذات متغيرين أو  وامتداد ذلك على أُسر
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  الاتجاهية: المشتقات) ٣-٣(
  :تعريف

ܣ⃗ أنمن متغير بحيث  أكثر متجه يعتمد على ሬሬሬ⃗إذا كان  = ,ݔ)ܣ⃗ ,ݕ   فإن (ݖ
ܣ݀
ݔ݀

ሬሬሬሬሬ⃗
= ݈݅݉

௛→଴

ݔ)ܣ + ℎ, ,ݕ (ݖ − ,ݔ)ܣ ,ݕ (ݖ
ℎ

 

ܣ݀
	ݕ݀

ሬሬሬሬሬ⃗
= ݈݅݉

௛→଴

,ݔ)ܣ ݕ + ℎ, (ݖ − ,ݔ)ܣ ,ݕ (ݖ
ℎ

 

ܣ݀
ݖ݀

ሬሬሬሬሬ⃗
= ݈݅݉

௛→଴

,ݔ)ܣ ,ݕ ݖ + ℎ) − ,ݔ)ܣ ,ݕ (ݖ
ℎ

 

كما عرفت في التفاضل وعلى سبيل تعرف  أنوالمشتقات العليا للاشتقاق يمكن 
  نأخذ: التوضيح

 xوالثاني بالنسبة ل  xبالنسبة ل  الأول, الاشتقاق الجزئي الثاني

߲ଶܣ
ଶݔ߲
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗

=
߲
ݔ߲

൥
ܣ߲
ݔ߲

ሬሬሬሬሬ⃗
൩ 															(3 − 11) 

 ݕوالثاني بالنسبة ل xبالنسبة ل  الأولالجزئي الثاني .  الاشتقاق

߲ଶܣ
ଶݕ߲
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗

=
߲
ݔ߲

൥
ܣ߲
ݔ߲

ሬሬሬሬሬ⃗
൩ 																	(3 − 12) 

  الانحدار أو الميلان:) ٤-٣(
  :تعريف
,ݔ)∅ليكن  ,ݕ قابل للانشقاق لكل نقطة تنتمي الى مستوى محدد في معرف و (ݖ

  ∅ߘالذي يرمز له بالرمز  ∅فإن انحدار  الفضاء
  يعطى حسب العلاقة التالية 

∅ߘ =
߲∅
ݔ߲

݅ +
߲∅
ݕ߲

݆ +
߲∅
ݖ߲

݇												(3 − 13) 

   .متجه  ࢺ∅ :ملاحظة
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  :ملاحظة
ሬሬሬ⃗في اتجاه وحدة المتجه  ࢺ∅مركب المتجه   يعطى حسب العلاقة التالية  	

.	ܣ⃗   .ܣ⃗في اتجاه  ∅المشتقة المتجه ل بويسمى  ∅ߘ
  ∶قاعدة

  كل منها اقتران غير متجه وقابل للاشتقاق فإن  ∅و ߮إذا كان 
∅)ߘ + ߮) = ∅ߘ + 	߮ߘ

  النهاية العظمى والنهاية الصغرى:) ٥-٣(
,଴ݔ)النقطة  تسمى نقطة عظمى نسبية أو نقطة صغرى نسبية للدالة  (଴ݕ

,ݔ)݂ ଴ݔ)ܨعلى الترتيب طبقاً لما إذا كانت القيمة  (ݕ + ℎ, ଴ݕ + ݇) ≥ ,଴ݔ)݂  (଴ݕ
଴ݔ)ܨ أو القيمة + ℎ, ଴ݕ + ݇) ≤ ,଴ݔ)݂	 ,ℎ لكل  (଴ݕ 0بحيث ݇ < |ℎ| < ,ߜ 0 <

|݇| <   عدداً موجباً صغيراً صغراً كافياً. ߜعندما تكون  ߜ
,ݔ)݂الشرط اللازم لكي تكون  لها نهاية عظمى نسبية أو نهاية صغرى  (ݕ

  نسبية هو 
ܨ߲
ݔ߲

= 0																,							
ܨ߲
ݕ߲

						→ 															 (3 − 14)	

,଴ݔ)كانت النقطة  إذا  كانت حرجة) وإذا نقطة ) (تسمى14-3تحقق معادلات ( (଴ݕ
  معرفة بالمقدار  ∆

∆= 	ቆ
߲ଶܨ
ଶݔ߲

ቇቆ
߲ଶܨ
ଶݕ߲

ቇ − ቆ
߲ଶܨ
ݕ߲ݔ߲

ቇ
ଶ

อ
(௫బ,௬బ)

														(3 − 15) 

     فإن 

,଴ݔ) .١ >∆هي نقطه عظمى نسبه  إذا كانت (଴ݕ 0 

،డ
మி

డ௫మ
ቚ
(௫బ,௬బ)

< డأو0
మி

డ௬మ
ቚ
(௫బ,௬బ)

< 0 

,଴ݔ) .٢ <∆هي نقطه صغرى نسيه اذا كان(଴ݕ 0 
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డమி
డ௫మ

ቚ
(௫బ,௬బ)

> 0 أو  డ
మி

డ௬మ
ቚ
(௫బ,௬బ)

> 0 

,଴ݔ) .٣ ليست نقطة عظمى نسبية وليست نقطة صغرى نسبية إذا كانت  (଴ݕ
∆< ,଴ݔ)فإن النقطة  0    .احياناً تسمى نقطة راكبة (଴ݕ

=∆كانت  إذا .٤ هذه الحالة  فيفلا يمكن الحصول على أية معلومات ( 0
  .)تقدما أكثريكون من الضروري إجراء بحث 

  -:ات العظمى والصغرى يطريقه مضروبات لاجرانج للنها) ١-٥-٣(
,ݔ)݂ القيم الصغرى النسبية للدالة أوطريقة للحصول على القيم العظمى  ,ݕ  (ݖ

,ݔ)∅معرضة لشروط مفيدة ,ݕ   (ݖ
  تتكون من تكوين الدالة المساعدة 

,ݔ)ܩ ,ݕ (ݖ = ,ݔ)ܨ ,ݕ (ݖ + ,ݔ)∅ࣅ ,ݕ 3)											(ݖ − 16) 

  الآتيةالمعرضة للشروط 
ܩ߲
ݔ߲

= 0	,
ܩ߲
ݕ߲

= 0	,
ܩ߲
ݖ߲

= 0 

البارامتر (المقدار  .للنهايات العظمى والصغرى النسبيةوهذه الشروط ضرورية 
   . جرانج)تسمى مضروب لاX,Y,Z(المستقل عن القيم ࣅالمتغير القيمة )

وجد القيم العظمى والقيم الصغرى ن أن أردنا فإذايمكن تصميم الطريقة . -
,ଵݔ)݂النسبية لدالة  ,ଶݔ ,ଷݔ … . .   الشروط المفيدة  تحت (௡ݔ

∅ଵ(ݔଵ, …… . . (௡ݔ = 0	, ∅ଶ(ݔଵ, …… . (௡ݔ = 0…… . . ∅௞(ݔଵ, …… . (௡ݔ = 0 
,ଵݔ)ܩ ,ଶݔ ,ଷݔ … . . (௡ݔ = ܨ + ૚∅૚ࣅ + ૛∅૛ࣅ +⋯+  ࢑∅࢑ࣅ

  تحت الشروط 
ܩ߲
ଵݔ߲

= 0	,
ܩ߲
ଶݔ߲

= 0	, …… . . ,
ܩ߲
௡ݔ߲

= 0 

,ଵحيث  ,ଶߣ …… . ,ଵالمستقلة عن  ௞ߣ ,ଶݔ …… . هي مضروبات  ௡ݔ
  جرانج.لا
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  الفصل الرابع

  تطبيقــات

  :مثــال) ١-٤(

  إذا كانت 
(ݔ)݂ = ଶݔ + 3 

(ݔ)݃ = ଶݔ3 − 2 

  جد:
(1) ݂(3) 																														= 	 (3)ଶ + 3 = 12 

 (ܮ3)݂(2)

    = ଶ(ܮ3) + 3 = ଶܮ9 + 3 

(3) ݂൫݃(ݔ)൯ 

 = ଶݔ3)݂ − 2) 

 = ଶݔ3) − 2)ଶ + 3 

 = ସݔ9 − ଶݔ12 + 4 + 3 

  = ସݔ9 − ଶݔ12 + 7 

  :مثال) ٢-٤(

(ݔ)݂إذا كانت  = ଶݔ3) + (ݔ)݃و (ݔ4 = ଶݔ4) +   فاوجد: (15
(ݔ)݂]ܦ /1 +  [(ݔ)݃

ଶݔ3]ܦ + ݔ4 + ଶݔ4 + 15] 

= ݔ6 + 4 + ݔ8 + 0 

(ݔ)݂]ܦ /2 −  	[(ݔ)݃

= ଶݔ3]ܦ + ݔ4 − ଶݔ4 − 15] 

= ݔ6 + 4 − ݔ8 − 0 
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.(ݔ)݂]ܦ /3  [(ݔ)݃

= ଶݔ3) + .(ݔ4 ݔ8 + ଶݔ4) + 15). ݔ6) + 4) 

= ଷݔ24 + ଶݔ32 + ଷݔ24 + ଶݔ16 + ݔ90 + 60 

 

ܦ /4 [௙(௫)]
[௚(௫)]

= ଷ௫మାସ௫
ସ௫మାଵହ

 

=
ଶݔ4) + 15). ݔ6) + 4) − ଶݔ3) + .(ݔ4 ݔ8

ହݔ4) + 15)ଶ
 

=
ݔ90 + 60 − ଶݔ8

ଶݔ4) + 15)ଶ
 

  :مثــال) ٣-٤(

  اوجد نهاية 

ܽ]					 lim
௫→ଵ଴

൬−
3
4
൰ = −

3
4
																											ܾ]			 lim

௫→(ିଷ)
6.5 = 6.5						 

  : جد نهاية كل مما يأتيمثــال) ٤-٤(
ܽ]					 lim

௫→ିଶ
ସݔ) − ଷݔ2 + ଶݔ5 + ݔ3 − 3) 

= (−2)ସ − 2(−2)ଷ + 5(−2)ଶ + 3(−2) − 3 

16 + 16 + 20 − 6 − 3 = 43 

 

ܾ]						l lim
୶→଴

ଷݔ3) − ଶݔ5 + 10) = 3(0)ଷ − 5(0)ଶ + 10
.

=10 

  : جد نهاية كل مما يأتيمثــال) ٥-٤(

ܽ]						 lim
௫→ଵ଴

ݔ) − 10)ଶ

ݔ + 10
=
(10 − 10)ଶ

10 + 10
=

0
20

= 0 

ܾ]							 lim
௫→ିଶ

ହݔ) + 1)ଶ

ସݔ
=
(−32) + 1
(−2)ସ

=
−31
16

 

ܿ]							 lim
௫→ସ

ଶݔ + ݔ2 + 3
ݔ + 4

=
16 + 8 + 3
4 + 4

=
27
8
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݀]						 lim
௫→ଶ

ଷݔ − 8
ݔ − 2

= lim
.

ݔ) − ଶݔ)(2 + ݔ2 + 4)
ݔ − 2

 

= lim
.
ଶݔ) + ݔ2 + 4) = 4 + 4 + 4 = 12 

  : جد نهايةمثـال) ٦-٤(

lim
௫→ଽ

ݔ − 9
ݔ√ − 3

 

  باستخدام طريقة التحليل؟؟؟
9 − 9
√9 − 3

=
0
0

 

⇒	 lim
௫→ଷ		

ݔ − 9
ݔ√ − 3

	=
lim
௫→ଽ

൫√ݔ − 3൯൫√ݔ − 3൯

ݔ√ − 3
= lim

௫→ଽ		
ݔ√ + 3	 

= √9 + 3 = 6 

  جد نهاية

lim	
௫→ଽ		

	
ݔ − 9
ݔ√ − 3

 

  الحـل:

  باستخدام طريقة الضرب في المرافق

lim
௫→ଽ

ݔ − 9
ݔ√ − 3

	×
ݔ√ + 3
ݔ√ + 3

.

= lim
௫→ଽ

ݔ) − 9)൫√ݔ + 3൯
ݔ − 9

	 = lim
௫→ଽ		

൫√ݔ + 3൯ 

√9 + 3 = 6 

  : جد نهاية كل مما يأتيمثـال) ٧-٤(
ܽ]					 lim

௫→ஶ
ଽݔ3 = 3 lim

௫→ஶ
ଽݔ = 3(∞) = ∞ 

ܾ]						 lim
௫→ஶ

|ଵଶݔ11−| = −11 lim
଴
ଵଶݔ = −11(∞) −∞ 
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ܿ]				 lim
௫	→ିஶ	

ଽݔ3 = 3 lim
௫→ஶ

ଽݔ = 3(−∞)ଽ = −∞ 

  ؟؟؟ x: جد نهاية كل من الاقترانات عند قيم مثـال) ٨-٤( 

(ݔ)ܨ				[ܽ = ݔ2| − ݔ																		|5 =
5
2

 

  :الحل

lim
௫→(ଶ.ହ)ష

(ݔ)ܨ = lim
଴
ݔ2− + 5 = −2 ൬

5
2
൰ − 5 ⟹ lim

଴
(ݔ)ܨ = 5 − 5 = 0 

  : جد نهاية كل من مثـال) ٩-٤(

i]lim௫→ఱ
మ
ݔ2| − 5| = ቚ2 × ହ

ଶ
− 5ቚ = 0 

݅݅]				 lim
௫→ଷ

ଶݔ| − ݔ9 + 18| = |9 − 27 + 18| = 0 

݅݅݅]				 lim
௫→଺

ଶݔ| − ݔ9 + 18| = |36 − 54 + 18| = 0 

  : ابحث عن اتصال كل من مثـال) ١٠-٤(

(ݔ)ܽ					[ܽ
ݔ − 3
|ݔ| − 3

																																	ܾ]			
ଶݔ + ݔ3
ݔ + 3

 

  : الحل

(ݔ)݃    كثير الحدود من الدرجة الأولى متصل = ݔ − 3  

(ݔ)R            ℎمتصل على  = |ݔ| − 3  

  : مثـال) ١١-٤(
ݔ       اوجد المشتقة الأولى للدالة = ඥ1ݕ −   ଶݕ

  :الحل
ଶݔ	بتربيع الطرفين ينتج أن  = ଶ(1ݕ − ଶݔومنها يكون  (ଶݕ = ଶݕ −   ସݕ

ݔ2 = ݕ2
ݕ݀
ݔ݀

− ଷݕ4
ݕ݀
ݔ݀

																					 ∴ 		
ݕ݀
ݔ݀

ݕ2] − [ଷݕ4 =  ݔ2
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∴ 		
ݕ݀
ݔ݀

=
ݔ2

ݕ2 − ଷݕ4
=

ඥ1ݕ2 − ଶݕ

1)ݕ2 − (ଶݕ2
 

  :مثـال) ١٢-٤(

  باستخدام النظرية أو التعريف اوجد المشتقة الأولى الآتية:
(ݔ)ܨ = ଷݔ +  (1)____________				ݔ

  :الحل

  باستخدام المتزايدات
ݕ3 + ݕ∆ = ݔ)ܨ + (ݔ∆ = ݔ) + ଷ(ݔ∆ + ݔ) +  (2)	________			(ݔ∆

ݔ)ملحوظة: قبل عملية الطرح يجب فك الأقواس مثل القوس  +   كما يلي: (∆
ݕ + ݕ∆ = ݔ)ܨ + (ݔ∆ = ݔ) + ݔ)(ݔ∆ + ଶ(ݔ∆ + ݔ) +  (ݔ∆

= ݔ) + ଶݔ)(ݔ∆ + ݔ∆ݔ2 + (ଶݔ∆ +	 ݔ) +  (ݔ∆

∵ ݕ + ݕ∆ = ݔ)ܨ + (ݔ∆
= ଷݔ + .ଶݔ2 ݔ∆ + .ݔ ଶݔ∆ + .ଶݔ ݔ∆ + .ݔ2 ଶݔ∆ + ଷݔ∆ + ݔ
+  ݔ∆

∴ ݕ + ݕ∆ = ݔ)ܨ + (ݔ∆
= ଷݔ + .ଶݔ3 ݔ∆ + .ଶݔ3 ଶݔ∆ ଷݔ∆.+ + ݔ +  (3)___	ݔ∆

  ) ينتج أن٢) و (١وبالطرح ما بين المعادلتين (
∴ ݕ + ݕ∆ − ݕ = ଷݔ + .ଶݔ3 ݔ∆ + .ݔ3 ଶݔ∆ +. ଷݔ∆ + ݔ + ݔ∆ − ଷݔ −  ݔ

∴ ݕ∆ = ݔ)ܨ + (ݔ∆ − (ݔ)ܨ = ଶݔ3)ݔ∆ + ݔ∆ݔ3 + ଶݔ∆ + 1)	______(4) 

اية لها وإيجاد النه ݔ∆) على ٤يمكن إيجاد المشتقة الأولى وذلك بقسمة المعادلة (
  تؤول إلى الصفر كما يلي ݔ∆عندما 

ݕ̀ = lim
∆௫→଴

ݕ∆
ݔ∆

= lim
∆௫→଴

ݔ)ܨ + (ݔ∆ − (ݔ)ܨ
ݔ∆

 

= lim
∆௫→଴

ଶݔ3)ݔ∆ + .ݔ3 ݔ∆ + ଶݔ∆ + 1)
ݔ∆
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ݕ̀ = lim
∆௫→଴

ଶݔ3 + .ݔ3 ݔ∆ + ଶݔ∆ + 1 = ଶݔ3 + 1 

بالصفر ويمكن التأكد من صحة الحل بالتفاضل  ݔ∆وذلك بالتعويض عن أي قيمة 
  المباشر كما يلي

ݕ =
(ݔ)ܨ	݀
ݔ݀

=
ଷݔ)݀ + (ݔ

ݔ݀
= ଶݔ3 + 1 

  وهو المطلوب إثباته.

  :مثـال) ١٣-٤(

,ݎ)ܨالمعادلة لسطح في صورة إحداثيات كروية هي  ,ߠ  Fحيث سنفرض أن  (߶
  دالة تفاضلية مستمرة.

,	ఖߠఖݎ)(أ) اوجد معادلة مستوى المماس للسطح عند النقطة  ߶).  

ݒ(ب) اوجد معادلة المستوى المماس للسطح  = 4 cos   عند النقطة ߠ

൬2√2	,
ߨ
4
,						

ߨ3
4
൰ 

(جـ) اوجد فئة المعادلات للخط العمودي على السطح في الجزء (ب) النقطة 
  المشار إليها.

  بإحداثيات منحنى الأضلاع العمودية. ߶(أ) الانحدار للمقدار 

∇߶ =
1
ℎଵ
		
߲߶
ଵݑ߲

	݁ଵ +
1
ℎଶ
		
߲߶
ଶݑ߲

	݁ଶ +
1
ℎଷ
		
߲߶
ଷݑ߲

	݁ଷ 

  حيث

݁ଵ =
1
ℎଵ
		
߲߶
ଵݑ߲

	 , ݁ଶ =
1
ℎଶ
		
߲߶
ଶݑ߲

	,			݁ଷ =
1
ℎଷ
		
߲߶
ଷݑ߲

	 

  باستخدام الجاكوبيات في إحداثيات كروية.
ଵݑ = ,ݎ ଶݑ = ଷݑ				,ߠ = ߶, ℎଵ = 1, ℎଶ = ,ݎ ℎଷ = ݎ sin ߠ , ݎ = ݅ݔ + ?ܬݕ ? ?	 
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ܭܼ = ݎ sin ߠ cos߶݅ + ݎ sin ߠ ݎ sin ܬ߶ + ݎ cos  	ܭߠ

  ويكون

൝
݁ଵ = ݎ sin ߠ cos ߶݅ + ݎ sin ߠ ݎ sin߶ܬ + cos ܭߠ
݁ଶ = cosߠ cos߶݅ + cos ߠ sin߶ܬ − sin 								ܭߠ
݁ଷ = −sin ߶݅ + cos 																																										ܬ߶

																											(1) 

  

  وأيضا

ܨ∇ =
ܨ߲
ݎ߲

݁ଵ +	
1
ݎ
	
ܨ߲
ߠ߲

݁ଶ +		
1

ݎ sin ߠ
	
ܨ߲
߲߶

݁ଷ																											(2) 

) ١كما في معادلة مستوى المماس للسطح المعادلة المطلوبة هي وبالتعويض من (
ݎ)) نحصل على ٢و ( − .(ఖݎ ௣|ܨ∇ = 0  

௣|ܨ∇ = ቊ
ܨ߲
ݎ߲
ฬ
௣
sin ఖߠ cos߶ఖ +

1
ఖݎ
ܨ߲
ߠ߲
ฬ
௣	
cosߠఖ cos߶ఖ −

sin ߶ఖ
ఖݎ sin ఖߠ

ܨ߲
߲߶

ฬ
௣	
ቋ ݅ 

+ቊ
ܨ߲
ݎ߲
ฬ
௣
sinߠఖ sin ߶ఖ +

1
ఖݎ
ܨ߲
ߠ߲
ฬ
௣	
cosߠఖ sin ߶ఖ +

cos߶ఖ
ఖݎ sin ఖߠ

ܨ߲
߲߶

ฬ
௣	
ቋ  ܬ

+ቊ
ܨܬ
ݎܬ
ฬ
௣
cos ఖߠ −

1
ఖݎ
ܨܬ
ߠܬ
ฬ
௣	
sin  ܭఖቋߠ

على الترتيب فيكون لدينا  A, B, Cبالإشارة إلى التعبيرات داخل الأقواس بالرموز 
୮|ܨ∇ = Ai + BJ + CK  فنجد أن المعادلة المطلوبة هي ،  

ݔ)ܣ − (ఖݔ + ݕ)ܤ − (ఖݕ + ݖ)ܥ − (ఖݖ = 0 

ܨ(ب) عندنا الدالة  = ݎ − 4 cos ߠ =   ومنها نحصل على 0
ܨߠ
ݎ߲

= 1,
ܨ߲
ߠ߲

= 4 sin ߠ ,
ܨ߲
߲߶

= 0	 

ఖوبما أن  = ఖߠ												,						2√2 =
గ
ସ
				,			߶ఖ = ߨ3

4ൗ   ومن الجزء (أ) 	
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ܨ∇
݌
= ݅ܣ + ܬܾ + ܭܥ = −݅ +  ܬ

ومن المعادلات المحولة تكون النقطة المعطاة بالإحداثيات العمودية هي 
൫−√2, √2, 2൯ وأيضا  

ݎ − ఖݎ = ൫ݔ + √2൯݅ + ൫ݕ − √2൯ܬ + (ܼ −  ܭ(ݖ

  إذن المعادلة المطلوبة للمستوى هي

ݕ − ݔ = 2√2, 1 − ൫ݔ + √2൯ + ൫ݕ − √2൯ = 0 

  (جـ) معادلات الخط العمودي يمكن تمثيلها على الصورة

ݔ + √2
−1

=
ݕ − √2
1

=
ܼ − 2
0

 

والمعنى الجزء الأيمن من المعادلة السابقة يوضح لنا أن الخط يقع في المستوى 
Z=2 .إذن الخط المطلوب يعطى بالعلاقة  

        ௫ା√ଶ
ିଵ

= ௬ି√ଶ
ଵ

, ܼ = ݔأو  0 + ݕ = 0, ܼ = 0  

  :مثـال) ١٤-٤(

ݕاوجد باستخدام النظرية مشتقة الدالة  = ଵ
௫ିଶ

وبين أن المشتقة  x=1,  x=3عند  
  حيث تكون الدالة غير مستمرة. x=2غير موجودة عند 

  :الحـل

ݕ =
1

ݔ − 1
ݕ							,	(1)____										 + ݕ∆ =

1
ݔ) + (ݔ∆ − 2

_____(2)	 

  ) ينتج٢) و (١بين المعادلتين (بالطرح ما 

ݕ∆ =
1

ݔ) + (ݔ∆ − 2
−	

1
ݔ − 2

	_______(3) 
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  ) نحصل على٣بتوحيد المقامات للدالة (

ݕ∆ =
ݔ − 2 − ݔ] + ݔ∆ − 2]
ݔ)] + (ݔ∆ − ݔ][2 − 2]

= 	
ݔ − 2 − ݔ + ݔ∆ + 2
ݔ)] + (ݔ∆ − ݔ][2 − 2]

 

∴ ݕ∆ =
ݔ∆−

ݔ)] + (ݔ∆ − ݔ][2 − 2]
 

  بالتعويض في قانون المشتقة الأولى

ݕ̀ =
ݕ݀
ݔ݀

= lim
∆௫→଴

ݔ∆−
ݔ]ݔ∆ − ݔ∆ − ݔ][2 − 2]

=
−1

ݔ] − ݔ][2 − 2]
=

−1
ݔ] − 2]ଶ

 

ݕ̀        نجد أن x=1عندما  ∴  = ିଵ
[௫ିଶ]మ

= −1  

ݕ̀        نجد أن  x=2، عندما  = ିଵ
[ଷିଶ]మ

= −1  

ݕ̀                نجد أن x=3، عندما  = ିଵ
[ଶିଶ]మ

= ିଵ
଴
= ∞  

تكون غير موجودة أي غير مستمرة لانعدام المهام بينما عند  x=2الدالة عند  ∴
x=1, 3 .تكون الدالة موجودة  

  :مثـال) ١٥-٤(

ݕإذا  = ݁௔௫ ،ܼ = ,ݔ)݂ (ݕ = ଶݔ + ݕݔ2 + ௗ௓فاوجد  ଶݕ4
ௗ௫

  

  : الحـل
ܼ݀
ݔ݀

=
ܨ߲
ݔ߲

= +
ܨ߲
ݕ߲

.
ݕ߲
ݔ߲

 

= ݔ2) + (ݕ2 + ݔ2) +  ௔௫݁ܽ(ݕ8

= ݔ)2 + (ݕ + ݔ)ܽݖ +  ௔௫݁(ݕ4

  : مثـال) ١٦-٤(

ݕإذا كانت  = ln ܼو  ݔ = ,ݔ)݂ (ݕ = ଶݕݔ +   ݕଶݔ
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  فاوجد

ௗ௓(أ) 
ௗ௫
ௗ௓و     (ب)  

ௗ௬
  

  هنا هو المتغير المستقل ولذلك x(أ) إن 
ܼ݀
ݔ݀

=
ܨ߲
ݔ߲

+
ܨ߲
ݕ߲

.
ݕ߲
ݔ߲

= ଶݕ) + (ݕݔ2 + ݕݔ2) + (ଶݔ ൬
1
ݔ
൰

= ଶݕ + ݕݔ2 + ݕ2 +  ݔ

  هنا هو المتغير المستقل لذلك y(ب) إن 
ܼ݀
ݕ݀

=
ܨ߲
ݔ߲

+
ݔ߲
ݕ߲

.
ܨ߲
ݕ߲

= ଶݕ) + ݔ(ݕݔ2 + ݕݔ2) + (ଶݔ ൬
1
ݔ
൰

= ଶݕݔ + ݕଶݔ2 + ݕݔ2 +  ଶݔ

  :مثـال) ١٧-٤( 

فبأي  cm 10ونصف قطر قاعدته  cm 15إذا كان ارتفاع مخروط دائري قائم 
ومعدل نقصان نصف  cms-1 0.2معدل يتغير حجم إذا كان ازدياد ارتفاع المخروط 

  cms-1 0.3قطر القاعدة 

ܸارتفاعه  yنصف قطر المخروط و   x: ليكن الحـل = ଵ
ଷ
 y, xلنعتبر  ݕଶݔߨ		

  فيكون tدالتين في 
ݒ݀
ݐ݀

=
ݒ߲
ݔ߲
		
ݔ݀
ݐ݀

+	
ݒ߲
ݕ߲
		
ݕ݀
ݐ݀

= 

1
3
2]ߨ	 ∗ 10 ∗ 15(−0.3) + 1 ∗ (0.2)] = 	

ߨ70−
3

 	ଵିݏ݉ܿ

  :مثـال) ١٨-٤(

ݖݕଶݔاوجد معادلات (أ) المستوى المماس، (ب) الخط العمودي للسطح  + ଶݕ3 −

ଶݖݔ2 + ݖ8 =   .(1- ,2 ,1)عند النقطة )  0
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ܨ(أ) معادلة السطح هي  = ݖݕଶݔ + ଶݕ3 − ଶݖݔ2 + ݖ8 = 0  

   هو (1- ,2 ,1)العمودي على السطح عند النقطة الخط 
= ݖݕݔ2) − ݅(ଶݖ2 + ݖଶݔ) +  ܬ(ݕ6

ఖܰ = (ଵ,ଶ,ିଵ)|ܨ∇ + ݕଶݔ) − ݖݔ4 + (ଵ,ଶ,ିଵ)|ܭ(8 = −6݅ + ܬ11 +  ܭ14

  بالرجوع إلى مستوى المماس في السطح

ݎعلى المستوى المماس هو (x, z, y)إلى النقطة  oالمتجه  = ݅ݔ + ܬݕ +   ܭݖ

  على المستوى المماس هو (1- ,2 ,1)إلى النقطة  oالمتجه 

ఖܸ = ݅ + ܬ2 −  ܭ

ܸ المتجه  − ఖܸ = ݔ) − 1)݅ + ݕ) − ܬ(2 + ݖ) + يقع في المستوى المماس  ܭ(1
  .ఖܰولذلك فهو عمودي على 

ܸ)إذن المعادلة المطلوبة  − ఖܸ). ఖܰ =   أي أن 0
ݔ)} − 1)݅ + ݕ) − ܬ(2 + ݖ) + .{ܭ(1 {−6݅ + ܬ11 + {ܭ14 = 0 

ݔ)6−  − 1) + ݕ)11 − (ݖ + ݖ)14 + 1) = ݔ6أو  0 − ݕ11 − ݖ14 + 2 = 0  

ݎ(ب) نفترض  = ݅ݔ + ܬݕ + (نقطة الأصل) إلى أي  Oهو المتجه من نقطة  ܭݖ
الواقعة على  (1- ,2 ,1)إلى النقطة  O. المتجه من نقطة ఖܰالعمود  (x, y, z)نقطة 

ఖܸالعمود هي  = ݅ + ܬ2 −   ܭ

ఖܸالمتجه  − ఖܸ = ݔ) − 1)݅ + ݕ) − ܬ(2 + ݖ) + في نفس الخط للمتجه  ܭ(1

ఖܰ إذن .  

  ( ఖܸ − ఖܸ) × ఖܰ = อأي أن  0
݅ ܬ ܭ

ݔ − 1 ݕ							 − 2					 ݖ + 1
−6 11 14

อ = 0  

  الذي يكافيء المعادلات
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ݔ)	11 − 1) = ݕ)6− − ݕ)14				,(2 − 2) = ݖ)11 + ݔ)14			,(1 − 1) = −6 

  وهذه يمكن كتابتها على الصورة
ݔ − 1
−6

=
ݕ − 2
11

=
ݖ + 1
14

 

وهذه غالبا تسمى الصيغة أو الصورة القياسية لمعادلات الخط المستقيم. بوضع كل 
  فيكون لدينا  tويا للبارامتر من هذه النسب مسا

ݔ = 1 − ݕ			,ݐ6 = ݖ + ݖ			,ݐ11 − ݐ14 = 1 

  ويسمى المعادلات البارامترية للخط المستقيم.

   مثـال) ١٩-٤(

عند أي نقط الخط العمودي من المسألة السابقة جزء (ب) يقابل المستوى 
ݔ + ݕ3 − ݖ2 =   ؟ 10

  :الحل

من المسألة السابقة جزء (ب) في معادلة  بالتعويض على المعادلات البارامترية
1المستوى فنجد أن  − ݐ6 + 3(2 + (ݐ11 − ݐ14)2 − 1) = ݐأو  0 = −1  

ݔحينئذ  = 1 − ݐ6 = ݕ					,7 = ݖ + ݐ11 = ݖ			,9− = ݐ14 − 1 = −15  

  .(15- ,9- ,7)والنقطة المطلوبة هي 

  : مثـال) ٢٠-٤(
ଶاثبت أن السطح  − ݖݕ2 + ଷݕ = يكون عموديا على سطح من مجموعة  4

ଶݔالسطوح  + 1 = (2 − ଶݕ(4ܽ +   (2 ,1- ,1)عند نقطة التقاطع  ଶݖܽ
  :الحل

  نفرض أن المعادلتين لسطح مكتوبتان على الصورة 
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ܨ = ଶݔ − ݖݕ2 + ଷݕ − 4 = ܩ						,0 = ଶݔ + 1 − (2 − ଶݕ(4ܽ − ଶݖܽ = 0 

  فحينئذ
ܨ∇ = ݅ݔ2 + ܬ(ݖଶ2ݕ3) − ܩ∇				,ܭݕ2 = ݅ݔ2 − 2(2 − ܬݕ(40 −  ܭݖ2ܽ

  تعطى بالمقدارين (2 ,1- ,1)إذن العمودان على السطحين عند النقطة 

ଵܰ = 2݅ − ܬ + 					,ܭ2 ଶܰ = 2݅ + 2(2 − ܬ(4ܽ −  ܭ4ܽ

  وبما أن

ଵܰ. ଶܰ = (2݅ − ܬ + 2݅)(ܭ2 + 2(2 − ܬ(4ܽ −  (ܭ4ܽ

,ଵفمن ذلك ينتج أن  ଶܰ  متعامدين لجميع قيمa .ومن ذلك ينتج المطلوب  
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  :الخلاصة

هذه الدراسة للتعرف على تطبيقات المشتقات الجزئية في مجالات  أجريت  
مختلفة قد تم جمع المعلومات من المصادر الثانوية التي شملت على عدد من 

  المراجع المختلفة داخل المكتبة.

اك عدة تطبيقات للمشتقات الجزئية، وقد تم وقد وجدت هذه الدراسة أن هن  
الفصل الأول هو يشتمل على الدوال  تقسيم هذا البحث إلى أربعة فصول.

  والنهايات والاشتقاق.

أما الفصل الثاني اشتمل على مفهوم المشتقات الجزئية والمشتقات الجزئية 
  من رتب أعلى وأيضاً على نظريات في الاشتقاق الجزئي منها محددة الجاكوبيا.

أما تطبيقات المشتقات الجزئية وهي تطبيقات هندسية ومشتقات اتجاهية 
وطريقة مضروب لاجرانج للنهايات العظمى والصغرى فجاء يحتويها الفصل 

  الثالث.

  وقد اشتمل الفصل الرابع على بعض الأمثلة والتطبيقات.
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Conclusion: 

This study was conducted to identify the partial derivatives 

applications in various fields have been gathering information from 

secondary sources, which included a number of different references 

within the library. 

This study has found that there are several applications of partial 

derivatives, it has been divided this research into four chapters. The first 

chapter is included on State and endings and derivation. 

The second chapter included the concept of partial derivatives and 

partial derivatives of a higher level and also on the theories of partial 

derivation of which specific Jacobian. 

The partial derivatives which applications engineering applications 

and directional derivatives and the way factorial LaGrange to the ends of 

the Great and Lesser came contained in Chapter III. 

Chapter IV  have included some examples and applications. 
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  :رحـالمقت

  علاقة الاشتقاق الجزئي بالمعادلات التفاضلية الجزئية. -
 تطبيقات التفاضل الجزئي. -

  الاتصال في متغيرات عديدة وعلاقته مع الاشتقاق. -
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