
1 
 

 

 جامعة السودان للعلوم و التكنولوجیا

  كلیة التربیة
  شعبة الریاضیات -قسم العلوم 

  بحث تكمیلي لنیل درجة بكالریوس شرف التربیة  في الریاضیات
  :بعنوان

إستخدام متسلسلتي تایلور ولورانت في حل بعض 
  التكاملات الخطیة

  :إعداد الطلاب

  الفاتح حولي الھادي

  عزة مصطفى محمد

  فتحیة التجاني الطاھر

  معتز آدم النـــــــــور
  :إشراف

  أبوذر حسین علي:أ

  2018سبتمبر 

  



2 
 

  

  

  

  
 

  
  
  
  
  
  
  



 أ 
 

  

  الآیة
  :قال تعالى

لكلمات ربي لنفد البحر قبل قل لو كان البحر مداداً (
  ) أن تنفد كلمات ربي ولوجئنا بمثلھ مدداً 
  )109الكھف (                                                                        

  .صدق الله العظیم



 ب 
 

        

  إھداء

بدأنا بأكثر من ید وقاسینا أكثر من ھم وعانینا الكثیر من الصعوبات وھانحن الیوم 
والحمد Ϳ نطوي سھر اللیالي وتعب الأیام وخلاصة مشوارنا بین دفتي ھذا العمل 

  المتواضع. 

إلى منارة العلم الأمام المصطفى سید الخلق أجمعین سیدنا محمد صلى الله علیھ 
  وسلم . 

  وبذات الحب الذي منحونا وبكل إمتنان نھدي إلى ھؤلاء : 

  إلي الینبوع الذي لایمل العطاء إلى من حاكت سعادتي بخیوط منسوجة من قلبھا 

إلي من أثقلت الجفون سھرا وحملت الفؤاد ھما وجاھدت الأیام صبرا وشغلت البال 
  فكرا ورفعت الأیادي دعاءا وأیقنت بالھ أملا 

                  أغلى الغوالي والدتي 

  إلي من سھر اللیالى ونسى الغوالي وظل سندي الموالي وحمل ھمي غیر مبالي

                   بدر التمام والدي    

إلي من آثروني على أنفسھم وأشعلوا أصابعھم لتضي عتمة طریقي إلى من حبھم 
  یجري في عروقي ویلھج بذكراھم فؤادي. 

                أخواني وأخواتي 

  إلى ورود المحبة وینابیع الوفاء وإلي من رافقوني فى السراء والضراء. 

                       أصدقائي

إلي المعلمین الأوفیاء الذین یمشون على شوك الدروب لیھیئوا للاخرین طرقا 
  مرصوفة الحواف . 

                  أساتذتنا الكرام 
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 الشكر والتقدیر
الابطاعتك ولاتطیب اللحظات الا إلھي لایطیب اللیل الا بشكرك ولایطیب النھار 

ثم , بذكرك ولاتطیب الاخرة الابعفوك ولاتطیب الجنة الابرؤیتك فلك الحمد أولا واخرا
  .الصلاة والسلام على من لانبي بعده حبیبي محمد بن عبد الله

ونزجي جزیل شكرنا إلى تلك الصرح الشامخ المعبقھ بأریج الحب لن ننساھا وسنقدم 
وسنكون كالماء أینما وقعنا نفعنا جامعة السودان للعلوم والتكنولوجیا  كل ما بوسعنا لھا

  .أساتذه وموظفین وعاملین والشكر أجزلھ إلى أسرة كلیة التربیة 

ثم نتقدم بالشكر إلى من تلذذ بالمعاناة وكان شمعة تحترق لینیر دربنا صاحب التواضع 
  .أبوذر حسین : الجم     أستاذ

في إخراج ھذا البحث المفید إن شاء الله وجزاه الله عنا كل الذي لھ القدح المعلى 
  .خیروالشكر كل الشكر لكل من ساھم بفكرة أو نصیحة في سبیل نجاحنا
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 مستخلص البحث

  :ھذا البحث یتضمن ثلاثة فصول وكل فصل یضم عدة محتویات  

ودوال المتغیر , علیھا  في الفصل الأول تم التعرف على الأعداد المركبة والعملیات الجبریة  
  .والدوال التحلیلیة والتوافیقة ومعادلتي كوشي وریمان, المركب 

  .ومن ثم في الفصل الثاني تم التعرف على بعض الطرق العادیة لحل التكاملات الخطیة 

وأخیرا في الفصل الثالث تم التعرف على كیفیة حل بعض التكاملات الخطیة بإستخدام متسلسلتي 
  .رانت و بعض الأمثلة علیھا تایلور ولو

  

 

 

  

Abstract 

This research includes three chapters .each chapter contains several 

contents. In the first chapter we identify complex numbers and algebraic 

processes on it, the functions of the complex variable, analytical functions, 

compatibility, and the equations of Kochi and Riemann. Thus, in Chapter 

two, we identify some normal methods of solving linear integrals. Finally, in 

the third chapter we have identified how to solve some linear integrations 

using Tylor and Lorentz series and some examples of them. 
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ـــالف ــــ   صل الأولــــ

ــقــم   بـــمركـــیل الــحلـــة في التــدمـ

  :ةـــقدمــــــم)1-1(
هو أحد فروع الریاضیات التى تبحث في توابع  :)العقديالتحلیل (التحلیل المركب 

یة وفي فروع واسعة في الریاضیات التطبیق لتحلیل المركب إستخداماتل, المركبة الأعداد)دوال(
, النهایات والإتصال  و الدوال, وهو الذي یهتم بدراسة الأعداد المركبة , الریاضیات متعددة في

الدوال التحلیلیة , صیغ تكامل كوشي , ادلتي كوشي وریمانمع, مشتقات دوال المتغیر المركب 
, المتبقیات , النقاط الشاذة , نظریات على التكامل, التكامل الخطي , الكفافات , والتوافقیة وتطبیقاتها

  .الخ... متسلسلتي تایلور ولورانت وبعض التطبیقات علیها

ذات المتغیرات المركبة أو مایعرف الإهتمام الأساسي للتحلیل المركب هو الدوال التحلیلیة 
  .بالدوال تامة الشكل

من خلال الدراسات السابقة في التحلیل المركب وجدنا صعوبة في حل بعض التكاملات 
تایلور ولورانت في حل التكاملات الخطیة  إلى إستخدام متسلسلتي لذا لجأنا,  الخطیة بالطرق العادیة

واللتان تسمحان لنا بالتعبیر عن أي دالة ریاضیة عن طریق كثیرة سهولة إستخدامها  و وذلك لدقتها
  .حدود فیمكننا ذلك من إیجاد حلول تقریبیة لمسائل ما إذا كان الحل الدقیق مستعصیاً 

  :Complex Numbersعداد المركبةلأا) 1-2(

  .تعریفا محكماً  Rعداد الحقیقیة عرف علماء الریاضیات خط الأعداد في مجموعة الأ

  :المجموعة كانت تفي بالغرض حینما یطلب مجموعة الحل لمعادلات ریاضیة مثلهذه 
ଶݔ) − 9 = ଶݔ(أو  (0 − 2x + 1 = مثال من أ) متراجحات (الحل لمتباینات  وغیرھا وكذلك حینما یطلب مجموعة)  0

)x + 1 > ଶݔ( یجاد مجموعة الحل لمعادلة مثلولكن كیف نستطیع إ.وغیرھا)  0 + 1 = إن مجموع المربعات  ..؟ )0
  ؟  فكیف یمكن لمجموع أعداد مربعة أن یكون صفرا او سالبا, موجب ) دائما(لایساوي صفرا لأن مربع العدد 

 



2 
 

  Imaginary numberفترض العلماء وجود ما یسمى بالعدد التخیلي على هذا السؤال أ جابةللأ

݅:هو العدد المعرف كالاتي  = √−1    

ଶܺ(المعادلةفهذا التعریف یمكننا من حل  + 1 =   :ن إذا أ) 0

ܺଶ + 1 = 0    →          ܺଶ  = −1     →        X = ±√−1 = ±݅ 

الحقیقیة عداد ؟ فكان لابد من توسیع مجموعة الأ ي مجموعة تنتمي مجموعة الحلولولكن إلى أ
ولذلك تم تعریف العدد المركب لیكون مكونا بصورة عامة من جزء حقیقي  ,لتستوعب الوافد الجدید 

Real part  وجزء تخیليImaginary part  ݖ: كالتالي = ܽ + ܾ݅ 

ث ,ܽحی ܾ ∈ ܴ, ݅ = لموسعة التي تحتوي أمثال هذه الأعداد سمیت هذه المجموعة ا 1−√
ݖ وبالتالي  ܼعداد المركبة بمجموعة الأ = ܽ + ∋z یحقق ܾ݅ ܴكذلك , ܼ ∈  ܼجزئیة من  ܼ

ܾعندما نضع وذلك لأنه ܼعداد الحقیقیة هي مجموعة جزئیة من أي أن مجموعة الأ,  = ن فإ0
z∈ ܴ  .  

ݖبحیث یكون  ܼعداد المركبة هوعدد ینتمي إلي مجموعة الأ ݖالعدد المركب  = ܽ + لكل           ܾ݅
݅ = √−1,ܽ, ܾ ∈ الجزء ,a=Re(z)الجزء الحقیقي .من جزء حقیقي وجزء تخیلي یتكون ,ܴ

ܾالتخیلي = tanିଵ(௕( سعة العددالمركب,(ݖ)݉ܫ
௔

=θ , القیمة المطلقة |z| = √aଶ + bଶ.  

  :عداد المركبة بعض العملیات الأساسیة في جبر الأ )3- 1(
ଵݖذا كان إ = ܽଵ + ܾ݅ଵ   ,ݖଶ = ܽଶ + ܾ݅ଶ   نفإ:  

  :Additionعملیة الجمع)1- 1-3(

ଵݖذا كانإ = aଵ + ibଵ  ,ݖଶ = aଶ + ibଶ نفإ:  

 :Subtractionعملیة الطرح )1- 3- 1(
ଶݖذاكان  إ = ܽଶ + ܾ݅ଶ ,ݖଵ = aଵ + ibଵفإن:  
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 :Multiplicationعملیة الضرب  )2- 3- 1(

ଶݖذاكان  إ            = ܽଶ + ܾ݅ଶ ,ݖଵ = aଵ + ibଵفإن:  

ଵzଶ(aଵݖ + ibଵ)(aଶ + ibଶ) = aଵaଶ + iaଵbଶ + ibଵaଶ − aଶܾଶ 

  :Conjunctionعملیة الترافق  )3- 3- 1(

ݖذا كان إ = ܽ +   :ن العدد المركبفإ ܾ݅

̅ݖ = a − ib  یسمي مرافق العددz. جراء عملیة الضرب عند إ ݅ویحقق الترافق غیاب العدد التخیلي
  :ن حیث أ z̅ݖ

̅ݖݖ = ܽଶ + ܾଶ ∈ ܴ 

  .وبالتالي فحاصل ضرب العدد في مرافقه دائما یعطي عددا صحیحا 

 :Division عملیة القسمة )4- 3- 1(

,ذا كاإ ଵݖ = aଵ + ibଵ       ݖنଶ = aଶ + ibଶ نفإ:  

ଵݖ
zଶ

=
aଵ + ibଵ
aଶ + ibଶ

 

  :Absolute valueالقیمة المطلقة للعدد المركب  )1-3-5(
ݖذا كان إ = ܽ +   :تعطي ب zللعدد المركب  |ݖ|ن القیمة المطلقة فإ ܾ݅

|ݖ| = √zzത = √ܽଶ + ܾଶیضا طول یطلق علي القیمة المطلقة أz.  

  :Additive inverseالمعكوس الجمعي )6- 3- 1(

zلكل عدد  ∈ Z  یوجد عدد(−z) ∈ Z   یسمي المعكوس الجمعي للعددz نأبحیث:  

 

ݖ + (ݖ−) = 0 
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  :inverseMultiplicativeالمعكوس الضربي )7- 3- 1(

∋zكل عدد  (ଵିݖ)یوجد عدد  ܼ ∈ Z  بحیث  ܼیسمي المعكوس الضربي للعدد:  

ܼିଵܼ = 1 
ݖذا كان إ = 3 + 10i( ݖ)݉ܫ,(ݖ)ܴ݁جد  

  :الحل

(ݖ)ܴ݁ = 3 

(ݖ)݉ܫ = 10 

  :Demover's Theoremر     نظریة دیموف )1-4(
  إذا كان

(cosߠ ± ݅ sin ୬(ߠ = cos nθ ± i sin θ 

݊)  ي عدد نسبيأ ݊حیث  ∈ ܴ)  

  :ثباتالإ

(cosߠ + ݅ sin ୬(ߠ = (݁௜ఏ)୬ = cos nθ + i sin nθ 

وبالمثل حیث أن (ߠ−)ݏ݋ܿ  = cos θ , sin(−θ) = − sin θ 

(cos ߠ + ݅ sinߠ)୬ = (cos(−θ) + i sin(−θ))୬ = e୧(ି஘)୬ = e୧(ି୬஘) 

∴ ܼ = cos(−݊ߠ) + ݅ sin(−݊ߠ) = cos ߠ݊ − ݅ sin  ߠ݊

  : )1(مثال

  ضع المقدار التالي في ابسط صورة ممكنة 

ܼ =
(cosߠ − ݅ sin ଺(ߠ (cos ߠ2 + ݅ sin ହି(ߠ2

(cos ߠ3 + ݅ sin ଻(ߠ3 (cos ߠ4 − ݅ sin ଷ(ߠ4
 

  :الحل

ݖ =
(cos ߠ6 − ݅ sin (ߠ6 (cos(−10ߠ) + ݅ sin(−10ߠ)

(cos ߠ21 + ݅ sin (ߠ21 (cos ߠ12 − ݅ sin (ߠ12
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=
(cos ߠ6 − ݅ sin cos)(ߠ6 ߠ12 − ݅ sin (ߠ12

(cos ߠ21 + ݅ sin cos)(ߠ21 ߠ12 − ݅ sin (ߠ12
 

=
cos(−16ߠ) + ݅ sin(−16ߠ)

cos(9θ) + i sin( 9θ)
 

= cos(−25ߠ) + ݅ sin(−25ߠ) 

sin,  ߠcos݊یجاد یموفر حیث یمكننا إن ھنالك تطبیقات ھامة لنظریة دكما أ بدلالة قوى  ߠ݊
sin cos)ك فمثلا خذ المفكو   ߠcos,ߠ ߠ + sinߠ)ସ  فانھ باستعمال مفكوك ذات الحدین  

(cos ߠ + ݅ sinߠ)ସ
= cosߠସ + 4 cos θଷ (i sin θ) − 6 cos θଶ ( sin θ)ଶ
+ 4 cosθ(iଷ sin θଷ + iସ sin θସ 

  :نفإ ܫستعمال الدورة الرباعیة لوبإ

(cosθ + i sin θ)ସ
= (cosθସ − 6 cos θଶ sin θଶ + sin (ସߠ
+ i(4 cosθଷ sin θ − 4 cos θ sin θଷ) 

cos):ستعمال نظریة دیموفر كذلك بإ ߠ + ݅ sinߠ)ସ = cos 4θ + i sin 4θ  

ننا نحصل لي بالجزء التخیلي في كل منھما فإالحقیقي والجزء التخیبمساواة الجزء الحقیقي بالجزء 
  : علي ھذین المفكوكین 

  

cos ߠ4 = cosθସ − 6 cos θଶ sin θଶ + sin θସ 

sin ߠ4 = 4 cosߠଷ sin ߠ − 4 cosߠ sinߠଷ 

  یجاد الجذور النونیة للاعداد المركبةإ )1-5(
ܼ =  ௜ఏ݁ݎ

= ߠcos)ݎ + ݅ sin  (ߠ

√ܼ౤ = ݖ
భ
೙ = (௜ఏ݁ݎ)

భ
೙ = ݎ

భ
೙(݁௜(ఏାଶగ௞))

భ
೙,݇ = 0,1,2, … . . ,݊ − 1 

  :نفإ

ݎ
భ
౤݁୧(

ಐశమಘౡ
౤ ) = √r౤  [cos(

θ + 2πk
n

) + ݅ sin ൬
ߠ + ݇ߨ2

݊
൰] 
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݇وعندما تكون  = ݇ثم نضع , Principalن القیمة تسمي بالقیمة الاساسیة فإ 0 = ݇ثم  1 =
  .الخ وذلك للحصول علي الجذور المختلفة .……2

  :ملحوظة 

الصورة  الكارتیزي لذا لابد من التحویل الى التعبیرستخدام لا یمكننا الحصول علي الجذور بإ
 .القطبیة 

  :)2(مثال

1√جد الجذور ل + 1:حیث ان  ݅ + ݅ = √2݁௜(
ഏ
ర)  

1√:اذن + ݅ = ඥ√2e
୧ቆ
ಘ
రశమಘౡ

మ ቇ,୏ୀ଴,ଵ
  

= 2
భ
ర݁(ಘఴା஠୩), K = 0,1 

  :تي وبالتالي یكون الجذران كاللأ

ܼଵ = 2
భ
 ర e(ಘఴ) 

= 2
భ
ర[cos ቀ

π
8
ቁ + i sin(

π
8

)], K = 0 

ܼଶ = 2
భ
రe୧(

ಘ
ఴା஠) = 2

భ
ర + ݅ ൤cos ൬

9π
8
൰ + i sin ൬

9π
8
൰൨ ܭ, = 1 

  :)3(مثال 

ହܼجد جذور المعادلة  = 1  

  :الحل                                 

ܼ = 1
భ
ఱ ھي 1ھي الجذور الخمسة للعدد:  

݇ = 0,1,2,3,4 ݊ = 5 

ܼ୩ = e
మಘౡ
ఱ  

ܼ଴ = e଴ = cos 0 + i sin 0 = 1 

ܼଵ = e
మಘ
ఱ ୧ = cos

2π
5

+ i sin
2π
5
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 ܼଶ = e
రಘ
ఱ ୧ = cos ସ஠

ହ
+ i sin ସ஠

ହ
 

ܼଷ = e
లಘ
ఱ ୧ = cos

6π
5

+ i sin
6π
5

 

ܼସ = e
ఴಘ
ఱ ୧ = cos

8π
5

+ i sin
8π
5

 

 

  Functions of complex variables:دوال المتغیر المركب ) 1-6(

ܼذا كان إ = ݔ + ܹفان  ݕ݅ = ل (ݖ)݂ معروفة وتحت الشروط ال ݓ,ݖتمثل علاقة بین ا
  .ن الشروط نفسھا تنتج لنا دوال المتغیر المركبللعلاقات لكي تكون دوال فإ

ویمثل ھذا النوع من  wینتج قیمة وحیدة ل Zكل قیمة ل ذا كانتوتكون ھذه الدوال وحیدة القیمة إ
  ) 1- 1(التحویل بین مستویین خیالیین كما بالشكل 

  

ܼحیث  = ݔ + ܹوݕ݅ = ݑ +   ݒ݅

  .شیاء غیر موجودة في واقع المستوي الحقیقي وتحویلاتھوھذا التحویل ینتج أ

تقع في  ܹتقع في مستوي و ܼفي مستوي خاص بھما لان  ܹ,ܼذا لا یمكن رسم العلاقة بین إ
مستوي  الى ݖمباشرة فنحن ننقل النقطة من مستوي  ݓ,ݖخر ولایمكن رسم العلاقة بین مستوي أ

  .ݓشكل اخر في مستوي  الى ݖوھكذا ینقل الشكل في مستوي  ݓ

  :)4(مثال
࢝اذا كان  = ݑفان علاقات التحویل  ૛ࢠ = ଶݔ −   ଶݕ
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ݒ =  ݕݔ2
,ݑفاذا اخذنا العلاقات التي فیھا    .ثابتین فان ھذا معناه ان الاشكال غیر الخطیة  ݒ

 
ଶݔ − ଶݕ = ܿଵ 

ݕݔ2 = ܿଶ 
ݒفقیة شكال أتنتج أ = ܿଶ ݑسیةشكال راوأ = ܿଵ 2-1(ا كما بالشكل مصاحبة لھ( 

 

  
  

  ویتضح
ଶݔن الشبكة غیر الخطیة من الشكل أ  − yଶ = cଵ > لي خطوط راسیة تتحول إ 0

xଶمتوازیة وان  − yଶ = cଵ < تتحول ایضا الي شبكة خطوط راسیة متوازیة بینما  0
ݕݔ2تتحول  = ܿଶ  ݔالي شبكة خطوط افقیة ویتحول الخطانଶ − yଶ = الي المحور  0

ݔبینما یتحول الخطان  ݓالتخیلي في مستوي  = 0, ݕ = الي المحور الحقیقي في  0
  .لھا في كثیر من التطبیقاتوھي تحویلات یمكن استغلاݓمستوي 

 ݓواحیانا ینتج من ھذه التحویلات دوال عدیدة القیم وفیھا یتم الحصول علي اكثر من قیم ل
مثال ھذه العلاقات یمكن اعتبارھا مجموعة من الدوال والدوال الناتجة من أ ݖلقیمة واحدة 

 .Branchوحیدة القیمة ویطلق علي كل عضو في المجموعة بالفرع 
  

  :)5(مثال
ܹالدالة  = ݖ

భ
మ = ඥݔ +   ݕ݅

  :الحل
݇في ھذه الحالة  = 0,1  
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ݓ = (ඥݔଶ + (ଶݕ
భ
మ݁௜(

ഇశమഏೖ
మ ) 

θحیث = tanିଵ ௬
௫

  
  :تالي فھنالك قیمتان للدالة الأولى وبال

଴ݓ = (ඥxଶ + yଶ)
భ
మe୧

ಐ
మ  , k = 0 

  .وتسمي بالفرع الاساسي للدالة 

ଵݓخرى والأ = (ඥxଶ + yଶ)
భ
మe୧ቀ

ಐశమಘ
మ ቁ, k = 1  

ଵݓ = (ඥݔଶ + (ଶݕ
భ
మ݁௜(

ഇ
మ)݁௜గ 

ଵݓ = −(ඥxଶ + (ଶݕ
భ
మ݁୧

ഇ
మ 

ݓولذلك فان  = ݖ
భ
మ  دالة مزدوجة القیم.  

  :ملاحظة 
ݓالدالة  = ݖ

భ
೙,݊ ∈ ܰା  ھي دالة عدیدة القیم بدرجةn بحیث یكون  

୩ݓ =  (ඥxଶ + yଶ)
భ
౤e୧ቀ

ಐశమಘౡ
౤ ቁ, k = 0,1,2 … . . , n − 1 

  .ساسیة فإننا نحصل علي الدالة الأ  0=݇ودائما عند
୬ݓن العلاقة تعطي بالمعادلةولاحظ أ = zمن  ݊ولذلك فلھا   ݊وھي معادلة من درجة

  : الجذور جمیعھا تحقق المعادلة 
  

௞୬ݓ = ඥ(xଶ + yଶ)݁୧(஘ାଶ஠୩) = ඥ(xଶ + ଶ)e୧஘e୧ଶ஠ݕ = re୧஘ 
  :Polynomial functionsالدوال الحدودیة )1-5(

  وفیھا یكون 
  

ݓ = ܽ଴ + ܽଵݖ + ܽଶݖ + ⋯+ ܽ௡ݖ௡ ,ܽ௡ ∈  ݖ
  

تغیرا وحیدا شكال ولكن العلاقة غیر الخطیة تعطي والعلاقة الخطیة تحافظ على الأ
 .شكالللأ
 
  : )1(نظریة

ݓالتحویلة الخطیة  = ݖߙ + αحیث  ߚ ∈   Zشكل العلاقات في مستوي  تحافظ على ܴ
  :لاثباتا

  
ܥكان  من المعلوم أنھ إذا = ,ݔ)݂   :نفإ ݖتمثل شكلا ما في مستوي  (ݕ

ܿ =   ن الدائرة مختلف فإ  Scaleتمثل نفس الشكل ولكن بمقیاس   (ݕߙ,ݔߙ)݂
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݊ଶ = xଶ + yଶܽذا كان تحافظ على شكلھا كدائرة إଶ = (αx)ଶ + ولكن  ଶ(ݕߙ)
ݔ)݂ن كذلك فإ (ߙ/ܽ)بنصف قطر مختلف − ,ߙ ݕ − نفس الشكل ایضا بنقل  تمثل(ߚ

ଶܽكانتقال الدائرة من  (ߚ,α)النقطة المحاور الى = ଶݔ + yଶ  الي دائرة  
ܽଶ = (x − α)ଶ + (y − β)ଶذا حدث التحویلان معا فھو تغیر في المقیاس مصحوبا فإ

  ن علاقات التحویل ھي فإ.ن الشكل یظل كما ھو دون تغییر بانتقال المحاور ولك
  

ݑ = ݔߙ + , ଵߚ ݒ = ݕߙ +  ଶߚ
ݔ:  نأي أ = ௨ିఉభ

ఈ
  , ݕ = ௩ିఉమ

ఈ
  ن العلاقة وبالتالي فإ 

  

݂ ൬
ݑ − ଵߚ
ߙ

,
ݒ − ଶߚ
ߙ

൰ = (ݕ,ݔ)݂,  ܿ = ܿ 

,ଵߚالنقطة  وھي تمثل نقلا للمحاور الى βଶ) ( وتغییرا في القیاس بمقدارα  وھذا یثبت أن
  .شكالالتحویلیة الخطیة تحافظ على الأ

  :ملاحظات 
αذا كانت إ ∈   :ن معادلات التحویل تصبح فإ ܼ

  
ܷ = ଵܺߙ − ܽଶݕ +  ଵߚ

ܸ = ݔଶߙ + ݕଵߙ +  ଶߚ

  :نأي أ

ଵxߙ − aଶy = u − βଵ 

ଶxߙ + αଵy = v − βଶ 

ቀ
x
yቁ = ൬

1
αଵଶ + αଶଶ

൰ቌα ଵ  
ି஑మ

α ଶ
஑భ
ቍ൬u − βଵ

v − βଶ
൰ 

,ݔ)وھي مازالت تمثل علاقات خطیة بین المحاور القدیمة ,ݑ)والجدیدة  (ݕ وبالتالي تعطي نفس  (ݒ
  .فصیلة الاشكال بدوران ونقل المحاور 

  :)6(مثال

ݓذا كان إ = (1 +   :ن فإ ݖ(݅

ݑ = ݔ −  ݕ

ݒ = ݔ +  ݕ

  :الحل
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  :نأي أ

ቂ
x
yቃ =

⎣
⎢
⎢
⎡

1
2ൗ

1
2ൗ

− 1
2ൗ

1
2ൗ ⎦
⎥
⎥
⎤
ቂݒݑቃ 

ଶݔن الدائرة وبالتالي فإ + yଶ = aଶ تصبح:  

1
4ൗ ݑ) + ଶ(ݒ + 1

4ൗ (u − v)ଶ = aଶ 

ଶݑ + ݒݑ2 + ଶݒ + ଶݒ − ݒݑ2 + ଶݑ = 4ܽଶ 

ଶݑ + ଶݒ = 2ܽଶ 

ଶݑ + ଶݒ = ൫√2ܽ൯
ଶ
 

ن القطع كذلك فإ ൫√2ܽ൯دوائر بنصف قطر  تتحول إلى ܽن الدوائر بنصف القطر وبالتالي فإ
ݕݔالزائد  =   : یتحول إلى 1

1
4ൗ (u + v)(ݑ − (ݒ = 1 

ଶݑ − ଶݒ = −4 

  ) 3-1(ھو قطع زائد كما مبین بالشكل 

  

  
  .صلي مجرد دوران للمحاور للشكل الأ وھو
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  :Limitsالنھایات )1-6(

  : تاليكال(ݖ)݂الدالة وحیدة القیمة  یجرى التعریف المعتاد للنھایة على

  

lim
୸→୸బ

(ݖ)݂ = ݁ 

ݖ|اذا كان  − |଴ݖ <   ߜ

  :نفإ

(ݖ)݂| − ݁| <   ଴ݖمن  ݖقتربت إذا ما إ ݁و ݁تقترب من  (ݖ)݂ن أي أ δي عدد موجبلأߝ

ذا كانت ھذه النھایة فإ  ଴ݖالي   ݖتؤول فیھا  عن الطریقة التى النھایة مستقلةن تكون ویجب أ,
 ن قیمة النھایة قد تعتمدعدیدة القیم فإ (ݖ)݂وفي حالة كون  uniqueفھي فریدة  existsموجودة 

  .ن لكل فرع نھایاتھ مستقلة عن الفرع الاخر أي أ,على الفرع 

଴ݖذا ما الت فإ →   :تي كل الأخذ الشفإن تعریف النھایة یأ ∞

lim
୸→ஶ

(ݖ)݂ = e 

  :ذا كانإ

|ܼ| > f(z)|ن فإ ܯ − e| < εيلأ ߝ > 0,݉ >   ن كذلك فإ 0

lim୸⟶୸బ (ݖ)݂ =   :إذا ما كان ∞

δلاي عدد موجب  > 0,ܰ > 0  

  :Continuity)الاستمرار(الاتصال )1-7(

مستمرة في كل النقاط ذا ماكانت إ ܼمن مستوي  ܴتكون دالة مستمرة في منطقة  (ݖ)݂الدالة 
ݖدالتان متصلتان عند النقطة  (ݖ)݃,(ݖ)݂ا كانت ایضا إذ ܴفي  = (ݖ)݂فان  ଴ݖ ± دالة  (ݖ)݃

(ݖ)݂دالة متصلة و (ݖ)݃.(ݖ)݂متصلة و
g(z)൘  (ݖ)݃دالة متصلة بشرط ان ≠ 0.  

  :)7(مثال 

lim୸→ି୧جد قیمة 
୸మାଵ
୸ା୧

  

  :الحل
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 صفربالتعویض المباشر 
صفر

  م.غ.ك =

lim
୸→ି୧

ଶݖ + 1
ݖ + ݅

= lim
୸→ି୧

ݖ) − ݖ)(݅ + ݅)
ݖ) + ݅)

= lim
୸→ି୧

ݖ − ݅ = −2݅ 

  

  : )8(مثال

  :ذا كان الدالة بین فیما إ

(ݖ)݂ = ቂݖ
ଶ + 1 ݖ ≠ −i
−2݅ ݖ = −݅

ቃ 

  :الحل

  عرفة عندم

݂(−݅) = −2݅ 

  

  .الة متصلة الد∴

   Analytic Function :الدالة التحلیلة  )1-8(
لا یختلف عن تعریف في مجال تعریفھا  ଴ݖولى لدالة مركبة عند نقطة إن تعریف المشتقة الأ

  :ذلك التعریف التالي ینكما یبولى للدالة الحقیقیة المشتقة الأ

ذا وجد إذا وفقط إ ଴ݖقابلة للاشتقاق عند  ݂ن الدالة فإ ଴ݖجوار للنقطة  معرفة على ݂لتكن الدالة 
  :ن بحیث إ ଴ݓعدد مركب 

  

଴ݓ = lim
୸→୸బ

݂(z) − ݂(z଴)
z − z଴

 

  ଴ݖعند النقطة  ݂نھ المشتقة الاولى للدالة بأ ଴ݓویسمي عادة ھذا العدد المركب 

ܼ∆ذا كان وإ = ܼ − ܼ଴ خذ الصورة فإن التعریف یأ :  
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  .ھذه ھي صیغة المشتقة 

  :مثال على ذلك

(ݖ)݂اذا كانت (ݖ)ᇱ ݂  ستخدام تعریف المشتقة جد بإ =   تحقق  ݖلكل ݖ√

  

  :الحل

ᇱ(z)݂بتطبیق صیغة المشتقة  = lim∆୸→଴
√୸ା∆୸ି√୸

∆୸
  

= lim
∆୸→଴

൫√ݖ + − ݖ∆ ݖ√൯൫ݖ√ + ݖ∆ + ൯ݖ√
ݖ√൫ݖ∆ + ݖ∆ + ൯ݖ√

 

= lim
∆୸→଴

∆z
∆z൫√z + ∆z + √z൯

 

= lim
∆௭→଴

1
ݖ√ + ݖ∆ + ݖ√

=
1

ݖ√ + ݖ√
=

1
ݖ√2

 

  :Cauchy Riemann Equationsوشي وریمانك معادلتا )1-9(

  .لماني ریمانللعالم الفرنسي كوشي والعالم الأ سم نسبةسمیت بھذا الإ  

  :تعریف

݂نفرض ان  = ݑ +   :ن المعادلتین فإ ݒ݅

୶ݑ = v୷, u୷ = −v୶ ن ریمان حیث أ- دلتا كوشيتسمیان معا  

, ௫ݑ u୷, ,ݑللدالتین ترمز للمشتقات الجزئیة ௬ݒ,௫ݒ   .على الترتیب  ݕ,ݔبالنسبة للمتغیرین  ݒ

  :مثال لذلك

(ݖ)݂ن الدالة ریمان أ - بین بإستخدام معادلتا كوشى =   لیست تحلیلیة  ̅ݖ

  :الحل                                
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(ݖ)݂بما ان  = ݔ − ,ݔ)ݑفان  ݕ݅ (ݕ = ,  ݔ (ݕ,ݔ)ݒ =   ݕ−

୶ݑن ومن ذلك فإ = 1, u୷ = 0 , v୶ = 0 , v୷ = −1  

୶ݑن وبما أ = 1 ≠ v୷ = ݖلجمیع قیم 1− = ݔ + لیست قابلة للإشتقاق عند  ܨن الدالة فإ  ݕ݅
 .ى عدد مركب وبالتالى لیست تحلیلیة أ

  

  :Harmonic Functionsالدوال التوافقیة وتطبیقاتھا  )1-10(

من المعادلات الھامھ فى العلوم الفیزیائیة والھندسیة المعادلة التفاضلیة الجزئیة من الدرجة الثانیة 
  :التالیة

߲ଶܷ
∂Xଶ

+
߲ଶܷ
∂yଶ

= 0 

  .Laplaceنسبة للعالم الفیزیائي تسمى معادلة لابلاس  والتى

,ݔ)ݑن الدالة الحقیقیة للقیمة ذات المتغیرین إ ھمیة كبیرة ذات أالتي تمثل حلا لھذه المعادلة  (ݕ
  .ومعان ھامة 

  :تعریف

,ݔ)ݑتسمى الدالة حقیقیة القیمة  ذا كانت إ ܦدالة توافقیة فى المجال  ݕ,ݔذات المتغیرین  (ݕ
  موجودة ومتصلة وتحقق  ݕ,ݔبالنسبة للمتغیرین  ݑالمشتقات الجزئیة من الدرجة الثانیة لھذه الدالة

߲ଶݑ
∂xଶ

+
߲ଶݑ
∂yଶ

= ∆ଶu = 0 

  : )2(نظریة
݂ذا كانت الدالة إ = ݑ + ,ݔ)ݑن كلا من فإ ܦتحلیلة علي المجال  ݒ݅ ݒ,(ݕ = ,ݔ) توافقیة (ݕ

  .ܦفي المجال 

  :البرھان

݂بما ان  = ݑ + ,ݑفان  ܦتحلیلة في المجال  ݒ݅  تحققان كوشي وریمان باللإضافة الى ݒ
  :ن ما موجودة ومتصلة وبالتالي ینتج ألھكون المشتقات الجزئیة 

୶ݑ = v୷,   ݑ୷ = −v୶  ݑنجد ان୶୶ = v୷୶, u୷୷ = −v୶୷  

  ي دالة قابلة للاشتقاق تحقق المساواة ن من التفاضل و التكامل أن أولكن معروف أ

v୷୶ = v୶୷ ن وبھذا فإ:  
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୶୶ݑ + u୷୷ =   ).اي تحقق معادلة لابلاس(توافقیة  ݑن وھذا بحیث أ 0

 

 

  

  : )9(مثال
,ݔ)ݑن الدالة بین أ (ݕ = ln(ݔଶ + ݖعداد المركبة توافقیة علي كل الأ (ଶݕ ≠ ومن  0

,ݔ)ݒثم جد المرافق التوافقي    لھا (ݕ

  :الحل

  نھا توافقیة ام لا نثبت أ:اولا

,ݔ)ݑنجد المشتقات الجزئیة من الدرجة الثانیة للدالة    :ھي  ݕ,ݔبالنسبة للمتغیرین (ݕ

  

୶ݑ =
2x

xଶ + yଶ
       , u୶୶ =

2(yଶ − xଶ)
(xଶ + yଶ)ଶ

 

୷ݑ =
2y

xଶ + yଶ
        ,           u୷୷ =

2(xଶ − yଶ)
ଶݔ) + ଶ)ଶݕ

 

୶୶ݑوبالجمع نستنتج ان  + u୷୷ = عداد المركبة دالة توافقیة علي كل الأ ݑان  وھذا یشیر إلى 0
ݖ ≠ ݑن فإ ݑھي المرافق التوافقي للدالة  ݒبما ان  0 + عداد المركبة تحلیلة علي كل الأ ݒ݅
ݖ ≠ ,ݑن وبالتالي فإ 0   .تحققان معادلتا كوشي وریمان  ݒ

  :ن ومن ذلك نستنتج أ

୶ݑ = v୷    , u୷ = −v୶ 

  :نلة أعلاه فإومن المعاد

୷ݒ = u୶ =
2x

xଶ + yଶ
 

  :نستنتج ان ݕباجراء التكامل بالنسبة للمتغیر 

,ݔ)ݒ (ݕ = න
ݔ2

ଶݔ + ଶݕ
ݕ݀ = 2 tanିଵ

ݕ
ݔ

+  (ݔ)݃
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,ݔ)نفاضل    :نستنتج ان  ݔبالنسبة ل (ݕ

,୶(xݒ y) =
2

1 + ቀ୷
୶
ቁ
ଶ
݀
dx
ቀ

y
x
ቁ + gᇱ(x) 

௫ݒ =
ݕ2−

ଶݔ + ଶݕ
+ ݃ᇱ(ݔ) 

୶ݒولكن  = −u୷ = ିଶ୷
୶మା୷మ

  

(ݔ)ᇱ݃ فان ௫ݒوبالمقارنة بین قیمتي  = (ݔ)݃ن لذلك فإ 0 = ن وھذا یعنى أ ,وھى الدالة الثابتة ܿ
  ھو ݑالمرافق التوافقى للدالة 

  

,ݔ)ݒ (ݕ = 2 tanିଵ
ݕ
ݔ

+ ܿ 
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  الفصلالثاني

  الخطیة التكاملاتبعض الطرق العادیة لحل 

  :مقدمة) 1- 2(

في هذا الفصل نتناول بعض الطرق العادیة لحل التكاملات الخطیة التي تظهر في الكفافات 
النظریات الخاصة بالتكاملات الخطیة مثل النظریة الأساسیة في الجبر ، لیوفیل، ، وكذالك 

  .الخ.... موریر، 

  Contoursالكفافات ) 2- 2(

  .هو عبارة عن منحنى مغلق یمكن أن یكون بسیط أو متعدد الترابط :الكفاف 

  :أنواع الكفافات)3- 2(

  : simple connected Domainكفاف بسیط الترابط     . أ

لا  ܦمغلق بسیط داخل ) كفاف-كنتور(أنه بسیط الترابط إذا كان مساره  ܦیقال أن النطاق     
  . ܦیحتوي داخله إلا نقاط من 

  .لكنتور بسیط ) أي فئة جمیع النقاط الداخلیة(ومثال لنطاق بسیط الترابط هو النطاق الداخلي 

متحدتي المركز تعطینا مثالا لنطاق بسیط  فالمنطقة الحلقیة الواقعة بین دائرتین, ومن ناحیة أخرى 
  .الترابط 

  :  Multiply Connected domainكفاف متعدد الترابط   . ب

  .إذا لم یكن النطاق بسیط الترابط فإنه یسمى نطاق متعدد الترابط 

  : Line Integrationالتكامل الخطي ) 4- 2(

  ویعرف هذا التكامل بدلالة قیم , وذات قیم مركبة  ݖلمتغیر مركب  ݂التكامل المحدد للدالة 
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ߙممتد من النقطة  ܿعلى طول كفاف معطى (ݖ)݂ = ݖالى النقطة  ܽ = في المستوى المركب  ܾ
.  

ومثل هذا التكامل ,  ܨوفي نفس الوقت على الدالة  ܿوقیمة هذا التكامل تتوقف عموما على الكفاف 
  :یكتب على الصورة 

∫ ஒ ݖ݀(ݖ)݂
ఈأو ∫   ୡݖ݀(ݖ)݂

  

  ):1(مثال

  أحسب قیمة التكامل

ଵܫ = න ܼଶ݀ݖ
஼భ

 

  :الحل

ܼمن  ܤܱو القطعة المستقیمة  ଵܿفي الحالة التى یكون فیها  = ܼالى  0 = 2 + في الشكل  ݅
ݔتقع على الخط المستقیم  ଵܿالتالى لاحظ أن نقط  = كبارامتر  فإن  ݕ؛ وعلیه اذا استخدمنا  ݕ2

  :ف تكونالمعادلة البارامتریة للكفا

(ݕ)ݖ = ݕ2 + , ݕ݅ (0 ≦ ݕ ≦ 1) 

  على الصورة  ଵܿعلي  ଶݖویمكن كتابة التكامل 

zଶ = xଶ − yଶ + i2xy = 3yଶ + i4yଶ 
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  وعلیه فإن 

Iଵ = න(3yଶ + i4yଶ)(2 + i) dy
ଵ

଴

 

= (3 + 4݅)(2 + ݅)නݕଶ ݕ݀      =
2
3

+
11
3
݅

ଵ

଴

 

  أعلاه فى هذه الحالة ) 1- 2(فى الشكل ܤܣܱالا وهو الكفاف , للتكامل  ଶܿنأخذ مسار أخر 

  .تكون قیمة التكامل 

 

Iଶ = න zଶdz
ୡమ

= න zଶdz
୓୅

+ න zଶdz
୅୆

 

(ݔ)ݖنأخذ  ܣܱكمعادلة بارامتریة للقوس  = 0)ݔ ≦ ݎ ≦  ܤܣوكمعادلة بارامتریة للقوس  (2
(ݕ)ݖنأخذ = 2 + 0) ݕ݅ ≦ ݕ ≦   إذن  (1
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ଶܫ = න xଶ dx
ଶ

଴

+ න(2 + ଶi(ݕ݅ dy
ଵ

଴

 

=
8
3

+ ቎න(4 − (ଶݕ
ଵ

଴

ݕ݀ + 4݅ න ݕ ݕ݀
ଵ

଴

቏     =
2
3

+
11
3
݅ 

  :یمكن كتابتها على الصورة  ܤܣܱمعادلة الكفاف 

(ݐ)ܼ = ൤ ܶ (0 ≦ ܶ ≦ 2)
2 + ݅(ܶ − 2) (2 ≦ ܶ ≦ 3)൨ 

Iଶنلاحظ أن  = Iଵ  ܼ؛ وعلیه فإن تكاملଶ  ܱܤܣܱعلى الكفاف البسیط المغلق  

Iଶ − Iଵ = 0 

(ݖ)݂وكمثال ثالث سنعتبر التكامل المعرف بالدالة  = |ݖ|ونأخذ النصف الأعلى للدائرة  ̅ݖ = 1 
ݖالى  =   نأخذ  ଷܿالتالي وكمعادلة بارامتریة للكفاف ) 2-2(لتكامل في الشكل ل ଷܿكمسار  1

(ߠ)ܼ = cosߠ + sin  ߠ

(ߠ)ܼأي = ݁௜ఏ ,   (0 ≦ ߠ ≦   (ߨ
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Iଷإذن  = ∫ zതdzୡయ
= −∫ zതdzିୡయ

= −∫ e୧஘ie୧஘ dθ஠
଴ = −πi 

  والممثل بالمعادلة  ସܿبین نفس النقطتین على طول نصف الدائرة السفلي  Iସالتكامل 

(ߠ)ܼ = ݁௜ఏ  , ߨ) ≦ ߠ ≦  (ߨ2

  یمكن حسابه مباشرة 

Iସ = න zതdz
ୡర

= න eି୧஘ie୧஘dθ
ଶ஠

஠

= πi 

Iସلاحظ أن التكامل  = Iଷ  وبأن التكاملIୡ  باكملها وفي اتجاه مضاد لعقارب  ܥحول الدائرة
  الساعة لایساوي صفرا 

Iୡ = න zതdz
ୡ

= Iସ − Iଷ = 2π݅ 

ଵفإن  ܥنقطة علي دائرة الوحدة  ܼإذا كانت 
୞

= ୞ഥ
|୞|మ = zത  

Iସ و IଷوIୡوعلیه فإن الدوال المكاملة في التكاملات  ଵیمكن إستبدالها بالدالة  =
୞
وعلى وجه  

Iୡالتخصیص  = ∫ ୢ୸
୸

= 2πiୡ  

ݖهو القطعة المستقیمة من  ହܿوكمثال أخیر لیكن الكفاف  = ݖالى  ݅ = بدون حساب التكامل  ݅
Iହ = ∫ ୢ୸

୸రୡఱ
  

ݕمسار التكامل هو قطعة من المستقیم . نوجد حدا أعلى لقیمته المطلقة  = 1 − وعلیه إذا  ݔ
  :فإن  ହܿنقطة على  ݖكانت 

|ସݖ| = (xଶ + yଶ)ଶ = ଶݔ) + (1 − ଶ)ଶ(ݔ = (2xଶ − 2x + 1)ଶ 

|Zସ|وهذا یعني أن  = ൤2 ቀx − ଵ
ଶ
ቁ
ଶ

+ ଵ
ଶ
൨
ଶ
≧ ݔቀوذلك لأن  ସܫ − ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
≧ وتبعا لذلك فإن  0

ܯفبوضع ,  2√یساوي  ହܥوحیث أن طول  ହܥعلى  ݖلكل  =   في المتباینة السابقة                 4
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หIହنحصل على  ≦ 4√2ห.  

  :Cauchy Theoremنظریة كوشي جورسات  ) 5- 2(

 ܥوعلى حدودها المنحنى المغلق  ܴدالة تحلیلیة فى المنطقة  (ݖ)݂إذا كانت :تنص على 
  :فإن

ර f(z)dz = 0
஼

 

  :البرهان

یجب التمهید أولا أن الى نظریة شهیرة في المتغیر الحقیقى وتسمى بنظریة جرین في 
,ݔ)݌إذا كانت :المستوى وتنص على أنه  ,ݔ)ܳو  (ݕ دوال متصلة ولها تفاضلات جزئیة   (ݕ

 :یوضح)  3- 2(والشكل ܥوعلى حدودها  ܴمتصلة فى منطقة 

  
  

රܲ݀ݔ + Q dy = ඵ൬
∂Q
∂x

∂Q
∂y
൰dx dy

ோ

 



24 
 

(ݖ)݂التكامل الخطى یتحول إلى تكامل مساحة وبالنسبة للنظریة فبما أن  = ݑ + دالة تحلیلیة  ݒ݅
,ݑفان   ܥوعلى حدود المنطقة المنحنى  ܴتكون متصلة وكذلك مشتقاتها الجزئیة داخل منطقة  ݒ

  :مع ملاحظة أن 

ݖ݀(ݖ)݂ = ݑ) + ݔ݀)(ݒ݅ +  (ݕ݀݅
= ݔ݀ݑ) − (ݕ݀ݒ + ݔ݀ݒ)݅ +  (ݕ݀ݑ

  فإن 

ර݂(ݖ)݀ݖ = ර ݔ݀ݑ) − (ݕ݀ݒ + ݅ ර ݔ݀ݒ) + (ݕ݀ݑ
௖௖

 

  :وبتطبیق نظریة جرین علي كل من التكاملین فان 

ර ݖ݀(ݖ)݂
ୡ

= ඵ൬−
ݒ߲
ݔ߲

−
ݑ߲
ݕ߲
൰݀ݔ ݕ݀ + ݅ඵ൬

ݑ߲
ݔ߲

−
ݒ߲
ݕ߲
൰݀ݕ݀ݔ

ோ

 

  :دالة تحلیلیة فهي تحقق معادلتى كوشي ریمان أي أن  (ݖ)݂ولكن 
߲u
∂x

=
∂v
∂y

(1) 

߲u
∂y

=
∂v
∂x

(2) 

  

  وبإستخدام هاتین المعادلتین فإن 

ර f(z)dz = 0
௖

 

  :صیغة كوشي للتكامل) 6- 2(
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  :وبشكل عام فإن

݂୬(a) =
݊!

2πi
ර

f(z)
(z − a)୬ାଵ

dz    , n = 1,2, …
ୡ

 

  :البرهان

  
  

ර
(ݖ)݂
ݖ − ܽ

dz = ර
f(z)

z − a
dz = ර

f(z)
z − a

dz
|୸ିୟ|ୀ஫ୡୡ

 

݅ න ൫ܽܨ + ߳݁௜ఏ൯ ߠ݀ → (1)
ଶగ

଴

 

  :دالة تحلیلیة فهي متصلة وبالتالي فإن (ݖ)݂ولكن 
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lim
୉→଴

൫ܽܨ + ߳݁௜ఏ൯ =  (ܽ)ܨ

߳وبأخذ النهایة عندما  →   :فإن (1)ل 0

ර
(ݖ)݂
ݖ − ܽ

dz = i(F(a))
௖

2π 

  أي أن 

(ܽ)ܨ =
1

݅ߨ2
ර

(ݖ)݂
ݖ − ܽ

ݖ݀
௖

 

 وهذا یثبت الحالة

݊ = 0 

݊وعند  =   فإننا نأخذ القیمة 1

F(a + h) − F(a)
h

=
1

2πi
ර

1
h
൤

1
z − (a + h)

−
1

z − a
൨ f(z)dz

ୡ

 

=
1

݅ߨ2
ර

1
ℎ

ݖ − ܽ − ݖ + ܽ + ℎ
ݖ) − ݖ)(ܽ − (ܽ + ℎ))

ݖ݀(ݖ)݂
௖

 

=
1

݅ߨ2
ර

(ݖ)݂
ݖ) − ݖ)(ܽ − (ܽ + ℎ))

ݖ݀
௖

 

=
1

2πi
ර

ݖ − (ݖ)݂ ܽ
ݖ) − ܽ)ଶ(ݖ − (ܽ + ℎ))

dz
ୡ

 

=
1

݅ߨ2
ර

ݖ) − ܽ − ℎ + ℎ) ݂(ݖ)
ݖ) − ܽ)ଶ(ݖ − ܽ − ℎ) ݖ݀

௖
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=
1

݅ߨ2
ර

ݖ)] − ܽ − ℎ) + (ℎ)]݂(ݖ)
ݖ) − ܽ)ଶ(ݖ − ܽ − ℎ) ݖ݀

௖

 

=
1

2πi
ර

(ݖ)݂
ݖ) − ܽ)ଶ

ݖ݀ +
ℎ

݅ߨ2
ර

(ݖ)݂
ݖ) − ܽ − ℎ)(ݖ − ܽ)ଶ

ݖ݀
௖ୡ

 

ℎح أنه في حالة  وواض → ویأخذ الطرف الایمن الصورة   (ܽ)ᇱ݂فإن الطرف الایسر یصبح    0
  :المطلوب إثباتها ولذلك فبأخذ الحد الثاني أي الطرف الایمن 

h
2πi

ර
ݖ݀(ݖ)݂

ݖ) − ܽ)ଶ(ݖ − ܽ − ℎ)
=

h
2πi

ර
f(z)dz

(z − a)ଶ(z − a − h)
ୡమୡ

 

=
h

2πi
ර

f(z)dz
(z − a)ଶ(z − a − h)

|୸ିୟ|ୀ஫

 

ݖصغیرة جدا بحیث أن ℎوبإختیار  = ܽ + ℎ   ܿخل المسار یكون داଵ  ایضا وبحیث یكون:  

ℎ <
߳
2
 

a|وبإستخدام المتباینة  − b| ≥ |a| − |b|:  

ݖ| − ܽ − ℎ| ≥ |z − a| − |ℎ| > ߳ −
ϵ
2

=
ϵ
2
 

|(ݖ)ܨ|دالة تحلیلة فهي محدودة أي أن  (ݖ)݂كذلك فإن  <   .عدد موجب ܯ حیث  ܯ

ቮ
ℎ

݅ߨ2
ර

F(z)dz
(z − a)ଶ(z − a − h)

ୡభ

ቮ ≤
|h|
2π

ර
|f(z)|

|(z − a)ଶ||z − a − h|
|dz|

ୡభ

 

≤
|ℎ|߳ܯ

2π(ϵଶ) ቀ஫
ଶ
ቁ
න dθ
ଶ஠

଴

 

2|ℎ|ܯ
ϵଶ

 



28 
 

ℎوعندما نأخذ النهایة  →   فإن التكامل ینعدم وبالتالي  0

݂ᇱ(a) =
1

2π݅
ර

ݖ݀(ݖ)݂
ݖ) − ܽ)ଶ 

  :وعلى هذا المنوال فإن

݂ᇱ(ܽ + ℎ) − ݂ᇱ(ܽ)
ℎ

=
1

݅ߨ2
ර

1
ℎ
൤

1
ݖ) − ܽ − ℎ)ଶ

−
1

ݖ) − 0)ଶ
൨ ݖ݀(ݖ)݂

௖

 

=
2!

݅ߨ2
ර

(ݖ)݂
ݖ) − ܽ)ଷ

ݖ݀ +
ℎ

݅ߨ2
ර

ݖ)3 − ܽ) − 2ℎ
ݖ) − ܽ − ℎ)ଶ(ݖ − ܽ)ଷ

 ݖ݀(ݖ)݂

ℎوبأخذ النهایة   → ݊ فإننا نصل للمطلوب عند   0 = بإثبات الحد الثاني ینعدم یتم التكامل  2
z|على الدائرة  − a| = ϵ وبملاحظة أن  

|(3(z − a) − 2ℎ)݂(ݖ)| = |3(z − a) − 2ℎ||݂(ݖ)| 
≤ ݖ|3) − ܽ| + 2|ℎ|)ܯ 

≤ ቂ3߳ + 2
߳
2
ቃܯ ≤  ܯ4߳

ቚكذلك  ௛
ଶగ௜∮

ଷ(୸ିୟ)ିଶ௛
(୸ିୟି୦)మ(୸ିୟ)యୡభ

ቚݖ݀(ݖ)݂ ≤ |௛|
ଶ஠௜

ସ஫୑

ቂചమቃ
మ
஫య

= |୦|ଵ଺ெ
஫య

 

ℎواضح أنها تنعدم عندما  →   أي أن الحد الثاني ینعدم وبالتالي فإن  0

݂ᇱᇱ(a) =
2!

2π݅
ර

(ݖ)݂
(z − a)ଷ dz

ୡ

 

݂(௡)(ܽ) =
݊!

݅ߨ2
ර

(ݖ)݂
ݖ) − ܽ)௡ାଵ

ݖ݀
௖

 

  ) :2(مثال

∮أوجد التكامل  ௘ఱ೥

(௭ିଵ)ఱୡ  ݖیحتوي النقطة الشاذة  ܿحیث = 1  
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  : الحل

∮من صیغة كوشي للتكامل مباشرة فإن  ௙(௭)
(୸ିୟ)౤శభ

dz = ଶ஠௜
୬!
݂(୬)(a)ୡ  

(ݖ)݂ولكن  = ݁ହ௭  دالة تحلیلیة في كل مكان ومشتقاتها النونیةf (୬)(z) = (5)୬eହ୸  فإن:  

ර
݁ହ௭

ݖ) − 1)ହ ݖ݀ =
݅ߨ2
4!

݂(ସ)(1)
ୡ

 

=
2πi
4!

(5)ସeହ 

  :متباینة كوشي ) 7- 2(

݂୬(a) ≤
݉݊!
௡ݎ

 

  

|݂୬(a)| ≤
mn!
୬ݎ

       ;        ݊ = 0,1,2, …. 

|(ݖ)݂|و < ݉ 

  البرهان

݂௡(a) =
݊!

2π݅
න

(ݖ)݂
ݖ) − ܽ)௡ାଵ

ୡ

dz 

|݂௡(ܽ)| =
݊!

݅ߨ2
ቮන

(ݖ)݂
ݖ) − ܽ)௡ାଵ ݖ݀

௖

ቮ 

=
݊!

݅ߨ2
ቮ න

(ݖ)݂
ݖ) − ܽ)௡ାଵ ݖ݀

|௭ି௔|ୀ௥

ቮ 
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≤
݊!

݅ߨ2
න ฬ

(ݖ)݂
ݖ| − ܽ|௡ା௔ฬ

|௭ି௔|ୀ௥

|dz| 

≤
n!

2π݅
න

݉
௡ାଵݎ

ଶ஠

଴

 |ݖ݀|

ܼ =  ௜ఏ݁ݎ
ݖ݀ =  ௜ఏ݁ݎ݅

|dz| = หire୧஘ dθห 

ห݁௜ఏหݎ݅  ߠ݀

≤
݊!
ߨ2

݉
௡ାଵݎ

ݎ݅   ߠ݀

≤
݊!

݅ߨ2
݉
௡ାଵݎ

≥ ߨ2ݎ݅  
݉݊!
௡ݎ

 

∴ ݂௡(ܽ) ≤
݉݊!
௡ݎ

 

.وهذه هي متباینة كوشي  

 Liouville's Theorem  :نظریة لیوفیل) 8- 2(

:تنص على  

  .تكون ثابتة القیمة ݂المستوى المركب فإن في   ݖدالة شاملة ومحدودة لجمیع قیم  ݂إذا كانت     

  البرهان

|(ݖ)ܨ|لیكن  ≤ M  ܼلجمیع قیم .  

:ܥومن الدائرة , نقطة اختیاریة  ଴ܼولتكن  ݖ| − |଴ݖ < ݊و من متباینة كوشي  ܴ = 1 
|ᇱ(ܼ଴)ܨ|نجد أن  ≤ ୑

ୖ
ܴوبوضع   → Fᇱ(z଴)في متباینة كوشي فإننا نجد أن  ∞ =   وبالتالي  0
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ᇱ(Z)ܨ = فإنه یجب  ܼإذا كانت مشتقتها دالة تحلیلیة مساویة للصفر لجمیع قیم . ܼلجمیع قیم  0
  .تكون دالة ثابتة القیمة  ݂أن تكون دالة ثابتة القیمة وعلى ذلك فإن 

  : Morera's Theoremنظریة موریرا ) 9- 2(

∫وكان  ܦدالة متصلة في نطاق بسیط الترابط  (ݖ)݂إذا كان  F(z)dz = 0஼  لكل منحني بسیط
  .ܦتكون تحلیلة في  (ݖ)݂مقفل  فإن 

  البرهان

ᇱ(z)݂في الحقیقة  = فإننا لم ,  ܦدالة تحلیلة في  ݂ورغم افتراض أن الدالة   (ݖ)݂
حول أي كنتور  ݂شرط  بأن التكامل بالاضافة الى ال  ݂نستخدم في البرهان الا خاصیة اتصال 

  .یكون مساویا للصفر  ܦمغلق بسیط في داخلیة 

  فان توفر هاتین الخاصتین , وعلیه 

(ݖ)݂ = නݐ݀(ܶ)ܨ  → (1)
௭

௭బ

 

Fᇱ(z) = (ݖ)݂   → (2) 

  .وذلك لكونها مشتقة دالة تحلیلیة ,  ܦتحلیلیة في  ܨیتبین أن 

  :Fundamental Theorem Algebraofالأساسیة في الجبرالنظریة) 10- 2(

  :تنص على

(ݖ)݌كل معادلة كثیرة حدود  = ܽ଴ + ܽଵ(ݖ) + ⋯+ ܽ௡ݖ௡ = ذات درجة   0
݊ ≥ (ݖ)݌ویترتب على ذلك أن  .لها جذر واحد على الأقل  1 = من الجذور مع أخذ  ݊لها   0

 .التكرار فى الاعتبار
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  :Maximum Nodulus Principleنظریة أكبر مقیاس ) 11- 2(

  :على  تنص

وداخله ولا تساوى ثابتا بالتطابق فإن  ܥتحلیلیة على المنحنى المقفل  (ݖ)݂إذا كانت 
  .ܥتأخذ اكبر قیمة على  |(ݖ)݂|

  : Minimum Moduls Theorem نظریة أصغر مقیاس) 12- 2(

(ݖ)݂وداخله  ܥتحلیلیة على المنحنى المقفل  (ݖ)݂إذا كانت  ≠  |(ݖ)݂|فإن  ܥداخل  0
  .ܿتأخذ أصغر قیمة على 

  :Singular pointsالنقاط الشاذة ) 13- 2(

(ݖ)݂إذا كان  = ∑ ܽ௡(ݖ − ଴)௡ݖ + ௕భ
௭ି௭బ

+ ௕మ
(௭ି௭బ)మ + ⋯+ ௕௠

(௭ି௭బ)೘
ஶ
௡ୀ଴  

݉تمثل درجة القطب واذا كان  ݉حیث  ݉تسمىى نقطة شاذة من الدرجة  ଴ݖفان  = فإن  1
  :فعلى سبیل المثال .  Simple Poleالقطب یسمى قطبا بسیطا 

ܼଶ − 2ܼ + 3
ܼ − 2

= 2 + (ܼ − 2) +
3

(ܼ − 2)
 

ݖ|حیث  − 2| > ݖلها قطب بسیط عند ,  0 = 2.  

  :أنواع النقاط الشاذة ) 14- 2(

  :النقطة الشاذة الأساسیة    . أ

عددا لانهائیا من الحدود الغیر صفریة فإن  ଴ܼعند   ܨعندما یحوى الجزء الأساسى من دالة 
  .یقال لها نقطة شاذة اساسیة  ଴ܼالنقطة 

ݖ):مثال لذلك  −   لها عدد لانهائى من القوى السالبة وكذلك (଴ݖ

exp ൬
1
ݖ
൰ = 1 + ෍

1
݊!

1
௡ݖ

ஶ

௡ୀଵ
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|ݖ|حیث  > ݖالتي لها نقطة شاذة أساسیة عند  0 = 0 .  

  :النقطة الشاذة المزالة   . ب

 ଴ݖزولة عند النقطة شاذة مع ݂في الجزء الاساسي من دالة   b୬عندما تكون كل المعاملات 
  .یقال لها نقطة شاذة مزالة  ଴ݖمساویة للصفر فإن النقطة 

  :النقطة الشاذة القابلة للرفع   . ت

یمكن اشتقاقها فإن النقطة الشاذة تسمي نقطة شاذة قابلة للرفع مثلا إذا  (ݖ)݂إذا كانت الدالة 
  :كان 

(ݖ)݂ =
− sin ݖ
cos ݖ

 ݖ݀

  :الأقطاب ) 15- 2(

  .في الدالة الكسریة التى لا تجعل المقام یساوي صفر (ݖ)݂للدالة  ݖهي قیم 

(ݖ)݂مثلا الدالة  = ଵ
௭

  . ଴ݖلها قطبا بسیطا عند  ݖفإننا نقول أن  

(ݖ)݂ومثلا الدالة  = ଵ
(௭ିଵ)మ

  .଴ݖلها قطبان من الدرجة الثانیة عند  ݖفإن الدالة   

  ):الرواسب(حساب المتبقیات ) 16- 2(

یحتوي  ଴ݖوحیث أن المتبقي عند ,  لیة مضنیة حساب مفكوك متسلسلة لورانت هي عم
في مفكوك لورانت فإننا نبحث عن طریقة لحساب المتبقیات من بعض المعلومات   aିଵعلى معامل 

  . ଴ݖحول طبیعة المتبقي عند 

  :قانون حساب المتبقیات   . أ

aିଵ = lim
୸→ୟ

1
(݉ − 1)!

݀௠ିଵ

௠ିଵݖ݀ ݖ)] − ܽ)௠݂(ݖ)] 
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  ):3(مثال

(ݖ)݂جد متبقیات الدالة  = ௭మିଶ௭
(௭ାଵ)మ(௭మାସ)  

  :الحل

ݖ =   .قطب من الدرجة الثانیة 1−

ݖ =   .قطبان بسیطان  ±2݅

∴ න݂(ݖ)݀ݖ = ଵܴ]ߨ2 + ܴଶ + ܴଷ] 

ݖعند  =   :المتبقي هو  1−

lim
୸→ିଵ

1
1!
݀
ݖ݀

ቈ(z + 1)ଶ
zଶ − 2z

(z + 1)ଶ(zଶ + 4)቉ 

= lim
௭→ିଵ

ଶݖ) + ݖ2](4 − 2] − ଶݖ) − [ݖ2](ݖ2
ଶݖ) + 4)ଶ  

5(−4) − (3)(−2)
25

=
−14
25

 

ݖعند  = 2݅  

lim
୸→ଶ௜

ݖ) − 2݅)
ଶݖ − ݖ2

ݖ) + 1)ଶ(ݖ + ݖ)(2݅ − 2݅)
=

7 + ݅
25

 

ݖعند  = 2݅  

=
7 − ݅

25
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  الفصل الثالث
  في حل بعض التكاملات الخطیة تإستخدام متسلسلتي تایلور ولوران

  مقدمة) 3-1(

متسلسة تایلور اللانھائیة ولورانت فى حل مسائل التكامل الخطي في ھذا الفصل نستخدم 
ولورانت یكون حلھا أسھل وأكثر دقة التى یصعب حلھا بالطرق العادیة بإستخدام متسلسلة  تایلور 

  .وفي مایلي وصف لاستخدام متسلسلتي تایلور ولورانت في حل بعض التكاملات الخطیة

  

  :متسلسلة تایلور) 3-2(

(ݖ)݂ = ݂(ܽ) + ݂ᇱ(ܽ)(ݖ − ܽ) +
݂ᇱᇱ(ܽ)(ݖ − ܽ)ଶ

2!
+ ⋯+

݂௡(ܽ)(ݖ − ܽ)௡

݊!
 

 ୸݁الة لوغریثمیة مثلا ولمتسلسلة تایلور صیغ عدیدة تتغیر تبعا للمثال ولو وجدنا في المثال د
  :یكون  e୸فتكاملھا بالطرق العادیة اصعب فباستخدام متسلسلة تایلور للدالة اللوغریثمیة 

e୸ = 1 +
1
z

+
zଶ

2!
+ ⋯+

z୬

n!
+ ⋯ 

  .وأن متسلسلة تایلور ھي المتسلسلة المعتاد علیھا في حل الدوال الحقیقیة 

ݖھي دالة مركبة أي ان   ݖكما نعلم أن ݖ݊݅ݏوكذلك لو جدنا الدالة المثلثیة  = ݔ + فتكاملھا  ݕ݅
فمفكوك , بالطرق العادیة أصعب لذلك نلجأ الى متسلسلة تایلور لسھولتھ فى حلول مثل ھذه المسائل 

  :بالنسبة لتایلور ھو ݖ݊݅ݏالدالة المثلثیة 

ݖ݊݅ݏ = ݖ −
ଷݖ

3!
+
ହݖ

5!
+ (−1)௡ିଵ

ଶ௡ିଵݖ

(2݊ − 1) + ⋯ 

cosكذلك الدالة  cosمفكوكھا كالأتي  ݖ ݖ = 1 − ௭మ

ଶ!
+ ௭ర

ସ!
+ (−1)௡ିଵ ௭మ೙షమ

(ଶ௡ିଶ)!
+ ⋯  

|ݖ|طالما كانت  ݖوھذه ھي دوال تحلیلة في كل مكان ولذلك فلیس ھناك قید علي قیمة  < ∞ .  

  فأي متسلسلة لانھائیة لابد أن یكون ھناك مشاكل في مجموعھا فإذا كان محدودة فھي متقاربة اذا 
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قید على المنطقة التي یمكننا استعمالھا فیھا  فھي متباعدة وھذا یعطي) لانھائیة (غیر محدودة 
وبالنسبة لمفكوك تایلور فإن منطقة التقارب تعطى .وتسمى ھذه المنطقة بمنطقة التقارب 

ݖ|ب − ܽ| < نصف قطر التقارب لمتسلسلة تایلور أو متسلسلة القوى بشكل عام حیث  ܴحیث ܴ
  : (ݖ)݂الى أقرب نقطة شاذة للدالة  ܽھي المضافة من النقطة  ܴ

ݖ|من الشكل السابق یجدر الاشارة الى أنھ على الدائرة  − ܽ| = R  فإنھ ربما تتقارب المتسلسلة أو
  .لاتتقارب اذ یجب بحث ذلك على إنفراد

ݖ|فخارج نطاق ھذه الدائرة  − ܽ| = R  فإن المتسلسلة تكون متباعدة.  

  :وعلى ضوء ذلك فھنالك متسلسلات علیھا قیود كالأتي

1)݊ܮ + (ݖ = ݖ −
ଶݖ

2
+
ଷݖ

3
+ ⋯+ (−1)௡ିଵ

௡ݖ

݊
+ ⋯ , |ݖ| < 1 

ଵି݊ܽݐ ݖ = ݖ −
ଷݖ

3
+
ହݖ

5
−⋯+ (−1)௡ିଵ

ଶ௡ିଵݖ

2݊ − 1
+ ⋯ , |ݖ| < 1 

(1 + ௣(ݖ = 1 + ୸݌ +
݌)݌ − 1)ଶ

2!
+ ⋯+

݌)݌ − 1) … ݌) − ݊ + 1)
n!

+ ⋯ , |z|

< 1 

  .كمیة سالبة أو كسریة  ݌حیث  

  :متسلسلة لورانت) 3-3(

(ݖ)݂الصورة العامة لمفكوك لورانت  = ∑ ௝ܽ(ݖ − ܽ)௝ஶ
௝ୀିஶ  

૙܉أي , یطلق على الحدود ذات الرتبة الموجبة  + ܢ)૚܉ − (܉ + ܢ)૛܉ − ૛(܉ + بالجزء  ⋯
التحلیلي لمفكوك لورانت وجدیر بالذكر بأنھ في حالة اختفاء النقطة الشاذة فإن الجزء الأساسي ینعدم 

  .لیصبح المفكوك مفكوك تایلور العادي ھذا الجزء یتكون من تكون الشذوذ

ݖالنقطة الشاذة عند كما نعلم أن وجود = في المركز ھو الذي یسبب كل التغیر الذي    ܽ
یحصل كما في حالة عدم وجود النقطة الشاذة في المركز فإن مفكوك لورانت یصبح مفكوك تایلور 

والتي تمتد لأسفل تصبح دائرة  ܴفي ھذه الحالة تصبح تحلیلیة في المنطقة  (ݖ)݂والسبب لأن 
  .واحدة

ݖكما أن عند  = نقطة شاذة ھذا الشذوذ لم تحدد نوعھ فھو عام فربما یكون قطبا أو تفرعا أو  ܽ
  .یمكن إزالتھ أو أساسیا 
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lim௭→௔فعندما تكون  (ݖ)݂ = ݖفإن  ∞ = وعندئذ نجد أن الجزء )݊ولیكن رتبة (تكون قطبا  ܽ
  .الأساسي من مفكوك لورانت یكون لھ عدد محدود بھذه الكیفیة 

a − 1
z − a

+
a − 2

ݖ) − ܽ)ଶ
… +

a − n
(z − a)୬

, aି୬ ≠ 0 

ݖدالة وحیدة القیمة وغیر معرفة عند  (ݖ)݂أما إذا كانت الدالة  = lim୸→ୟولتكن  ܽ فإن  ∃(ݖ)݂
ݖ = ݖتكون مزالة وفي ھذه الحالة تفید تعریف الدالة عند  ܽ = لقیمة النھایة ونقوم بحساب  ܽ

  .المفكوك 

ݖأما اذا كان  = نقطة تفرع للدالة متعددة القیم فإنھا تكون نقطة شاذة على أن كل فرع للدالة ھو  ܽ
دالة تحلیلیة  ویمكن فكھ بمفكوك تایلور والذي لھ نصف قطر تقارب یقاس بالمسافة بین نقطة الفك 

  .ونقطة التفرع 

فإن الجزء وأي نوع من الشذوذ خلاف الأنواع الثلاثة  یسمى بالشذوذ الأساسي وفي ھذه الحالة 
  .الأساسي من مفكوك لورانت لانھائي في حدوده 

(ݖ)݂ونقطة اللانھایة  تنتج نقطة شاذة  عند مالانھایة فمثلا  = لھا قطب من الرتبة الثانیة عند  ଶݖ
݂لأن  ∞ ቀଵ

ఠ
ቁ = ଵ

ఠమ ߱لھا قطب عند =   .من الرتبة الثانیة   0

(ݖ)݂وكذلك  = ݁௭ لھا نقطة شاذة أساسیة عندω = 0 .  

تسمى بالدالة الكلیة من أمثال ھذه الدوال  ωي ھي تحلیلة في كل مكان من مستوى والدالة الت
cosh , ݖ sinh , ݖ ݁௭  , sin ݖ , cos فمثل ھذه الدوال یمكن فكھا بمفكوك تایلور ولھا نصف  ݖ

  .قطر تقارب لانھائي 

(ݖ)݂أوجد  = ௘೥

(௭ିଵ)మ  ݖعند = 1 .  

aفي ھذه المسالة فإن  = وبالتالى فإن  2لدالة من نوع القطب من الرتبة وھي تمثل نقطة شاذة ل 1
  :التمثیل یمكن أن نستخدم فیھ صیغة تكامل كوشي التى ھي على النحو

a୬ =
1

݅ߨ2
ර

݁ఠ

(߱ − 1)௡ାଷ ݀߱
ୡభ

 

݊التكامل ینعدم عند  = 3,4,5, ݊ولكن عندما تكون   … = فإن التكامل یساوي نفس القیمة  1,2
  . ݁وھي 

  :الجزء الأساسي من المفكوك وبالتالي فإن وبینما تنعدم بقیة الحدود في 
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(ݖ)݂ =
݁௭

ݖ) − 1)ଶ

=
݁

ݖ − 1
+

݁
ݖ) − 1)ଶ

+ e ቈ
1
2!

+
(z − 1)

3!
+

(z − 1)ଶ

4!
+ ⋯+

(z − 1)୬

(n + 2)!
+ ⋯቉ 

(ݖ)݂كما أن التمثیل  = ௘೥

(௭ିଶ)
ݖحول   = إذا طلب مفكوك لورانت لھذا التمثیل فإن الوصف  2

  :لحل ھذا التمثیل كالأتي

ݖفإن الدالة تحلیلیة عند  = ونصف قطر , لمفكوك الذي ینتج ھو مفكوك تایلور ولذلك فإن ا 2
ݖ|بحیث     ܴالتقارب ھو  − 2| < ھي منطقة التقارب أي أن أي نقطة واقعة في ھذه النقطة  ܴ

  .ستؤدي الى تقارب ھذه المتسلسلة 

ܼالنقطة الشاذة , فإن ھذا التمثیل یمكن ایجاده بواسطة متسلسلة تایلور  = داخل الدائرة وعلیھ  2
ة في التمثیل لیست تحلیلیة لأن أحد أصفار المقام یقع داخل الدائرة وفبذلك یمكن استخدام فإن الدال

  :نظریة كوشي للتكامل والتي تكون على الصیغة 

 

න
(ݖ)݂
ݖ − ܽ

ݖ݀ =  (ܽ)݂݅ߨ2

  .كما أنھ نستخدم نظریة لورانت لتلك التمثیل  

  :أمثلة توضیحیة ) 3-4(

  ):1(مثال

 ܴدالة تحلیلیة عند جمیع النقط داخل وعلى الدائرة التي نصف قطرھا  (ݖ)݂إذا كانت دالة 
ܽوإذا كانت  ܽومركزھا عند  + ℎ  أثبت نظریة تایلور  ܿاى نقطة داخل  

݂(ܽ + ℎ) = ݂(ܽ) + ℎ݂ᇱ(ܽ) +
ℎଶ

2!
݂ᇱᇱ(ܽ) +

ℎଷ

3!
݂ᇱᇱᇱ(ܽ) + ⋯ 

  :الحل                                          

  .من صیغة تكامل كوشي یكون
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݂(ܽ + ℎ) =
1

݅ߨ2
ර

ݖ݀(ݖ)݂
ݖ − ܽ − ℎ

 

  بالقسمة 

1
z − a − h

=
1

(z − a)[1 − h/(z − a)] 

1
z − a

ቈ1 +
ℎ

ݖ) − ܽ) +
ℎଶ

ݖ) − ܽ)ଶ +
ℎଷ

ݖ) − ܽ)ଷ + ⋯+
ℎ௡

ݖ) − ܽ)௡

+
ℎ௡ାଵ

ݖ) − ܽ)௡(ݖ − ܽ − ℎ)
቉ 

  :نستخدم صیغة كوشي للتكامل 

݂(ܽ + ℎ) =
1

݅ߨ2
ර
ݖ݀(ݖ)݂
ݖ − ܽ

+
ℎ

݅ߨ2
ර

ݖ݀(ݖ)݂
ݖ) − ܽ)ଶ + ⋯+

ℎ
݅ߨ2

ර
ݖ݀(ݖ)݂

ݖ) − ܽ)௡ାଵ + ܴ௡ 

= ݂(ܽ) + ℎ݂ᇱ(ܽ) +
ℎଶ

2!
݂ᇱᇱ(ܽ) + ⋯

ℎ௡

݊!
݂௡(ܽ) + ܴ௡ 

  حیث 

R௡ =
ℎ௡ାଵ

2π݅
ර

ݖ݀(ݖ)݂
ݖ) − ܽ)௡ାଵ(ݖ − ܽ − ℎ) 

ቚفإن  ܥتكون على  ݖعند  ௙(௭)
௭ି௔ି௛

ቚ , |z − a| = R  ܥھو طول   ܴߨ2یكون لدینا  

|ܴ௡| ≤
|ℎ|௡ାଵ݉
2πR௡ାଵ 2πR 

  

  ):2(مثال

∮جد  sin ଵ
௭
  ௭|ୀଵ|ݖ݀

  :الحل

ݖفي ھذه الحالة فإن  = |z|نقطة شاذة من النوع الأساسي وھي داخل لمسار  0 =   وبالتالي  1
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ර sin
1
ݖ
ݖ݀ =  ܴ ݅ߨ2

  من نظریة الباقي 

න݂(ݖ)݀ݖ =  ܴ ݅ߨ2

ܽتمثل الباقي ܴ  − sinنحسب مفكوك لورانت للدالة  ܴولإیجاد  1 ଵ
௓

  

sin
1
ݖ

=
1
ݖ
−

1
3!

1
ଷݖ

+
1
5!

1
zହ

… 

ܴوھي جزء اساسي فقط ونجد منھا أن  = ܽ − 1 =   وبالتالي فإن  1

ර sin
1
ݖ
ݖ݀ = (1)ߨ2

|௭|ୀଵ

 

න sin
1
ݖ
ݖ݀ =  ݅ߨ2

  :)3(مثال

ݖ)∮أوجد  − 3) sin ଵ
௭ାଶ

ݖیحتوى النقطة  ܿحیث     ݖ݀ = −2  

  :الحل                          

ݖتوجد نقطة شاذة اساسیة عند  =   وبالتالي  ܿالمحتواه داخل  2−

ර ݖ) − 3) sin
1

ݖ + 2
ݖ݀ = ܴߨ2

େ

 

ܼحول النقطة  =   :كالاتي  2−

ݑبوضع  = ݖ + 2  

ݖ − 3 sin
1

ݖ + 2
= ݑ) − 5) sin

1
ݑ
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sinمن مفكوك لورانت   ଵ
௨

  

sin
1
ݑ

=
1
u
−

1
3!

1
uଷ

+
1
5!

1
uହ

+ ⋯ 

(u − 5) ൤
1
ݑ
−

1
3!

1
uଷ

+
1
5!

1
uହ

… ൨ 

= ൤1 −
1
3!

1
ଶݑ

+
1
3!

1
ସݑ

−
−5
ݑ

+
5
3!

1
ଷݑ

−
5
5!

1
ହݑ

… ൨ 

  وبالتالي فإن 

ܴ = ܽ − 1 = −5 

  أي أن 

ර(ݖ − 3) sin
1

z + 2
dz = 2π(−5) 

=  ݅ߨ10−

  ):4(مثال

∮أوجد تكامل  ଶݖ sin ଵ
୸

dz  ݖتحتوى  ܿحیث = 0  

  :الحل                         

zଶ sin
1
ݖ

= zଶ ൤
1
z
−

1
3!

1
zଷ

+
1
5!

1
zହ
−⋯ ൨ 

= ݖ −
1
3!

1
ݖ

+
1
5!

1
ଷݖ

… 

  بالتالي فإن 

ܴ = ܽ − 1 =
1
3!

 

  أي أن 
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රݖଶ sin
1
z

dz = 2π ൤
−1
3!
൨ 

= −
πi
3

 

  ):5(مثال 

∮أحسب   ௭
ୱ୧୬మ୸|୸|ୀಘమ

  

  :  الحل                        

ݖ =   ھي النقطة الشاذة الوحیدة الداخلیة وبالتالي   0

z
sin z

= 1 +
1
3!

zଶ 

ଶݖ

sinଶݖ
= 1 + ൤

2
3!
ଶݖ +൨ 

  ݖبالقسمة علي 

z
sinଶz

=
1
z

+ ൤
2
3!
൨ z + ⋯ 

ܽمفكوك لورانت  − 1 = ݖأي أن  1 =   قطب رتبة  0

(ݖ)   →lim୸وللتأكد من ذلك فإن  ௭
ୱ୧୬௭మ

= 1 ≠ 0  

ݖأي أن  =   .قطب من رتبة واحدة  0

ܴ:وبالتالي فإن = 1  

ර
ܼ

ݖଶ݊݅ݏ
= (ܴ)ߨ2

|୞|

 

= 2π݅(1) 

=  ݅ߨ2
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  النتائج والتوصیات
  :النتائج : اولاً 

 المباشرة لذلك یمكنطرق العادیة ھنالك بعض التكاملات الخطیة یصعب حلھا بال .1
  ).تایلور ولورانت(سھولة حلھا عن طریق إستخدام متسلسلتي 

  ).الكفافات(توجد بعض تكاملات المسارات المغلقة یسھل حلھا عن طریق الرسم  .2

  

  :التوصیات: ثانیا

  .نوصي بتوسیع تطبیقات متسلسلتي تایلور ولورانت في حل التكاملات الخطیة .1
 .        ى تحتوي على التكامل الخطيترجمة بعض مراجع التكامل الت .2
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  المصادر والمراجع
دار , م  2005-ه1426, د مجدى الطویل ، مقدمة في علم التحلیل المركب .أ .1

  .مصر -النشر للجامعات
م الدار الدولیة للنشر 1999  , محمد رمضان جھیمة   التحلیل الحقیقي .د .2

  .والتوزیع
م  الدار الدولیة   2008شبیجل  التفاضل والتكامل المتقدم  .موراي ر.د .3

  .م مصر.م.للاستثمارات الثقافیة ش
م  مكتبة الرشد  2006-ه1427حسن مصطفى العویضي  التحلیل المركب  .د.أ .4

  .الریاض –ناشرون المملكة العربیة السعودیة 
ت المركبة فیرھى   المتغیرا.براون وروجر ف.تشرشل وجمیس و.دویل ف .5

  .مصر–م   الدار الدولیة للاستثمارات الثقافیة 2005وتطبیقاتھا  
شبیجل  الدوال المركبة مع مقدمة في التناظر الحافظ للزوایا .موراي ر.د .6

  .م مصر.م.م  الدار الدولیة للاستثمارات الثقافیة ش2005وتطبیقاتھ    
ل بیروت دار محمود كتكت  مبادئ التحلیل المركب  دار ومكتبة الھلا.د .7

  .الشروق للنشر والتوزیع والطباعة 
  


