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  الحمد Ϳ رب  العالمین والصلاة و السلام على خاتم الانبیا  و المرسلین سیدنا محمد  صلى  الله علیھ  وسلم

  :مرشدنا الى الطریق المستقیم و ناھینا عن غیره موصینا بالعلم و المعرفة بقولھ

  ).ارادھما معا  علیھ بالعلممن اراد  الدنیا علیھ بالعلمومن ارد الاخرة علیھ بالعلم ومن  (

الى امھاتنا الحبیبات  الائي زودونا بالحب  و الحنان والائي ھن بلسم شفاؤنا وھن من یملكن القلب الطیب 

ناصعالبیاض الى  من اعتمدنا علیھن طوال مراحل حیاتنا و ھن الشمعات الائي تنیر حیاتنا بل  ھن قوتنا 

  .الائینعتز  بھن في حیاتنا

الفضائل اصحاب الھیبة و الوقار  اللذین  علمونا الصبر  في عز الشدائد و الثقة في النفس و  الى اباؤنا

ارجو ان یمدھم الله بطول العمر  لیروا , التصرف بحكمة في اكبر  المواقف فھم قوتنا  و فخرنا في  الحیاة 

  .رناثمارا قد ھان  قطفھا  بعد طول انتظار تبقى كلماتكم درر نھتدوا بھا طول عم

الى من ھم ارواحنا  و قلوبنا اصحاب الالحان و الالوان اللذین یجملون حیاتنا و بھم تحلو الحیاة ونستمد 

  .اصرارنا و عزتنا منھم الا  وھم اخواننا و اخواتنا الاعزاء

  رفقاء الى من یحلو بھم الاخاء تمیزا  بالوفاء و العطاء الى ینابیع الصدق الى من سعدنا  برفقتھم اصدقاؤنا و

  .الدرب

  الى من وھبونا العلم والمعرفة و التفاؤل والتمسك بالحیاة ونلنا من تجاربھم  الكثیر و الكثیر و كانوا و ماذالوا

الى ذلك  المكان  الذي نعتبرة بیتنا الثاني و امنا  الثانیة و  ھي جامعتنا .عونا لنا في حیاتنا و ھم الاساتذة الاجلاء

  .للعلوم  و التكنولوجیاالحبیبة جامعة السودان 

  

  ج
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لابد لنا ونحن نخطو خطواتنا الأخیرة في الحیاة الجامعیة من وقفة نعود إلى أعوام قضیناھا في رحاب 
الجامعة مع أساتذتنا الكرام الذین قدموا لنا الكثیر باذلین بذلك جھودا كبیرة في بناء جیل الغد لتبعث الأمة 

 من جدید
 آیات الشكر والامتنان والتقدیر والمحبة إلى الذین حملوا أقدس رسالة في الحیاةوقبل أن نمضي تقدم أسمى 

 إلى الذین مھدوا لنا طریق العلم والمعرفة
  إلى جمیع أساتذتنا الأفاضل

  البشرى الضوء عبد القادر: وأخص بالتقدیر والشكر الدكتور

  الذي أشرف علي ھذا البحث ولم یبخل علینا بشئ 

ساعد على إتمام ھذاالبحث والي كل من قدم لنا العون ومد لنا ید المساعدة  وزودنا وكذلك أشكر كل من 
  بالمعلومات اللازمة لإتمام ھذا البحث

 والي الذین كانوا عونا لنا في بحثنا ھذا ونورا یضيء الظلمة التي كانت تقف أحیانا في طریقنا
ن یشعروا تسھیلات والأفكار والمعلومات، ربما دوإلى من زرعوا التفاؤل في دربنا وقدموا لنا المساعدات وال

  الشكر جزیلبدورھم بذلك فلھم منا 
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  رقم الصفحة  المحـــتویات

  أ  البسمـــلة

  ب  الأیة الكریمة

  ج  الأھــــــــــــداء

  د  الشكـــر والعــرفان

  و  الفھــرست المحتــویات

    الفصــل الأول

  1  المقـدمــــــة

  2  نبــذة تاریخــیة

  3  ھمــــیة البحــثأ

  3  أھــداف البحــــث

  3  سبـاب إختیار مشكــلة البحــثأ

  4  مستخلص البحث

  الفصـــل الثانــي

  التكامــــل 

  

  6  تعریف التكامـل 

  7  بعض صیــغ التكامــل

  7  نواع  التكامــــــــــــــلا

  7  التكامل غیـر المحـــــــدد - 

  11  التكامــــــــل المحــــــــدد - 

  15  طــــــــــرق التكامـــــــــل

  15  تكامـــل بالتــجزئـة -

  18  تكامـــل بالتعــویض -

  الفصـــل الثالـــث

  التكامـــل الثنائــي

  

  22  تعــریف التكامـل الثنـائـي

  34  خــواص التكامــل الثنــائي

  39  الثنـائـينظــریات التكامــل 
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  40  نظــریة قــرین -

  41  نظــریة إستــوكس -

  43  تطبیـــقات التكامــل الثنـائي

  43  الحجـــــــم -

  44  المســـاحـة -

  44  الكتـــــــــلة -

  44  مركز اكتلة -

  44  عـزم القصــور الذاتـي -

    عــــالفصــل الراب

  57  النتــائج

  57  التوصیــات

   58  المــراجع
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  :ةـقدممال1-1)(

یعتبر علم التفاضل و التكامل من العلوم القدیمة قدم البشریة و لا شك انھ یشكل ركیزة ھامة في حیاة الافراد 

اكثر العلوم استخداما في مجال الحیاة  بالرقم من انھ تبلور  في القرن السابع عشر المیلادي الا انھ كان من

  .التطبیقیة

صیغھ الأساسیة و الخواص و النواع و الاطرق و یحتوي على الكثیرمن الاشیاء مثل الالتكامل بصورة عامة 

فھم كامل للتكامل الفھم التكامل الثنائي لانھا بمثابة نقطة انطلاقة للوصول الى لضروري جدا  ذه الاشیاءھ

لتكامل و ھناك ا, یف خلفیة عامة للذین درسو انماطا مختلفة من مقررات علم التفاضل و التكاملالثنائي وقد یض

عبارات و نصوص و مسائل واضحة و معھاالثنائي و بعض تطبیقاتھ و التي یمكن تطبیقھا في الحیاة العامة 

ئات مصنفة من مسائل لھا ویتبع ھذا ف ةلك الأساسیات و النظریات مع مادة علمیة موضحة و اخرى وصفیوكذ

محلولة توضح وتفصل النظریات ثم اعقبناھا بتطبیقات التكامل الثنائي مع البراھین و الأمثلة لكي یدرك الدارس 

  .تھاھمیة التكامل الثنائي وتطبیقا
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    :نبذة تاریخیة(2-1)

قبل المیلاد فقد دلت بردیة موسكو الریاضیة  1800التكامل قدیما في عھد  المصریین القدما حوالي  استخدم

على علمھم بصیغة لحساب حجم الھرم المقطوع و تعد طریقة الأستنزاف من اوائل الطرق المستعملة في ایجاد 

و ذالك بتقسیمھا الى اشكال  قبل المیلاد و كانت تحسب بھا الحجوم و المساحات370التكاملات حیث تعود الى

مة المساحة او الحجم كما تم تطویر ھذه الطریقة من قبل ارخمیدس و تم استعمالھا في صغیرة غیر منتھیة معلو

  .حساب مساحات القطع المكافئ و التقریب لمساحات الدائرة

في الصین طورت طرق مماثلة في القرن الثالث المیلادي بواسطة الیھودي الذي استخدمھا لایجاد مساحة 

  الطریقة فیما بعد في القرن الخامس من قبل الریاضیین الصنیین الأب و الأبنالدائرة كما تم استعمال ھذه 

ریقة مشابھة خدم الریاضي  الھندي اریا بھاتا طفي نفس القرن است ,كرة اللایجاد حجم )تسو تشونغ و زوجینغ (

  .لحساب حجم المكعب

عندما أخترع العالم الفلكي الحسن بن التالیة في التفاضل التكاملي في القرن الحادي عشر اتت الخطوة الھامة و

نسبة لاسمھ المشھور عند الاوروبیین و التي تقود الى معادلة الدردة ) مسألة الحسن(الھیثم ما یعرف الیوم باسم 

حجم السطح المكافئ و قد  الرابعة في كتابھ المناظرة بینما كان یحل ھذه المسألة قام بعملیة تكامل لایجاد

لریاضي تعمیم ھذه النتیجة لدوال كثیرة الحدود وقد كان بالتالي قادرا على ایجاد صیغة بالاستقراء ااستطاع

  .لك في وقتھلكنھ لم یعد للامر اھمیة  لذ تكاملات دوال كثیرة الحدودلعامة 

) كافالیري(التقدم الملحوظ في علم التكاملات الا مع القرن السادس عشر و بھذه الوقت كان عمل لم یبدأ ظھور

  .عمل فیرمات بوضع الاساسیات لعلم التفاضل و التكامل الحدیث,بطریقة الكل لا تجزي

سحاق نیوتن و تورشیلي دورا ھاما ایضا في توسیع ھذه العلم ففي اوائل القرن السابع عشر قدماء لاوكان 

بتوسیع طریقة ) سیكي كاوا(ي وقد استطعة الیابانلاشتقاقالتلمیحات الاولى في وجود  صلة بین التكامل و ا

  ).برنارد ریمان( الاستنزاف تم صیاغة التكامل باستعمال النھایات من قبل

لك استعمل عمودا صغیرا فوق المتغیر ؤھا رمز معین او علامة معینة فلذبالنسبة لعلامة التكامل فقد حاول اعطا

ھذه العلامة نسبة لصعوبة تعامل للاشارة الى عملیة التكامل او ان یضع المتغیر داخل مربع الا انھ لم یتم تبني 

كما انھ قام بموئمة رمز التكامل بعد اطالتھ  1675فالرمز الحدیث تم تقدیمھا من قبل لبیینزعام.الطابعة معھا

جوزیف (اما بالنسبة للتكامل المحدود استعمل لاول مرة من قبل , ھذا بالنسبة للتكامل غیر المحدود sللحرف 

  .ل اعلى و اسفل الرمز السابقباضافة حدود التكام) فورییر
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  :أھمیة البحث(3-1)

تظھر اھمیة التكاملات بصورة عامة و التكاملات الثنائیة بصورة خاصة في العدید من الحالات التطبیقیة فمثلا 

اذا اعتبرنا بركة سباحة مستطیلة او مربعة فیمكن ایجاد مساحتھا  و حجمھا بالطرق العادیة كذالك حجم الماء 

ئھا و كذالك  ایجاد مساحتھا السطحیة اما اذا كانت البركة بیضاویة او مدورة من القعر فانھا واتیمكن احالذي 

تستدعي استخدام التكاملات و كافة التطبیقات الفیزیائیة للریاضیات و میكانیكة الموائع و تتطلب الایفاء بانواع 

  .التكاملات

اما في الطب فھي تضم كافة .تساعد في حساب المساحات كما یدخل في برمجة بعض الاجھزة التقنیة التي 

انواعھا و الانجازات الطبیة و كل ما یتعلق بالادویة و الغذاء و الامراض و طرق الوقایة منھا و المحافظة على 

  .الصحة  اذا نجد انھا تدخل في كافة المجالات لتحل كافة المشكلات التي تظھر اثناء القیام بعملیة ما

  :ف البحثاھدا(4-1)

  .ن یتعرف الطالب على التكامل و صیغھ الأساسیةأ - 1
  .ان یتعرف الطالب على بعض طرق التكامل - 2

  .ان یتعرف الطالب على التكامل الثنائي - 3

  .ان یفھم الطالب طریقة حساب التكامل الثنائي - 4

  .ان یطبق الطالب على التكامل الثنائي -5 

  :اسباب اختیار مشكلة البحث(5-1)

,f(xان التكامل العادي او الخطي یفشل في حالة الدوال المعرفة في متغیرین مثلا الدالة  y) المعرفة في المنطقة

r عند المستوىx, y  و كذالك یفشل في حالة ایجاد مساحة السطوح و ایجاد المركز المتوسط و عزم القصور

و الموجات الصوتیة لذالك كان  بالضروري  الذاتي للسطوح المستویة او في الكھرومغنطیسیة و الحرارة

  لوجود التكامل الثنائي لحل ھذه المشكلاتلانھ یشمل على دوال معرفة على متغیرین بخلاف التكامل العادي 

  .او الخطي او الاحادي

 و ایضا توجد بعض المناطق التي تكون علیھا الدوال المتصلة غیر قابلة للتكامل و ھي عدیدة منھا مناطق یمكن

علیھا حساب قیمة التكامل الثنائي في المنطقة الراسیة و الافقیة البسیطة الواقعة بین رسم الدالتین احداھما اكبر 

 .من الاخرى
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  :تخلصــالمس (6-1) 

التكامـل بصفـة عامـة وعن التكامل الثنائي بصفة خاصة ولقد تطرقنا لمفاھیم عدة من  تناولنا في ھـذا البحـث

خلال البحث فتناولنا في الفصل الثاني مقدمة عن التكامل  وتعریفھ ومن ثم تناولنا بعض صیــغ التكامل وكذلك 

وغیر محدد وكذلك بعض تناولنا الصیغة العامة للتكامل وكذلك تناولنا انواع التكامل من حیث كونھ  محدد 

  .طرق ایحاد التكامل مثلا  التجزئة والتعویض 

وتناولنا في الفصل الثالث التكامل الثنائي وحیث ان ضرورة وجود التكامل الثنائي نسبة لفشل التكامل العادي 

,f(xفي حالة الدوال المعرفة في متغیرین مثلا الدالة   y)  في المنطقةr  عند المستويxy  التكامل وكذلك فشل

العادي في حالة ایجاد المساحة والسطوح والحجم وغیرھم وتناولنا في ھذا الفصل ایضا خواص التكامل الثنائي 

  .وكذلك نظریات في التكامل الثائي مثل نظریة قرین في المستوى ونظریة استوكس 

ة ومراكز الكتلة ومراكز ومن ثم ایضا تناولنا بعض من تطبیقات التكامل الثنائي مثل الحجم والمساحة والكتل

  .العزم وعزم القصور الذاتي 
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Abstract 

In this search we discussed the integration in general ,bilateral  integration in 
particular , we discussed several concepts through research in second chapter ,we 
presented an integration to integration and its definition , and then we dealt with 
some integration formulas ,we also dealt with some general forms of  integration 
,as wellas methods of integration of fragmentation and integration of 
compensation . 

In third we examine the dualintegration in the term of necessity of dual integration 
in the relation of failure of normal integration in case of function defined by tow 
variables such as the function f(x, y) in region (r) at level x, y as wellas the failure of 
normal integration in the case of finding the area ,surfaces, volumes and others . 

In this chapter we also discussed the properties of binary integration as well as the 
theory Green in the level and the theory of Stokes then we also dealt with some 
integration application such as size, area, mass, center of mass. 
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  Integrationل ـالتكام (1-2)

  :مقدمـة

f(x)التفاضل عرفنا ان المشتقة للدالة ناعندما درس, بعكس المشتقات او مقابلات المشتقاتیعرف  =

yھيf ′(x) = ୢ୷
ୢ୶

  .xبالنسبة الى   yاي معدل تغیر  

v(t)كما عرفنا ایضا معدل تغیر المسافة بالنسبة للزمن تعني السرعة اللحظیة اي ان  =  ୢୱ
ୢ୲

حیث ان  

v(t)  السرعة اللحظیة,s(t) المسافة كدالة في الزمنt لنفترض ان لدینا السرعةv(t)  و المطلوب حساب

و ھذه العملیة ھي  s(t)في ھذه الحالة المعلوم لدینا ھو المشتقة و المطلوب ایجاد الدالة sالمسافة المقطوعة 

  .التكاملاوبل المشتقةالمعطاة مشتقتھا تسمى مقا عملیة عكسیة للتفاضل و عملیة ایجاد الدالة

اقتران فاننا  fا كانذایضا یعرف بأصل المشتقة و عملیة ایجاده ھي في الواقع بعكس عملیة ایجاد المشتقة فا و

fیحقق fنبحث عن اقتران اخر  ′(x) = f(x) لكلx ینتمي الى مجال مناسب.  

انواع و خصائص و طرق و صیغ أساسیة لایجادھا و من انواع التكامل التكامل المحدد و التكامل  لھ فالتكامل

الخطوة العكسیة لعملیة الاشتقاق و ھذا ما یجعلنا نضع مع كل قاعدة  ان التكامل المحدد یمثل, غیر المحدد

عد التكامل ثم سنتعرف في نصادفھا لاجراء التكامل غیر المحدد و من خلال ذالك توفر لدینا رصید من قوا

  .البنود اللاحقة الى بعض الطرق التي نستخدمھا لتحویل التكامل الى صورة قابلة للحل باحدى القوعد المعروفة 

  :تعریف التكامل(2-2)

  ونعبر عنھا في صور f(x)تكون تكامل للدالھ  F(x)اي ان  F(x)مشتقة الدالھ f(x)افرض ان 

න f ′(x)dx = F(x) 

و  xتحدد ان متغیر التكامل ھو  dxوعلامة التكامل تعني عملیة تكامل , الدالة المراد تكاملھا تسمى مكاملة

  .f(x) تكون مشتقتھا ھي fلایجاد قیمة التكامل نوجد دالة 

  و علیھ تكون التكامل, ھذه الخاصیة مشتركة لكل مقابلات المشتقات:ثابت التكامل

න f ′(x)dx = f(x) + c 

  ھو ثابت التكامل  cحیث 
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    :لكامانواع الت2- 3)( 

  :تكامــل غیر المحدد (1-3-2) 

  :تعریف

fاذا كان  Iعلى الفترة غیر المحددة  fبانھ الاقتران العكسي لاشتقاق الاقتران  fیسمى الاقتران  ′(x) = f(x) 

   xلكل قیم 

  .بصورة عامة لحل انواع التكاملات لابد منمعرفة بعض الصیغ الاساسیة للتكامل

  :الصیغ الأساسیة لتكامـل (4-2) 

1. ∫ u୬du = ୳౤శభ

୬ାଵ
+ cn ≠  حیث1−

  .وھي الصیغة العامة لقانون التكامل

2.∫ ଵ
୳

du = ln(u) + c 

  .وھذ الصیغة تستخدم اذا كانت البسط مشتقة المقام

3.∫ e୳ du = e୳ + c                  

4.∫ eୟ୳du = ଵ
ୟ

eୟ୳ 

  .نفسھاتعني مقلوب تفاضل الاس في الدالة الاسیة صیغة الدالة الاسیة و  يھ

5.∫ sin( u)du = − cos( u) + c 

6.∫ cos( u)du = sin(u) + c       

7.∫ tan(u)du = ln(sec( u)) + c 

O r∫ tan(u) du =  − ln(cos(u)) + c 

  صیغ الدوال المثلثیة 5,6,7الصیغ وتمثل ھذه 

8.∫ ୢ୳
√ୟమି୳మ

= sinିଵ( ୳
ୟ

) + c       
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9.∫ ୢ୳
√ୟమା୳మ

= ଵ
ୟ

tanିଵ( ୳
ୟ
) + c 

10.∫ ୢ୳
√୳మିୟమ

= ଵ
ୟ

secିଵ ቀ୳
ୟ
ቁ + c 

  صیغ الدوال المثلثیة العكسیة 8,9,10وتمثل الصیغ 

11.න sinh(u)du = cosh(u) +  c 

12.∫ cosh(u)du = sinh(u) +  c     

13.∫ sech(u) tanh(u)du = − sech(u) + c 

    صیغ الدوال المثلثیة الزائدیة  11,12,13وتمثل الصیغ 

  :خصائص التكامل غیر المحدد

  :فأن g(x)و f(x)ذا كان لدینا  الدالتین أ

1.∫ cf(x) dx = c∫ f(x) dx 

2.∫ f(x) dx ± g(x) dx = ∫ f(x) dx ∫ g(x) dx 

      وھذا تكامل جمع و طرح دالتین

  ):(1مثال

  f(x) = 6xଶجد التكامل غیر المحدد لدالة 

  :الحل

  6xଶ    ھو اصل المشتقة لدالة f(x) = 2xଷمن الواضح ان

  لذلك فان التكامل غیر المحدد ھو

න 6xଶ dx = 2xଷ + c 

  .ثابت التكامل  Cحیث 



  
 

9 
 

  :(2)مثال

f(x) = sinجد التكامل غیر المحدد لدالة  x − xଶ + 1  

  :الحل

න(sin x − xଶ + 1)dx =  − cos x −
1
3

xଷ + x + c 

  :(3)مثال

  f(x) = √xଶయاحسب تكامل الدالة 

  :الحل

f(x) = xفي الصورة  f(x) = √xଶయمن الواضح انھ یمكن كتابة الدالة 
మ
య  

  :عندئذ نجد ان 

න ඥxଶయ dx =  න x
మ
య dx 

න x
మ
య dx =  

3
5

x
ఱ
య +  c 

  :(4)مثال

∫احسب تكامل الدالة    ୶
√଼୶మାଵ

dx  

  :الحل

u =8xଶنضع  + 1, du = 16x dx  

                                       dx =
du

16x
 

  :لذلك نستطیع كتابة التكامل غیر المحدد على النحو التالي

න
x

√8xଶ + 1
dx =

1
16

න
1
√u

du 
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1
16

න u
షభ
మ du =  

1
8

u
భ
మ +  c 

u = 8xଶوبتعویض قیمة  + ଵنحصل على  1
଼
√8xଶ +  1 + c  

  :(5)مثال

  احسب

න
dx

x ln x 

  :الحل

u =lnنضع  x  ونحصل علىdu = ୢ୶
୶

  ومنھا 

dx = xduوعندئذ نجد ان  

න
dx

x ln x
=  න

du
u

=  ln u + c 

u = lnوبتعویض قیمة  x  نجد ان  

න
dx

x ln x
=  ln(ln x) +  c 

  :(6)مثال

  احسب

න 4 cos xdx 

  :الحل

න 4 cos xdx = 4න cos xdx = 4 sin x + c 
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  :(7)مثال

∫احسب    ୡ୭ୱ ୶
(ୱ୧୬୶)మ

dx  

  :الحل

න
cos x

(sin x)ଶ
dx =  න

cos x
sin x

1
sin x

dx 

= න cot x . csc x =  − csc x + c 

  :(8)مثال

  :جد التكامل الاتي

න
tଶ − 2tସ

tସ
dt 

  :الحل

න
tଶ − 2tସ

tସ
dt =  නቆ

tଶ

tସ
−

2tସ

tସ
ቇdt 

= න൬
1
tଶ − 2൰ dt = න tିଶdt − 2න dt 

=  −tିଵ − 2t + c 

=  
−1

t
− 2t + c 

  :ددـالتكامل المح(2-3-2)

aاذا كانت  ≤ x ≤ b وكانتf(x)  دالة معرفة على الفترة[a, b]  وھي الفترة التي تكون فیھا الدالةf(x) 

  ھو قیمة التكامل  bالى  aمن  f(x)فان تعریف التكامل المحدد لدالة متصلة 

න f(x) dx   
ୠ

ୟ
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یمثل الحد السفلي لتكامل و  aحیث ھما حدود التكامل   bو aشرط ان تكون النھایة في الطرف الایمن موجودة 

b یمثل الحد العلوي لتكامل.  

  :خواص التكامل المحدد

,a]دوال تكاملیة في  f(x) و g(x)اذا كانت  b] فان:  

1.∫ ൫f(x) ± g(x)൯dx =  ∫ f(x)dx ±  ∫ g(x)dx  ୟ
ୠ

ୟ
ୠ

ୠ
ୟ  

2.∫ Af(x)dx = A ∫ f(x)dx                                           ୠ
ୟ

ୠ
ୟ  

  .اي مقدار ثابت Aحیث 

3.∫ f(x)dx =  ∫ f(x)dx +  ∫ f(x)dxୠ
ୡ

ୡ
ୟ

ୠ
ୟ  

,a]تكاملیة في  f(x)بشرط  b]  و[c, d]  

4.∫ f(x)dx =  −∫ f(x)dxୟ
ୠ

ୠ
ୟ  

5.∫ f(x)dx = 0ୟ
ୟ  

f(x)اذا كانت  ≤ g(x), a ≤ x ≤ b6.  

  :فان

න
ୠ

ୟ
f(x)dx ≤ න g(x)dx

ୠ

ୟ
 

  :(9)مثال

∫احسب     (xଶ +  2)dxଶ
଴  

  :لالح

න (xଶ +  2)dx
ଶ

଴
=  

1
3

xଷ + 2x = ൬
1
3

2ଷ + 2(2)൰ − ൬
1
3

0ଷ − 2(0)൰ =  
20
3
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  (10):لمثا

∫قیمةجد  cos4 x dxଶ஠
଴  

    :الحل ا

∫ cos4 x dx
ಘ
మ
଴ =   ଵ

ସ
(sin 4x)|଴

ಘ
మ =   [ଵ

ସ
sin(π)]   −    ଵ

ସ
[sin(0)] ଵ

ସ
[0]   =ଵ

ସ
[1] -ଵ

ସ
=  

∴ න cos4 x dx =    
1
4

ಘ
మ

଴
 

    :(11)مثال

∫ x
య
మ  dx =  ଶ

ହ
x
ఱ
మ ]ଵଵ଺ =  ଶ

ହ
[(ඥ16)

ఱ
− (ඥ1)

ହ
]ଵ଺

ଵ  ) 1424 -م  )م 2006  

          =  
2
5

(1024 − 1) =
2
5

(1023) =
2046

5
= 409.2 

  :(12)مثال

න ൬
2
√x

− x൰ dx = (4x
భ
మ −

1
2 xଶ

ହ

ସ
]ସ           
ହ  

.− ଶହ
ଶ

)(4√5 − (8 − 8) = − ଶହ
ଶ

) = (4√5  

 :(13)مثال

∫احسب        cos x
ಘ
మ
଴ sin x dx  

න cos x
ಘ
మ

଴
sin x dx =

1
2

sinଶx ]଴
ಘ
మ  

.= ଵ
ଶ
− sinଶ(0)] = ଵ

ଶ
[sinଶ(஠

ଶ
 

  :(14)مثال
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න ඥ3xଶ − 2x + 3
ଵ

ିଵ
 (3x − 1) dx 

u لحلھا نستخدم التكامل بالتعویض بوضع  = 3xଶ − 2x + duفنحصل على3 = (6x − 2)dx =

2(3x − 1)dx  ومنھ  

න ඥ3xଶ − 2x + 3
ଵ

ିଵ
 (3x − 1) dx =

1
2
න√u du 

=
1
2

 (
2
3

u
య
మ) =

1
3

(3xଶ − 2x + 3)
య
మ 

اذن   

න ඥ3xଶ − 2x + 3
ଵ

ିଵ
(3x − 1) dx =

1
3

(3xଶ − 2x + 3)
య
మ ]ିଵଵ  

= ଼
ଷ
൫1 − 2√2൯)= ଵ

ଷ
(3 − 2 + 3)

య
మ − (3 + 2 + 3)

య
మ = ଵ

ଷ
 (8 − 16√2 

  :(15)مثال

∫اوجد ୢ୶
ଵା ୡ୭୲మ୶

ಘ
ర
଴  

න
dx

1 +  cotଶx

ಘ
ర

଴
 =

1 
cscଶx =

1
2

(1 − cos 2x) 

න
dx

1 +  cotଶx
=

1
2
න (1 − cos 2x)dx 

ಘ
ర

଴

ಘ
ర

଴
=

1
2

(x −
1
2

sin2x) ]଴
ಘ
ర  

= ଵ
ଶ
(஠
ସ
− ଵ

ଶ
= ଵ

଼
 (π − 2) 

  

  

  

  :)(16 مثال
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)cosحل x)dx∫ sinହ(x)
ಘ
మ
଴  

  :الحل

uنضع = sin (x) ,   du = cos(x) dx  

                         dx =  
du

cos (x)  و

 وبتعویض قیمة  

=
1
6

(1 − 0) =
1
6

 

  :طرق التكامل (5-2)

  :زئةـبالتجل التكام (1-5-2)

موجودة وھي حسب  u vقابلتین للاشتقاق فان مشتقة دالة الضرب  v = v(x)و u = u (x)اذا كانت الدالتین 

  :القاعدة 

d
dx

(uv) =  
du
dx

v +   
dv
dx

u 

  نستخدم تفاضلات ھذه الدوال ونعید ترتیبھا لنحصل على 

udv = d(uv)− vdu 

  : وعندما نكامل الطرفین نحصل على قاعدة التكامل التالیة

න udv = uv − න vdu 

وھذا  یعني , وھي قاعدة التكامل بالتجزئة او الاجزاء ان ھذه القاعدة تعبر عن تكامل معین بدلالة تكامل اخر 

حتى یجعل اجراء ھذا التكامل  u ,vان النجاح في تطبیق ھذه القاعدة یعتمد على اختیارنا للدالتین المناسبتین 

 .الاخر متیسرا لاستخدام احدى قواعد التكامل المعروفة لدینا



  
 

16 
 

  :(17)مثال

∫احسب تكامل  xe୶ dx  

  :الحل

uضع  = x , du = dx 

dv =  e୶ , v =  e୶ 

 بالتعویض في قانون التجزئة نحصل على 

නudv = uv −න vdu 

න xe୶ dx  = xe୶ −න e୶ dx 

= xe୶ − e୶ +  c                          

dvأن فرضنا  إذا لاحظ = xdx , u = e୶  لحصلنا على ان  

v =  
1
2

xଶوdu = e୶dx 

vduوبذلك یصبح   = ଵ
ଶ

xଶe୶dx  

,uولذلك یجب علینا اختیار الدالتین المناسبتین ,وبذلك نكون قد عقدنا المكامل بدلا من تبسیطھ  v.  

  :(18)مثال

∫اوجد  xଷ ln xdx  

  :الحل

uضع  =  ln x ,   du =  ୢ୶
୶

  

dv =  xଷdx   , v =  
1
4

xସ 

 و بالتعویض في قانون التكامل بالتجزئة 
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න udv = uv − න vdu 

න xଷ ln xdx =  
1
4 xସ ln x −න

1
4 xସ

dx
x  

            =  
1
4 xସ ln x −

1
16 xସ + c 

  :(19)مثال

∫dxاوجد تكامل      x√1 + x  

  :الحل

u               نضع      = x , du = dx  

dv = √1 + xdx , v =  
2
3

(1 + x)
య
మ 

  و بالتعویض في قانون التجزئة 

නudv = uv −න vdu 

2
3

x(1 + x)
య
మ −

4
15

(1 + x)
ఱ
మ +  c 

  :(20)مثال

∫احسب   xcosxdx  

:الحل  

uضع = x  , du = dx  

dv = cosx  , v = sinx                       

 و بالتعویض في قانون التجزئة
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නudv = uv −න vdu                                  

න xcosxdx = xsinx − න sinxdx 

                                           = xsinx + cosx +  c 

  :(21)مثال

∫احسب   ln xdx  

  :الحل

uضع  = ln x  , du =  ଵ
୶

        ,         dv = dx  , v = x 

 بالتعویض في قانون التجزئة

න udv = uv − න vdu 

න ln xdx = x ln x −න
1
x

xdx 

න ln xdx = x ln x − න dx = xlnx− x + c                                   

  :التكامــل بالتعویض (2-5-2)

uدالة یمكن مفاضلتھا وكذلك اذا كانت  fاذا كانت  = f(x) فان  

න[f(x)]୬ f ′(x)dx =  
u୬ାଵ

n + 1
+ c              

  ومنھا

න[f(x)]୬ f ′(x)dx =  
[f(x)]୬ାଵ

n + 1
+ c 

  :(22)مثال
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dx∫√5xاوجد  + 2  

  :الحل

  و علیھ نفرض ان ) (5dxنلاحظ بان المقدار تحت الجذر تفاضلھ ھو 

                                                                       u = 5x + 1  , du = 5dx                                      

 ୳ୢنعوض
ହ ∫√u  =dx∫√5x + 2  

             =
1
5
න u

భ
మdu =  

2
15

u
య
మ + c 

  نحصل على uنعوض قیمة 

න√5x + 2dx =  
2

15
[5x + 2]

య
మ + c 

  :(23)مثال

∫احسب     xଶ√1 + xdx  

  :الحل

uنفرص ان    =  √1 + x   , uଶ = 1 + x   , x = uଶ − 1   , 

dx = 2udu  , xଶ = (uଶ − 1)ଶ 

                              ∴ න xଶ√1 + xdx =  න(uଶ − 1)ଶ(u)(2udu) 

= න( 2u଺ − 4uସ + 2uଶ)du =
2
7 u଻ −

4
5 uସ +

2
3 uଷ + c 

  نحصل على uوبتعویض قیمة 

න xଶ√1 + xdx =  
2
7

(ඥ1 + x)
଻
−

4
5

(ඥ1 + x)
ହ

+
2
3

(ඥ1 + u)
ଷ

+ c 

  :(24)مثال
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∫احسب  eହ୶ାଶdx  

  :الحل

uنفرض ان    = 5x + 2  

du = 5 dx  , dx =  
du
5

 

∴ න eହ୶ାଶdx =  
1
5න e୳du 

=
1
5 eହ + c 

  نحصل على uوبتعویض قیمة 

∴ න eହ୶ାଶdx =
1
5

eହ୶ାଶ + c 

  (25):مثال

ln)∫اوجد   x)ସ ୢ୶
୶

  

  :الحل

୶ୢنلاحظ ان 
୶

lnھو تفاضل   x وعلیھ  

uنفرض ان  = ln x         ومنھاdu = ୢ୶
୶

  

∴ න(ln x)ସ
dx
x

=  නuସdu =
1
5

uହ + c 

  نحصل على  uوبتعویض قیمة 

1
5

(ln x)ହ + c ∴ න(ln x)ସ
dx
x

=
1
5

(ln x)ହ + c 

  (26):مثال
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sin)∫اوجد قیمة    x)ଶ cos x dx 

  :الحل

uنضع  = sinx   ,   du = cosxdx 

dxومنھا  = ୢ୳
ୡ୭ୱ୶

  

∴ න(sin x)ଶ cos x dx =  න uଶcosx 
du

cosx
 =  නuଶ du =  

1
3

uଷ + c 

    u  وبتعویض قیمة

  ∴  න(sin x)ଶ cos x dx =
1
3

(sinx)ଷ + c      

  (27):مثال

sec)احسب x)ଶ dx     ∫√tan x 

  :الحل

uنفرض ان   = tanx    , du = (sec x)ଶ dx    ومنھاdx = ୢ୳
(ୱୣୡ ୶)మ

  

∴ න√tan x (sec x)ଶ dx =  න u
భ
మ du =

2
3 u

య
మ + c 

∴نحصل على  uوبتعویض قیمة  ∫√tan x (sec x)ଶ dx =  ଶ
ଷ

(tanx)
య
మ + c.  

  

  

 

 

 

  التكامل الثنائي(1-3)
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  :تعریف

zلیكن لدینا الدالة = (x, y)  المتصلةفي منطقة محددةR من المستوىX, Y وھذه المنطقة یقسم علىn  منطقة

,Rଵجزئیة  Rଶ … . . R୬  مساحتھاAଵ,∆ଶAଶ … .∆୬A୬∆ଵ  على الترتیب لنختبر بعد ذلك في كل منطقة

  وتشكل المجموعة  P୩(x୩y୩)نقطة  R୩جزئیة

෍ f(x୬y୬)∆୬A =                   
୬

୧ୀଵ

 

f(xଵyଵ)∆ଵ + f(xଶyଶ)∆ଶ +⋯ f(x୬y୬)∆୬ 

 ୬גּاو على حدودھا و لنرمزبلكي نعرف قطر منطقة جزئیة على انھ من بین اي نقطتین واقعتین داخل المنطقة 

୬גּلاكبر قطر المناطق الجزئیة و لنفرض ان عدد المناطق الجزئیة یزداد بحیث  → →nعندما 0 عندئذ  ∞

,f(xیمكن تعریف التكامل الثنائي للدالة y) على المنطقةR  على انھ  

ඵ f(x, y)dA = lim
୬→ஶ

෍ f(x୩y୩)∆୩

୬

୩ୀଵୖ

 

  :(1)مثال

  جد قیمة الاتي

න න dy dx
୶

୶మ

ଵ

଴
 

  :الحل

න [y ]୶మ
୶ dx = න (x − xଶ)dx

ଵ

଴

ଵ

଴
 

[
xଶ

2 −
xଷ

3  ]଴ଵ =
1
6 

  

  :(2)مثال
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  احسب الاتي

න න (x + y) dx dy
ଶ୷

୷

ଶ

ଵ
 

  :الحل

න ൬
1
2

xଶ + xy൰  ]୷
ଶ୷ =

ଶ

ଵ
 ∴ න 4yଶ dy = [2yଶ ]ଵଶ = 6

ଶ

ଵ
 

  :(3)مثال

  احسب قیمة الاتي

න න x dy dx
୶మାଶ

ଶ୶మାଶ

ଶ

ିଵ
 

  :الحل

න [xy ]ଶ୶మାଶ 
୶మାଶ

ଶ

ିଵ
 

න (
ଶ

ିଵ
xଶ + 2 − 2xଶ + 2)dx = 

(xଶ + 2 − 2xଶ + 2) ]ିଵଶ = 6 

  :(4)مثال

  اوجد قیمة التكامل التالي

න න p sinθ dp dθ
ୡ୭ୱ ஘

଴

஠

଴
 

  :الحل

න
1
2

pଶsinθ] ଴
ୡ୭ୱ஘

஠

଴
=

1
2
න cosଶθ sinθ dθ = ൬−

1
6

cosଶθ൰  ]଴ୡ୭ୱ஘ =
1
3

஠

଴
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  :(5)مثال

  احسب قیمة

න න e౮మ
୷

ଶ୷

ଵ

଴
dx dy 

∫لایجاد الحل نعكس ترتیب التكامل لانھ لایمكن النتعبیر عن e౮మ بدوال ابتدائیة فتصبح  

න න e౮మdy dx = න e౮మy ]଴
౮
యdx

ଷ

଴

౮
య

଴

ଷ

଴
 

1
3
න e౮మx  dx =

1
6

ଷ

଴
e౮మ  ]଴ଷ =

1
6

 (eଽ − 1) 

  :(6)مثال

  حسب قیمة التكامل الثنائي التاليا

න න (x + 2y)dx dy
ହ

ଵ

ଷ

ଶ
 

  :الحل

൬
1
2

xଶ + 2yx൰ 

න
1
2

xଶ + 2yx ]ଵହ = ൬
25
2

+ 10y൰ − (
1
2

+ 2y)
ହ

ଵ
 

= 12 + 8y                                                           

න (12 + 8y)dy
ଷ

ଶ
= 12y + 4yଶ ]ଶ   

ଷ =   (36 + 36) − (24 + 16) = 32   
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  :(7)مثال

  جد قیمة

න න (xଶ + yଶ)dy dx
୶య

୶మ

ଵ

଴
 

  :الحل

න (xଶ + yଶ)dy = xଶy +
1
3

yଷ ]୶మ
୶య =                                

୶య

୶మ
 

න ൬xହ +
1
3

xଽ  − xସ +
1
3

x଺൰ dx =
ଵ

଴

1
6

x଺ +
1

30
xଵ଴ −

1
5

xହ +
1

21
x଻]଴ଵ 

1
6 +

1
30 −

1
5 +

1
21 = −

1
21 

  :(8)مثال

  احسب قیمة التكامل الثنائي التالي

න න rsinθ dr dθ
ଶ

଴

஠

ି஠
 

  :الحل

න 2sinθdθ = 0
஠

ି஠
 

  اذن

න r sinθ dr =
1
2

rଶsinθ]଴ଶ
ଶ

଴
= 2sinθ 
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  :(9)مثال

  احسب 

න න e୶ା୷ dy dx
୪୬ ଷ

଴

୪୬ ସ

଴
 

  :الحل

  لحل ھذه المثال نستبدل التكامل الثنائي بالجداء

(න e୶dx)(
୪୬ ସ

଴
න e୷ dy) = 
୪୬ ଷ

଴
 

(3 − 1)(4 − 1) = (2 × 3) = 6 

  :(10)مثال

  اوجد قیمة التكامل 

න න xඥyଶ − xଶ
୷

଴

ଶ

ଵ
 dxdy 

  :الحل

න xඥyଶ − xଶ
୷

଴
=

1
2

×
2
3

(yଶ − xଶ)]଴
୷ 

−
1
3

 (yଶ − xଶ)
య
మ ]଴
୷ = −

1
3

[−ቀyଶ)
య
మ ቃ =

1
3

yଷ 

න
1
3

yଷdy =
ଶ

ଵ

1
12

yସ]ଵଶୀ 

1
12

(16 − 1) =
15
12

=
5
4
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 (11):    مثال

  باستخدام الاحداثیات القطبیةاحسب التكامل الثنائي

න න (xଶ + yଶ)dydx

√ଵ଺ି୶మ

଴

ଵ଺

଴

 

 :الحل

  یمكن وصف منطقة التكامل بالمنحنیات

x = 0, x = 4, y = 0, y 

xଶالربع الاول من الدائرة + yଶ = 16

 

  وباستخدام الاحداثیات القطبیة نضع

x = rcosθ , y = rsinθ ,θ = 0 ,θ =
π
2

 , r = 0  , r = 4 

  الىفان التكامل یتحول 

۷ = නන(rଶ
૝

૙

ૈ
૛

૙

cosଶθ+ rଶsinଶθ)r drdθ = නන rଷdrdθ
ସ

଴

ಘ
మ

଴
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නθrଷ]଴
ಘ
మdr = ஠

ଶ
න rଷdr =
ସ

଴

஠
଼

rସ]଴ସ = 32π

ಘ
మ

଴

 

  :(12)مثال

 بأسخدام الاحداثیات القطبیة أثبت أن التكامل

න eିܠ૛dx =
ஶ

૙

ට
π
2

 

    :الحل

 نفرض ان

I = න eିܠ૛dx ,
ஶ

૙

۷ = න eି୷૛dy
ஶ

૙

 

۷૛ = න න eି(୶మା୷మ)dydx
ஶ

଴

ஶ

଴

 

 باستخدام الاحداثیات القطبیة

x = rcosθ , y = rsinθ , dydx = rdrdθ 

θ = 0 ,θ =
π
2

 , r = 0 , r = a 

 فان التكامل یتحول الى

۷૛ = lim
ୟ →ஶ

නන eି୰మrdrdθ = lim
ୟ →ஶ

π
2 [−

1
2 eି୰మ]଴ୟ

ୟ

଴

ಘ
మ

଴

= 

lim
ୟ →ஶ

π
4 (1 − eିୟమ) , ∴ Iଶ =

π
4 , I =

√π
2  
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  :(13)مثال

 باستخدام الاحداثیات القطبیة احسب التكامل الثنائي

ඵ(xଶ

۲

+ yଶ)dydx 

  بلمنحنىمنطقة التكامل المحدد  D حیث

xଶ + yଶ = aଶ 

  :الحل

  یمكن وصفھا بالرسم D منطقة التكامل

  وباستخدام الاحداثیات القطبیة

x = rcosθ , y = rsinθ  , dydx = rdrdθ 

  فان التكامل یتحول الى

I = න න(rଶcosଶθ + rଶsinଶθ)rdrdθ =
ୟ

଴

ଶ஠

଴

 

න න rଷ
ୟ

଴

drdθ = නθrଷ]଴ଶ஠dr =
ୟ

଴

ଶ஠

଴

2πන rଷdr =
2π
4 rସ]଴ୟ =

πaସ

2

ୟ

଴
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  :بیانالتحویلوالتكاملالثنائیباستخدامجاك

ඵ f(x, y)dydx
ୈ౮౯

 

  : ھیالمنطقةالمعرفةعلیھاالتكاملالثنائیفاذاأخذناD୶୷حیث

x = φ(u, v) , y = ω(u, v) ≠ 0 

  : فباستخدامجاكوبیانالتحویل

  J =
∂(x, y)
∂(u, v) = ቚ

x୳ x୴
y୳ y୴ቚ 

  : فانعنصرالمساحةفیالتكاملالثنائي

dydx = ฬ
∂(x, y)
∂(r, θ)ฬ dvdu 

  : وبالتالیفانالتكاملالثنائییتحولالى

ඵ f(x, y)dydx =
ୈ౮౯

ඵ f(u, v)|J|dvdu
ୈ౫౬

 

  باستخدامالاحداثیاتالقطبیة: ملاحظة

x = rcosθ , y = rsinθ , dydx = rdrdθ 

  فیكونجاكوبیانالتحویل

J =
∂(x, y)
∂(r, θ)

= ቚ
x୰ x஘
y୰ y஘ቚ = ቚcosθ ି୰ୱ୧୬஘

ୱ୧୬θ ି୰ୡ୭ୱ஘
ቚ = r 

J = r و|J| = r 

  : فانالتكاملالثنائییتحولالى
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ඵ f(r,θ)|J|drdθ =
ୈ౨ಐ

ඵ f(r, θ)rdrdθ
ୈ౨ಐ

 

 ویمكناستخدامذلكمباشرةفیحلالمسائل

  ):14( مثال

 لثنائياحسبالتكاملا

ඵ xydydx
۲

 

  ـمنطقةالتكاملالمحددب۲ حیث

xଶ = y , xଶ = 2y , yଶ = x , yଶ = 2x 

  :الحل

xଶ

y
= 1 ,

xଶ

y
= 2 ,

yଶ

x
= 1 ,

yଶ

x
= 2 

  باستخدامالاحداثیات

u =
xଶ

y  , v =
yଶ

x  

x = u
భ
యv

మ
య , y = u

మ
యv

భ
య  

u = 1 , u = 2 , v = 1 , v = 2 

  فیكونجاكوبیانالتحویل

J =
∂(x, y)
∂(u, v)

= ቚ
x୳ x୴
y୳ y୴ቚ = ተ

୳
షమ
య ୴

మ
య

ଷ
ଶ୳

భ
య୴

షభ
య

ଷ

ଶ୳
షభ
య ୴

భ
య

ଷ
୳
మ
య୴

షమ
య

ଷ

ተ 
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J =
1
9
−

4
9

=
−1
3

 

  وبالتلیالتكاملیتحولالى

I = ඵ f(u, v)|J|dudv = ଵ
ଷ

ୈ୳୴

නන uvdudv
ଶ

ଵ

ଶ

ଵ

 

I = ଵ
ଷන uduන vdv = ଵ

ଷ[ 
uଶ

2

ଶ

ଵ

ଶ

ଵ

]ଵଶ [
vଶ

2 ]ଵଶ 

 I = ଵ
ଵଶ

[4 − 1][4 − 1] = ଷ
ସ
 

  : (15)مثال

 احسبالتكاملالثنائي

නන ydydx
୶

଴

ଶ

଴

 

  :لحلا

 یمكنوصفمنطقةالتكاملبالمنحنیات

x = 0 , x = 2 , y = 0 , y = x 

xعندما = rcosθ , x = rفان2 = 2secθالاحداثیاتالقطبیةحیثاستخدام  

x = rcosθ , y = rsinθ , dydx = rdrdθ 

  فیكونجاكوبیانالتحویل

J =
∂(x, y)
∂(r, θ)

= ቚ
x୰ x஘
y୰ y஘ቚ = ቚcosθ ି୰ୱ୧୬஘

ୱ୧୬θ ି୰ୡ୭ୱ஘
ቚ = r 

J = r و|J| = r 

 وبالتالیالتكاملیتحولالى
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I = ඵ f(r, θ)|J|drdθ =
ୈ୰஘

න න rଶsindrdθ
ଶୱୣୡ஘

଴

ಘ
మ

଴

I = ଵ
ଷ
න sinθrଷ]଴ଶୱୣୡ஘dr

ಘ
ర

଴

 

8
3න sinθsecଷdr =

8
3න tanθsecଶθdr

ಘ
ర

଴

=

ಘ
ర

଴

 

4
3 tanଶθ]଴

ಘ
ర =

4
3 

   (16):مثال

 احسبالتكاملالثنائي

න න eି(୶మା୷మ)dydx
ஶ

଴

ஶ

଴

 

  :لحلا

  باستخدامالاحداثیاتالقطبیة

x = rcosθ , y = rsinθ , dydx = rdrdθ 

  فیكونجاكوبیانالتحویل

J =
∂(x, y)
∂(r, θ)

= ቚ
x୰ x஘
y୰ y஘ቚ = ቚcosθ ି୰ୱ୧୬஘

ୱ୧୬θ ି୰ୡ୭ୱ஘
ቚ = r 

J = r و|J| = r 

 ىوبالتالیالتكاملیتحولال

I = ඵ f(r, θ)|J|drdθ =
ୈ౨θ

නන eି୰మrdrdθ
∞

଴

ಘ
మ

଴
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I = ஠
ଶන eି୰మdr

ಮ

଴

= ஠
ସeି୰మdr]଴ஶ = 

−π
4

(0 − 1) =
π
4

 

  :خواص التكامـل الثنائـي(2-3) 

الخواص الاساسیة للتكامل الثنائي مشابھة تماما لخواص التكامل لدالة في متغیر واحد وفیما یلي سنذكر اھم 

  - :الخواص الاساسیة للتكامل الثنائي

  -:فان Rقابلیتین للتكامل في المنطقة  g ,fاذا كانت الدالتین  

(1)∬ c f(x, y)dA = cୖ ∬ f(x, y)dAୖ  

  مقدار ثابت  Cحیث

(2)∬ [f(x, y) ± g(x, y)]dA =ୖ ∬ f(x, y)dA ±ୖ ∬ g(x, y)dAୖ  

(3) اذاكان لكل من  (x, y) في  R یكون  m ≤ f(x, y) ≤ M واذا كان  A(R) نرمز الى المسافة   R -:فان

 A(R) ≤ ∬ f(x, y)dAୖ  ≤ MA(R) 

,f(xاذا كانت   (4) y) ≤ g(x, y) فان:-  

ඵ f(x, y)dA ≤
ୖ

ඵ g(x, y)dA
ୖ

 

RଵRଶRଷ)مكونة من عدة مناطق Rاذا كانت   (5) … … . .   - :فان Rمتصلة في  fو (

ඵ[f(x, y)]dA =
ୖ

ඵ f(x, y)dA ≤ +
ୖభ

ඵ f(x, y)dA … … … . .
ୖమ

 

 (17) :مثال

∬أوجد اصغر قیمة و اكبر قیمة للتكامل الثنائي f(x, y)dAୖభ
Rحیث ان  = (x, y): a ≤ x ≤ b: c 
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R = (x, y): a ≤ x ≤ b: c ≤ y ≤ d 

,f(xو y) = sin (x − 3y) 

  :الحل

1−بما ان ≤ sin (x − 3y) ≤   (3)تكون و حسب الخاصیة Rومسافة المنطقة  1

A(R) = (b − a)(d − c) 

  :نجد ان

−(b − a)(d − c) ≤ ඵ sin (x − 3y) ≤
ୖ

(b − a)(d − c) 

  :نظریة

,f(xاذا كانت  y)  متصلة في المنطقةRحیث ان a ≤ x ≤ bfଵ(x) ≤ fଶ(x), fଵ(x)و fଶ(x)و  

  :متصلتان فان

ඵ f(x, y)dA = න න f(x, y)dy dx

୤మ(୶)

୤భ(୶)

ୠ

ୟୖ

 

c  على الصورةRوبصورة مشابھة تماما اذا كانت ≤ x ≤ dgଵ(x) ≤ gଶ(x), gଵ(x)وgଶ(x)و  

  :متصلتان فان

ඵ g(x, y)dA = න න g(x, y)dx dy

୥మ(୶)

୥భ(୶)

ୢ

ୡୖ

 

  :(18)مثال

zأوجد الحجم تحت السطح = x + 2y  وفوق المستطیلR  حیث ان:  

R = [(x, y): 1 ≤ x ≤ 2,3 ≤ y ≤ 5] 
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  :الحل

V = ඵ(x + 2y)dA = නන(x + 2y)dy dx
ହ

ଷ

ଶ

ଵୖ

 

= න(xy + yଶ)
ଶ

ଵ

]ଷହdx 

= න[(5x + 25) − (3x + 9)]dx
ଶ

ଵ

 

න(2x + 16)dx = (xଶ + 16x)]ଵଶ
ଶ

ଵ

 

(4 + 32) − (1 + 16) = 19 

  :(19)مثال

  أوجد قیمة التكامل الثنائي

න න y dy dx
√ସି୶మ

ି√ସି୶మ

ଶ

ିଶ

 

  .و مركزھا نقطة الاصل  2دائرة نصف قطرھاR حیث ان Rوارسم المنطقة 

  :الحل

න න y dy dx = න
1
2 yଶ]ି√ସି୶మ

√ସି୶మ
ଶ

ିଶ

√ସି୶మ

ି√ସି୶మ

ଶ

ିଶ

dx = 

1
2
න(4 − xଶ)− (4 − xଶ) = 0
ଶ

ିଶ
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  :(20) مثال

  أوجد 

න න x cosy dy dx
ଶ୶మ

୶మ

ଶ

଴

 

  Rو أرسم المنطقة 

  :الحل

R = f(x, y): xଶ ≤ 2xଶ, 0 ≤ x ≤ 2 

න න x cosy dy dx = න x siny]୶మ
ଶ୶మ

ଶ

଴

ଶ୶మ

୶మ

ଶ

଴

 

  ثابت x حیث

  yبالتعویض عن 

න[x sin(2xଶ) − x sin(xଶ)]dx
ଶ

଴
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  باجراء التكامل بالتعویض

න x sin(2xଶ) dx
ଶ

଴

 

u = 2xଶ            , du = 4xdx         , dx =
du
4x

 

න x sinu 
du
4x =

1
4න sinu du =

ଶ

଴

ଶ

଴

 

−
1
4

cosu =  −
1
4

cos2xଶ 

  ـوكذلك بالنسبة ل

න x sinxଶdx
ଶ

଴

 

  بالتعویض نحصل على

න x sinxଶdx
ଶ

଴

=
1
2

cosxଶ 

න[x sin(2xଶ) − x sin(xଶ)]dx =
ଶ

଴

− [
1
4 cos2xଶ +  

1
2 cosxଶ]଴ଵ 

= −
1
2

[cos(8) − 2 cos(4) 
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  :(21)مثال

  أوجد

ඵ x y dA
ୖ

 

xالمنطقة المغلقة الواقعة بین  Rحیث = 2, y = 2x, y = 0  

  :الحل

,dyاذا اخترنا الترتیب  dx  

ඵ x y = නන x y dy dx =
ଶ୶

଴

ଶ

଴ୖ

 

න
x
2

yଶ]଴ଶ dx = න
x
2

(4xଶ)dx =
1
2

xସ]଴ଶ = 8
ଶ

଴

ଶ

଴

 

 dy dx  اوdx dyوھنا یمكن اجراء التكامل حسب الترتیب  

  :نظریات في التكامـل الثنائـي (3-3) 

ك نظریات في التكامل الثنائي مثل نظریة جرین في المستوى  و نظریة استوكس  وھذه النظریات حلتا لھنا
  .الثنائيالكثیرمن المسائل بطریقة مبسطة وسھلة وھما من اھم النظریات في التكامل  
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  8.…:المستوىنظریة جرین فی (1-3-3) 

,P(x اذا كانت :النظریة y)   ,∅(x, y) وப୔
ப୷

, ப∅
ப୶

محددة    Dدوال متصلة و وحیدة القیمة في منطقة  بسیطة 

  :بالمنحنى فان

ර P(x, y)dx +
ୡ

∅(x, y)dy = ඵ൤
∂P
∂y

+
∂∅
∂x
൨dxdy

ୈ

 

  .یستعمل للتأكید  بان المنحنى مقفل و مرسوم في الاتجاه الموجب ∮حیث

  :(22)مثال

  أحسب 

න(2xy + yଶ)dx + (xଶ + xy)dy
ୡ

 

yھي المنطقة  المحددة بالمنحنى  cحیث  = 1 − xଷ الماخوذ في الاتجاه الموجب.  

  :الحل

  .نستخدم  نظریة جرین لحساب ھذا التكامل

  نضع

P(x, y) = 2xy + yଶ,∅(x, y) = xଶ + xy 

∂P
∂y = 2x + 2y,

∂∅
∂x = 2x + y 

∂∅
∂x −

∂P
∂x = −y 

ඵ[
∂∅
∂x

−
ୈ

∂P
∂x

]dxdy = ඵ−ydxdy = −න dx
ଵ

଴

න ydy =
−9
28

ଵି୶య

଴ୈ

 

  :(23)مثال

  :أوجد باستخدام نظریة جرین التكامل الخطي التالي 

I = ර log(xଶ + yଶ)(ydy− xdx)
ୡ
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rالمنحنى المقفل من النصف العلوي للكاردیویتد  cحیث = a(1 + cosθ)  ومحور المنحنى مأخوذ في اتجاه
  .موجب 

  :الحل

  باستخدام نظریة جرین  نضع

P(x, y) = −x log(xଶ + yଶ),∅(x, y) = (ydy − xdx) 

I = ර log(xଶ + yଶ)(ydy− xdx) = ඵ
4xy

xଶ + yଶ
dxdy

ୈୡ

 

    b o c       من المحور السیني و الجزء العلوي  o bالمنطقة المحددة بالمستقیم  Dحیث 

  وبالتحویل الى أحد القطبیة الثابتة  یكون r =a(1+cosθ(للكاردیویتد 

I = න න
4rଶ cosθ sin θ

rଷ
r

ୟ(ଵାୡ୭ୱ஘)

଴

drdθ
஠

଴

 == න න   r

ୟ(ଵାୡ୭ୱ஘)

଴

cos θ sin θ rdrdθ =
8
3

aଶ
஠

଴

 

  :استوكس نظریة (2-3-3) 

  :ھي تعمیم لنظریة قرین في المستوى و تسمى نظریة استوكس من خلال النظریة الاتیةظریة نعطي الان ن

  :فان ∁ھو سطح  مفتوح ولھ جانبین محددین بمنحنى بسیط مغلق  σنفرض ان : نظریة 

ර < ݎ݀,݂ >= ඵ < ܣ݀,݂ ݈ݎݑܿ >=
஢ୡ

 

ඵ < ܣ݀,݂ ݈ݎݑܿ >
஢

|dA| 

ھوالاتجاه الموجب   ∁واتجاه المنحنى  σمجال اتجاھي متصل و  تفاضلي و معرف على  امتداد  السطح fحیث 
  .طول عنصر المساحة  |dA|و

  :(24)مثال

fحقق نظریة استوكس للمجال الاتجاھي = (2x − y.−yzଶ,−yଶz)  المعرفة على النصف العلوي لكرة
  .مركزھا نقطة الاصل و نصف قطرھا الوحدة 

  :الحل
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xଶھو fالمعرفة علیھ المجال σالسطح + yଶ + zଶ = 1, z > ھو دائرة نصف قطرھا واحد و  ∁الحد  0
xଶ   مركزھا نقطة الاصل اي معادلتھا + yଶ = 1, z >   )الدائرة الاستوائیة( 0

zھوالتمثیل البارومتري لدائرة واقعة في المستوى  ∁التمثیل البارومتري للحد = و مركزھا نقطة اصل  0
  الاحداثیات اي ھو

x = cost, y = sint, z = 0,0 ≤ x <  ߨ2

∴ ර < ݎ݀,݂ >= ර(2x − y)dx − yzଶdy − yଶzdz
ୡୡ

 

න (2cost − sint)(−sint)dt = π
ଶ஠

଴

 

curl fویمكن  حساب  = ∇ × f = eଷ  

∴ ඵ < ܣ݀,݂ ݈ݎݑܿ >= ඵ < eଷ, dA >= ඵ dxdy
ୈ஢஢

 

,< eଷ, dA >=< eଷ, N > |dA|حیثD  ھو مسقطσ  على السطحx, y  

∴ ඵ < ,݂ ݈ݎݑܿ ܣ݀ >= න න dydx =

√ଵି୶మ

ି√ଵି୶మ

ଵ

ିଵ஢

 

4න න dydx = 4නඥ1− xଶdx = π
ଵ

଴

√ଵି୶మ

଴

ଵ

଴

 

  نظریة استوكس محققةاذا 

  :(25)مثال

fحقق نظریة استوكس للمجال الاتجاھي = (3y,−xz, yzଶ)  

xଶھو  سطح المجسم المكافئ الدوراني σحیث + yଶ = 2z  و المحدد بالمستوىz = 2  

  :الحل

  اي ھو) تقاطع السطح بالمستوى(ھو دائرة ) σحد للسطح ( ∁نلاحظ ان  المنحنى 
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xଶ + yଶ = 4, z = معادلاتھ البارومتریة ھي المعادلات  البارومتریة لدائرة  نصف ) الحد( ∁المنحنى  2
  وھي 2قطرھا 

x = 2cost, y = 2sint, z = 2,0 ≤ t <  ߨ2

∴ න < ݂, ݎ݀ >= න 3ydx − xzdy − yzଶdz
ୡୡ

 

dr   وحین ان = (−2sint, 2cost, 0)  

 وبسھولة یمكن التاكد من ان 

∴ න < ݎ݀,݂ >= ߨ20
ୡ

 

curl f = ∇ × f = (zଶ + x, 0,−(z + 3)) 

N =
∇(xଶ + yଶ − 2z)

|∇(xଶ + yଶ − 2z)|
=

(x, y,−1)

ඥxଶ + yଶ + 1)
 

ඵ < ,݂ ݈ݎݑܿ ܣ݀ >=
஢

ඵ < ܰ,݂ ݈ݎݑܿ >=  
dxdy

< ܰ, eଷ >
஢

 

ඵ(xzଶ + xଶ + 3)dxdy =
஢

ඵቆxቆ
xଶ + yଶ

2 ቇ + xଶ + 3ቇ dxdy
஢

 

  وباستخدام الاحداثیات القطبیة نجد ان 

න න(
rଷ

2

ଶ

଴

cosθ+ rଶcosଶθ+ 3)rdrdθ =
ଶ஠

଴

න න(
rସ

2

ଶ

଴

cosθ+ rଷcosଶθ + 3r)drdθ  = 20π
ଶ஠

଴

 

  اذن نظریة استوكس  محققة

  :  تطبیقات التكامل الثنائي(4-3) 

  :لتكامل الثنائي تطبیقات عدیدة ومنھا

  :لحجما (1-4-3) 

zاذا كانت  = f(x, y)  تمثل معادلة السطح فأن:  
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v =  ඵ f(x, y)dA
ୖ

 

,x)تعطي حجم المجسم الواقع بین السطح والمستوى  y) .  

  :المساحة (2-4-3) 

,f(xاذا كانت  y) =   :فأن  1

(ܴ)ܣ =  ඵ݀ܣ
ோ

 

  . Rتمثل مساحة المنطقة المغلقة  (ܴ)ܣحیث ان 

   :الكتلة (3-4-3)

௠∆تمثل الكثافة  (ݕ,ݔ)݂اذا كانت 
∆௩

  :فأن  

(ܴ)ܯ =  ඵ݂(ݕ,ݔ)݀ܣ
ோ

 

  . Rكتلة الصفیحة التي على شكل المنطقة   (ܴ)ܯحیث 

 :لكتلةمراكز ا (4-4-3) 

,ݔ)اذا كانت الدالة تمثل الكثافة فأن مراكز الكتلة    :یعطى بالمعادلتین  Rلصفیحة الممثلة بالمنطقة  (ݕ

௫ܯ  .1  =  ඵݔ)݂ݕ, ܣ݀(ݕ
ோ

 

௬ܯ  .2 =  ඵݔ)݂ݔ, ܣ݀(ݕ
ோ

 

   :عزم القصور الذاتي (5-4-3)
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  xعزم صفیحة حول محور  -أ

௬ܫ =  ඵݔଶ݂(ݔ, ܣ݀(ݕ
ோ

 

  yعزم صفیحة حول محور  -ب

௫ܫ =  ඵݕଶ݂(ݔ, ܣ݀(ݕ
ோ

 

  :نقطة الاصل وكذلك عزم القصور الذاتي القطبي حول 

଴ܫ = ௫ܫ + ௬ܫ =  ඵ(ݔଶ + ,ݔ)݂(ଶݕ ܣ݀(ݕ
ோ

 

  : (26)مثال 

ݕاوجد المساحة الواقعة بین المنحنى  = ݕوالمستقیم  ଷݔ  =   ݔ

  :الحل 

:كما ھو في الشكل التالي   (0,0) , (1,1) , (1-,1-)تتقطعان عند النقاط المعادلتان  من الواضح ان
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  :فأن ولذلك 

(ܴ)ܣ =  ඵ ݔ݀ݕ݀ +  ඵ ݔ݀ݕ݀
ଵ  ௫

଴  ௫

଴ ௫య

ିଵ  ௫

 

=  න ௫௫|(ݕ)
య݀ݔ +  න ௫య|(ݕ)

௫ ݔ݀
ଵ

଴

଴

ିଵ
 

=  න ଷݔ) − ݔ݀(ݔ +
଴

ିଵ
න ݔ) − (ଷݔ 
ଵ

଴
 ݔ݀

= ൬
1
4
ସݔ −

1
2
ଶ൰ݔ |ିଵ଴ + (

1
2
ଶݔ −

1
4
 ସ)|଴ଵݔ

= ൬0 −
1
4

+
1
2
൰ + ൬

1
2
−

1
4
− 0൰ =

1
2

 

ݕالمساحة الواقعة بین المنحنى ∴ = ݕوالمستقیم  ଷݔ  = ଵتساوي   ݔ
ଶ

  

  : (27)مثال 

ݕاوجد المساحة المحصورة بین المعادلتین  = ݕ, ݔ√ =   ଷݔ 

  :الحل

  :كما في الشكل التالي   (0,0) , (1,1)من الواضح ان المعادلتین یتقاطعان عند النقطتین 
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  :ولذلك فأن 

(ܴ)ܣ =  ඵ ݔ݀ݕ݀

ଵ  √௫

଴ ௫య

 

=  න ௫య|(ݕ)
√௫݀ݔ

ଵ

଴
=  න ൫√ݔ − ݔଷ൯݀ݔ 

ଵ

଴
 

= ൬
2
3 ݔ

య
మ −  

1
4 ݔ

ସ൰ |଴ଵ = ൬
2

3
−  

1

4
൰ =  

5

12
 

ݕالمساحة المحصورة بین المعادلتین   ∴ = ݕ, ݔ√ = تساوي  ଷݔ 
ହ
ଵଶ

  

  : (28)مثال 

ݕالواقعة بین المنحنیین  Rاوجد مساحة المنطقة  = 4 − ݕ, ଶݔ3 =  ସݔ

  :الحل

  :كما في الشكل التالي   (1,1) , (1,1-)من الواضح ان المنحنیین یتقاطعان عند النقطتین 
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  :لذلك فأن 

(ܴ)ܣ =  ඵ ݔ݀ݕ݀
ଵ ସିଷ௫మ

ିଵ  ௫ర

 

=  න ௫ర|(ݕ)
 ସିଷ௫మ݀ݔ

ଵ

ିଵ
=  න (

ଵ

ିଵ
 4 − ଶݔ3 −  ݔ݀  (ସݔ 

= ൬4ݔ − ଷݔ  −
1
5
ହ൰ݔ |ିଵଵ  

= ൬4 − 1 −
1
5൰ −  ൬−4 + 1 +

1
5൰ =  

28
5  

ݕالواقعة بین المنحنیین  Rمساحة المنطقة  ∴ = 4 − , ଶݔ3 ݕ = تساوي  ସݔ
ଶ଼
ହ

 

  : (29)مثال

  :المجسم المحدد بالسطوح التالیة اوجد حجم 

ݔ = 2  , ݖ = ݕ, 0 = ଶݔ,  0 = ݕ +  ݖ
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  :الحل

ݒ =  ඵ ଶݔ) − ݔ݀ݕ݀(ݕ
     ଶ ௫మ

଴ ଴

 

=  න ݕଶݔ) −
1
2
ଶݕ

ଶ

଴
)| ଴௫

మ݀ݔ = න ସݔ )  −
1
2

ଶ

଴
 ݔ݀ ( ସݔ

=  න
1 
2

ଶ

଴
ݔସ݀ݔ = (

 1
10

 ହ)|଴ଶݔ

ݒ =
32
10

=
16
5

 

یساوي  (v)حجم المجسم  ∴
ଵ଺
ହ

  

 

 

  

  (30):مثال

ݔمحددة برسم المعادلتین ݕݔفي المستوى  Rصفیحة معدنیة لھا شكل المنطقة  = 4  , ݔ = اوجد مركز  ଶݕ

,ݔ)݌الكتلة اذا كانت الكثافة عند   pالى النقطة  yتتناسب طردا مع المسافة من محور  (ݕ

  :الحل

,ݔ)݌من المعطیات  (ݕ =   تساوي (M)و حسب التعریف السابق كتلة الصفیحة ,مقدار ثابت  kحیث  ݔ݇

ඵ݇ܣ݀ݔ
ோ

= k ඵ ݔ݀ݕ݀ݔ

      ସ  √௫

      ଴   ି √௫

 

= ݇න ௫ି√|(ݕݔ)
√௫ ݔ݀

ସ

଴
=  ݇න ݔ√ݔ)

ସ

଴
+ ௫√ ି |(ݔ√ݔ 

√௫  ݔ݀
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= 2݇ න ݔ
ସ

଴
ݔ݀ݔ√ = 2݇න ݔ

య
మ݀ݔ

ସ

଴
 

 

  :نوجد العزم الصفیحة 

  yعزم الصفیحة بالنسبة لمحور  - 1

௬ܯ =  ඵ ݔ݀ݕ݀(ݔ݇)ݔ

    ଴ √௫

  ଴  ି √௫

 

= ݇ ඵ ݔ݀ݕଶ݀ݔ =  ݇න ௫√ ି |(ݕଶݔ)
√௫

ସ

଴

   ସ √௫

  ଴  ି √௫

 

= 2݇න ݔ
ఱ
మ

ସ

଴
ݔ݀ = 2݇(

2
7
ݔ
ళ
మ)|଴ସ 

=
4
7
݇(128) =

512
7

݇  ,∴ ௬ܯ =  
512

7
݇ 

  ومركز الكتلة یساوي

ݔ =  
௬ܯ

ܯ = ൬
ܭ512

7 ൰ ൬
5

൰ܭ128    , ∴ ܺ =  
20
7  
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  xعزم الصفیحة بالنسبة لمحور  -2

௑ܯ =  ඵ ݕ݀ݔ݀(ݔ݇)ݕ

   ଶ  ௬మ

ିଶ ସ    

 = ݇න ൬
1
2
ଶ൰ݔݕ |ସ

௬మ݀ݕ
ଶ

ିଶ
 

 = ݇න  (
1
2

ଶ

ିଶ
ହݕ − =  ݕ݀ (ݕ8  ݇ ൬

1
12

଺ݕ − ଶ൰ݕ4  |ିଶଶ  

= ݇ ൬
64
12 −  16൰ − ൬

64
12 −  16൰ = ௫ܯ,  (0)݇  = 0 

  ومركز الكتلة یساوي

ݕ =  
௫ܯ

ܯ
= (0) ൬

5
128݇

൰   ,∴ ݕ = 0  

∴ (ݕ,ݔ) = (
20
7

 ,0) 

  

  : (31)مثال

ଶݕالمحددة ب  Rاوجد كتلة المنطقة  = ,ݔ ݔ = ݕ +   (ଶݕଶݔ)݌حیث ان الكثافة تعطى بالمعادلة  2

  :الحل

 1-,1) , (2,4)من الواضح ان المنحنیین یتقاطعان عند النقطتین 
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∴ ܯ =  ඵܲ(ݕ,ݔ)݀ܣ
ோ

 

=  ඵ ݕ݀ݔ݀ (ଶݕଶݔ)

         ଶ ௬ାଶ

  ଵ  ௬మ

=
1
3
න (
ଶ

ଵ
ଷ)|௬మݔଶݕ

௬ାଶ݀ݕ 

=
1
3
න ݕ)) + 2)ଷ − ݕଶ݀ݕ(଺ݕ
ଶ

ଵ
 

=  
1
3
න ଺ݕ) − ଼ݕ + 6
ଶ

ଵ
ସݕ + ଶݕ8 +  ݕ݀ (ଷݕ12

=
1
3 ൬

1
ݕ6

଺ −
1
9 ݕ

ଽ +
6
ݕ5

ହ +
8
3 ݕ

ଷ + ସ൰ݕ3 |ଵଶ = 20.7 

  :(32)مثال

  علما بأن الكثافة تساوي عددیا البعد عن المركز  ܽنصف قطرھا  Rاوجد كتلة صفیحة دائریة 

  :الحل

ݎنفرض ان  =   یؤدي ان   ܽ
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ܯ = ඵܣ݀ݎ = ඵ ߠ݀ݎଶ݀ݎ
   ଶగ௔

଴   ଴ோ

 

=  න
1
3
ߠଷ|଴௔݀ݎ =  න

1
3
ܽଷ݀ߠ

ଶగ

଴

ଶగ

଴
 

= ൬
1
3ܽ

ଷߠ൰ |଴ଶగ = ൬
ߨ2
3 ܽଷ − 0൰ 

ܯ =
ߨ2
3
ܽଷ 

ଶగكتلة الصفیحة الدائریة تساوي  ∴
ଷ
ܽଷ  

  :(33)مثال

ݕأوجد عزمي العتالة للمثلث المحدود بالمستقیمات  = 0, ݔ = ݔ0,3 + ݕ4 = علما بان  كثافتھ یساوي  24

  .الواحد الصحیح

  :الحل

  xعزم العتالة حول المحور 

௫ܫ = න න ݔ݀ݕଶ݀ݕ =

଺ିయర௫

଴

଼

଴

 

න
1
3
ଷ]଴ݕ

଺ିయర௫݀ݔ =
9

64
න(8 − ݔଷ݀(ݔ
଼

଴

଼

଴

=
9

64
(−1)

(8 − ସ(ݔ

4
]଴଼ =

9
64

∙
8ସ

4
= 144 

  :ھو yحول المحور عزم العتالة 

௬ܫ = න න ݔ݀ݕଶ݀ݔ =

଺ିయర௫

଴

଼

଴

නݔଶ ∙
3
4

(8 − ݔ݀(ݔ =
3
4

(
8
3
ଷݔ −

ସݔ

4
)]଴଼ୀ

଼

଴
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=
3
4
∙

1
12

(8)ସ = 256 

  :(34)مثال

,  ௫ି )أوجد المركز المتوسط ௬
ଶݕفي الربع الاول والمحاطة بالقطع المكافئ للمنطقة الواقعة  (ି =  ݔ6

ݕوالمستقیمین = 0, ݔ = 6.h

  

  :الحل

  :مساحة المنطقة المشار الیھا

ܣ = න න݀ݕ݀ݔ = නቆ6 −
ଶݕ

6
ቇ݀ݕ =

଺

଴

଺

೤మ

ల

଺

଴

 

ݕ6) −
1

ݕ18
ଷ]଴଺ = 6(6 − 2) = 24 

  xالعزم حول المحور بأخذ

௫ܯ = න නݕ݀ݔ݀ݕ = නݕ ቆ6 −
ଶݕ

6 ቇ݀ݕ =
଺

଴

଺

೤మ

ల

଺

଴
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ଶݕ3 −
1

24
ସݕ

ݕ ]଴଺ = 36 ൬3 −
3
2൰ = 54 

௬اذن
ି = ெೣ

஺
= ହସ

ଶସ
= ଽ

ସ  
  

    :yناخذ العزم حول المحور 

௬ܯ = න නݕ݀ݔ݀ݕ =
଺

೤మ

ల

଺

଴

 

න
1
2
ଶ]೤మݔ

ల

଺
଺

଴

ݕ݀ =
1
2
නቆ36 −

ସݕ

36
ቇ݀ݕ =

଺

଴

 

1
2
൬36ݕ −

1
180

ହ൰]଴଺ݕ = 3 ൬36 −
36
5
൰ =

12.36
5

 

∴ ௫
ି =

௬ܯ

ܣ
=

12.36
5

\24 =
18
5

 

ቀଵ଼فیكون مركز المتوسط المطل
ହ

, ଽ
ସ
ቁ 

  :(35)مثال

ݕبین القطعتین المكافئتین كزالمتوسط للسطح المستوي المحصورالمرعین  = ݔ2 − ݕ,ଶݔ = ଶݔ3 −  ݔ6

  :الحل

ܣ = ඵ݀ܣ =
ோ

 

න න ݔ݀ݕ݀ = න(8ݔ − ݔ݀(ଶݔ4 =
16
3

ଶ

଴

ଶ௫ି௫మ

ଷ௫మି଺௫

ଶ

଴
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௬ܯ = ඵܣ݀ݔ =
ோ

න න ݔ݀ݕ݀ݔ = න(8ݔଶ − ݔ݀(ଷݔ4 =
16
3

ଶ

଴

ଶ௫ି௫మ

ଷ௫మି଺௫

ଶ

଴

 

௫ܯ = ඵܣ݀ݔ =
ோ

1
2න(2ݔ − ଶ)ଶݔ − ଶݔ3) − ଶ(ݔ6 =

−64
15

ଶ

଴

 

௫بالتالي فان
ି =

ெ೤

஺
= 1, ஺

ெ೤ = ିସ
ହ

,1)المركزالمتوسط ھوو    ିସ
ହ

)  

  :(36)مثال

ଶݔأحسب الحجم بین مجسم القطع المكافئ  + ଶݕ = ଶݔوالاسطوانة  ݖ4 + ଶݕ = ݖوالمستوى ݕ8 = 0 

  :كما في الشكل

  

  

ݖنحصل على الحجم المطلوب بتكامل = ଵ
ସ

ଶݔ) + (ଶݕ ଶݔعلى الدائرة  = + ଶݕ = واذا استخدمنا  ݕ8

ݖالاحداثیات القطبیة فاننا نحصل على الحجم المطلوب = ଵ
ସ
ܲଶ  ܲعلى الدائرة =   ߠ݊݅ݏ8

ܸ = ඵ z dA =
ୖ

න න z୮ dP dθ =
଼ୱ୧୬஘

଴

஠

଴

1
4න න Pଶ dP dθ

଼ୱ୧୬஘

଴

஠

଴
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1
16

න Pସ]଴଼ୱ୧୬஘dθ = 256න sinସθ dθ = 96π
஠

଴

஠

଴

 

  :(37)مثال

xଶحسب مساحة قطعة الاسطوانة أ + zଶ = xଶالواقعة داخل الاسطوانة   16 + yଶ = كما في الش 16

 

  :الحل

xଶھو مربع الدائرة   xoyمن القطعة المطلوب حساب مساحتھا ان مسقط ھذه القطعة على المستوى + yଶ =

xଶللاسطوانة  16 + zଶ =   یكون من قانون 16

1 + (
dz
dx

)ଶ + (
dz
dy

)ଶ =
xଶ + zଶ

zଶ
=

16
16 − xଶ

dz
dx

=
−x
z

  ,
dz
dy

= 0 

  ومنھ

s = 8න න
4

√16 − xଶ
dydx = 32න dx = 128

ସ

଴

√ଵ଺ି୶మ

଴

ସ

଴

 

  :النتـائــج (1-4)

  تعرفنا على التكامل الثنــائي -1
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  توصلنا الى أن التكامـل الثنائـي یستخدم في حالة الدوال المعرفــة في متغیریین  -2

  لتكاملیمكن إستخدام التكامـل الثنائـي لحسـاب قیــمة التكامل لبعض الدوال غیــر القابــلة  - 3

  إستنتجنا بعض صیـغ التكامـل الثنــائي للحجـم والكتلة والمسـاحة وعزم القصــور الذاتــي - 4

  :التوصیــات (2-4) 

  توفیــر مصــادر ومراجــع حدیثـة تتناول التكامـل الثنـائي وتطبیقـاتھ الحدیثــة - 1

  ــوث فـي التكامل الثنـائي عمـل دراســة وبح - 2

  بتطبیقات المختلــفة للتكامل الثنــائيالإھتمام  - 3

  التوســع بدراس التكامل الثــنائي نسبــة لأھمیتھ في الحیـاة من خلال تطبیقاتـھ العملیة - 4

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :المراجــع (3-4) 

 –حساب التفاضل والتكامل الجزء الرابع الطبعة الثانیةتألیف الاستاذ الدكتور نصارحسن عبد العال السلمي  -1

  )م 2006-م 1424(دار النشر مكتبــة الرشد 
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دیمیا أكا –حقوق الطبعة العربیـة  –الیوت مندلسون  -مسألة في حساب التفاضل والتكامل  3000 -2

  م,1995200إنتــرناشیـونال 

  م2013حقوق النشروجاك اولز  تألیف الدكتور فرنك ایرز -حساب التفاضل والتكامل -3

  م2002محمد عون  : حساب التفاضل والتكامل الدكتور–اساسیات الریاضیات -4

ع  - ریم مصطفــى الریــس  - اضیات عامةری -5   ھـ1435–م 2014مكتبة المجتمع العربي للنشـر والتوزیـ

 -عبد المجیــد نصیــر .د –الجزء الاول - في التفاضل والتكامل والھندسة التحلیلیة  الحسبان الشامــل -6

  م1996-حقوق الطبعاربد  –دار الكنـدي للنشـر والتوزیــع  –بســام الناشــف .د

دار الكتب العلمیة للنشر  –دكتور فوي محمد عون -والمصفوفات والمتجھات التفاضل والتكامل  أساسیات -7

  م2003لنشر حقوق ا -والتوزیــع 

  .رومي ابراھیم الخطیب:الدكتور -التفاضل والتكامل المتقدم -8

  م 1999- دار الكتاب المتحدة - احمد عبدالعالي .درمضان محمد جھیمة و –التفاضل والتكامل الجزء الثاني  –9

  

  

  

  

  

  

  

  


