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 من بلغ الرسالة وأدى الأمانة ونصح الأمة إلى نبي الرحمة ونور يإل
  سیدنا محمد صلى الله علیھ وسلمالعالمین 

لھ من جرع الكأس فارغا لیسقیني قطرة حب إلى من كلت أنام إلى
صد الأشواك عن دربي لیمھد لي لیقدم لنا لحظة سعادة إلى من ح

  والدي العزیزلى القلب الكبیر إ.طریق العلم
لى معنى الحنان والتفاني إلى معنى الحب إ..إلى ملاكي في الحیاة

احي ھا سر نجلى من كان دعاءإ...لى بلسم الحیاة وسر الوجود إ...
  بیبةأمیالحلى أغلى الحبایبوحنانھا بلسم جراحي إ

إلى ملاذي حینما تعصف بي ...ي وسندي في الحیاة إلى نصف روح
إلى من تحمل العناء معي وشاطرني التعب والسھر ..مواج الھموم أ

  زوجي العزیز.......الدنیالى روضة الحیاة وبستان إ...
  ینتظرون نجاحي بلھفة الأخوةمن قاسموني رحم أمیإلى من  إلى

  أخوتي وأخواتيلى الوجوه التي ترتسم براءتھا فتزھر قلبي   إ
لي من صادفتھم على مقاعد الدراسة فصاروا لي كأخوتي وأكثر جمعتنا إ

 زملائي....الدفاتر والحقائب ولكن ربطتناالقلوب 
 
  

  
  الشكر والعرفان

  

ن یخط الحروف لیجمعھا في اللحظات یتوقف الیراع لیفكر قبل أفي مثل ھذه 
  ..في سطور جلا  وعبثا نحاول تجمیعھاحرف خوتتبعثر الأكلمات 

  ....شعلت شمعة في دروب عملنا إلى من أ

  .لى من وقفت على المنابر واعطتنا حصیلة فكرھا لتنیر دربناوإ
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إلى جامعة السودان للعلوم والتكنولوجیا وأمناء مكتبات كل كما نتقدم بالشكر
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  مستخلص البحث

نحناء و الإساسیةوالصیغ الأتناولنا في هذا البحث دراسة المنحنى بشكل عام والسطوح
  .التفاضلیة  او تطبیقاته وصیغ داربم تناولنا بعض ث,الجیودیسي

وأهمیته  خطة البحث تناولنا في الفصل الأول ,وقد قسم البحث إلي خمسة فصول 
  .واهدافة 

و السطوح وتناولنا في الفصل ) الإنحناء(أما في الفصل الثاني تحدثنا عن المنحني 
التفاضلیة وفي الفصل الرابع بعض من  او دارب الثالث الإنحناء الجیودیسي و صیغ

  . والمراجع  س النتائج والتوصیاتالتطبیقات و في الفصل الخام
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Abstract 
In this study, we studied the curve in general, surfaces, basic 
formulas and geodetic curvature, and then we discussed some of 
its applications and Darbwa differential formulas. 
The research was divided into five chapters. In the first chapter, 
we discussed the research plan, its importance and its scope. 
In the second chapter, we talked about bending and surfaces. In 
the third chapter, we discussed the geodetic curve and the Darboa 
differential equations. In the fourth chapter, some of the 
applications and in Chapter 5, the results, recommendations and 
references. 
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(૚_૚) المقدمة:  
من قبل المیلاد حتى وصلت الى ذلك البناء العظیم فى العصر الحدیث،لما  تر و طنشأة الهندسة وت

أن  ونبین كیف.لها من تداخلات في أفرع العلوم المختلفة وتطبیقاتها في مجالات الحیاة العلمیة 
مفهوم النظرة للهندسة كأشیاء محسوسة تغیر لیصبح مفهوم مجرد وهذا التجرید هو صلب الواقع 
العلمي كما ظهر في كل من ریمان ولوباتشفیسكي والذى ثبت فیما بعد مدى ملائمة  هذه 

نظام المسلمات الذي قامت علیه رض مبنى على غوهذا ال. الهندسات لكثیر من مشاكل الحیاة
على موضوع الهندسة التفاضلیة وتوضیح مدى وفي النهایة نركز .تصنیفاتها المختلفة الهندسة و 

فرع الریاضیات المختلفة وكذلك التطبیقات أهمیة دراسة هذا التخصص لما له من ارتباط وثیق بأ
  .العملیة 

 یرجع تاریخ الهندسة إلى الماضى السحیق حیث ظهرت في محاولات البابلیون والمصریون القدماء
وفي القرن السابع قبل المیلاد بدأ تطور الهندسة على أیدي المدارس . لتأسیس حضاراتهم العریقة 

كثیر من الحقائق الأساسیة تم الحصول علیها في القرن السادس والخامس قبل المیلاد .الآغریقیة 
  .یفیة البرهان وظهرت في مفهوم النظریة وك

غریق  لهم معرفة عمیقة بالهندسة ،لیس فقط في تراكم عدد وفي القرن الثالث قبل المیلاد أصبح الإ
ولهذاكانت هذه الفترة موجهة لتجمیع كل . ولكن في طرق البرهان كبیر من الحقائق الهندسیة 

كذلك قام الإغریق بأعمال كثیرة من أجل تطویر الهندسة النتائج معاً ووضعها في ترتیب منطقى 
ظهور عمل إقلیدس الشهیر والذي أسماء الأصول هذا العمل  ،ولكنها لم تظهر إلینا وخصوصاً بعد

  :یحتوي على ثلاثة عشر كتاباً تفصیلها كالآتي
المستویة ،الكتب من الحادي عشر إلى الثالث الكتب الست الاولى احتوت على دراسة الاشكال 

عشر تخصصت في دراسة الأشكال المجسمة ،الكتب الباقیة تخصصت في دراسة الحساب بشكل 
  .هندسي 

ثلاثة  هذه الكتب قسمت إلى. إذاالأصول لإقلیدس احتوت على المفاهیم  الأساسیة في الهندسة 
  :هى مجموعات 

  التعاریف :المجموعة الأولى 
  الفرضیات: المجموعة الثانیة 
  المسلمات :المجموعة الثالثة 



 

 
 

ترتیب نظریات اعتمد إقلیدس علي هذه المجموعات من التعاریف والفرضیات والمسلمات فى 
  .الهندسة ترتیبا منطقیا 

  :الفرضیة الخامسة 
 لمن دراسة الأولیة حیث أنها تشك,كلنا یعرف القاعده الأساسیة التى تلعبها المسلمة الخامسة 

  .التشابه للأشكال وحساب المثلثات ها مثلالخطوط المستقیمة وكل ما یتعلق بأساس نظریة توازى 

  :الهندسة التفاضلیة 
م  1827عندما تطورت الهندسة التفاضلیة وعام  الحدیثة للفراغ الهندسي تشكلت بتوسعالنظرة 

توصل جاوس الي مجموعة من الخصائص الخاصة بالسطوح التي شكلت الهندسة الذاتیة أو 
 ةحظتها عن طریق ملاحظدسة هى دراسة الخواص التي یمكن ملاهذه الهن.الداخلیة للسطوح 

المساحات والزوایا وكان منشأ هذه الهندسة هو ,نفسه مثل الأطوالة قیاسات علي السطح طبواس
  .نها تسمى الهندسة الخارجیة وخلاف ذلك فائ الهدف العملي من عملیة مسح الأرض

ل الهندسیة مكنته من تعمیم مفهوم اكتة التي طبقها ریمان في دراسة الأشالدراسة التحلیلیة البح
  .مة أصبحت مفیدة للفیزیاء النظریةبعاد وفراغات ریمان المعمالإنحناء مباشرة للحالات متعددة الأ

  ماذا تعنى الهندسة التفاضلیة ؟
الهندسة التفاضلیة تعنى بدراسة الخواص المحلیة والموسعة للمجموعات التفاضلیة في الفراغ  .1

 قلیدي الإ

جاوس بیّن أن الخواص الهندسیة المحلیة تظل لاتغیریة طالما المسافة علي السطح تظل  .2
 لاتغیریة 

رف السطح بدون النظر الي فراغ یحتویه واستنتج خواصه المحلیة من تعریف المسافة  .3 ریمان عّ
 علي السطح 

یقوم ) دالة(ي نحتاج لدراستها لمؤثر نیات هى مجموعات نقطیة من الفراغ الثلاثحالسطوح والمن .4
 بعمل بارمتریة لهذه المجموعات 

وهذه الدالة  )منحنى أو سطح(أو الدوال التي تولد عدید الطیات الهندسة التفاضلیة تهتم بالدالة  .5
مجالها قد یكون مناطق بها تجاعید أو طیات أو نقاط شاذة والتجاعید یتم وصفها خلال دالة 
تفاضلیة وهى دالة الإنحناء التي من خلالها نستطیع التمییز بین شكل و اخر مثل اختلاف 

2 
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بصمة الأصبع في الكائن الحي حیث تتضح المنحنیات المختلفة التي تغطي السطح مثل 
 .الإنحنائیة والجیودیسیة وغیرها حنیات البارمتریة والتقاربیةالمن

  : أهمیة البحث(1_2)
 .التعرف على المنحنیات والسطوح  .1

 .التعرف على الانحناء الجیودیسي  .2

  وا التفاضلیة بلتعرف على صیغ دار ا .3
  :أهداف البحث(1_3)

  .الجیودیسيوما هو الإنحناء یهدف البحث إلي أن یفهم الطالب ما هو الإنحناء  )1
التفاضلیة وكیفیة الاستفادة من  بواالجیودیسیه وصیغ دار  منحنیاتیهدف البحث الي دراسة ال) 2

  .الانحناء الجیودیسي
  :مشكلة البحث(1_4)

إنشاء خرائط للمساحات  النقاط والمنحنیات على سطح الأرض ،وصعوبة صعوبة تحدید بعض 
  .الشاسعة 
  :حدود البحث(1_5)

  ولایة الخرطوم:  الحدود المكانیة 
  م2018-2017:  الحدود الزمانیة

(૟_૚) منهجیة البحث :  
  .الوصفي یتبع هذا البحث المنهج

  
  
  
  
  
  
  



 

 

  
  
  
  
  
  
  
  

  الفصل الثاني
  الإطار النظري 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :مفهوم المنحني في الفراغ ) 1- 2(



5 
 

لدالة متجة متصلة علي فترة من الأعداد الطبیعیة ویمكن صیاغة هذا التعریف ریاضیاً  ىهو المد
,a]صورة الفترة المغلقة  cحیث  یكون Tوالتحویل المتصل cعلي أنه مجموعة النقط  b] تحت

  .Tالمتصل 
  :المنحني هندسیاً 

  .یة واحدة دهو المحل الهندسي لنقطة ذات ح
(૛_૛)خواص المنحني:  

 .مستوى  إذا وقع بكاملة في مستوي ویكون ملتو إذا كان غیر ذلك  یسمي المنحني - 1

,a]مغلقا علي الفترة cیكون المنحي  - 2 b] اذا حقق التمثیل البارامتريr(a) = r(b) اي اذا
  انطبقت نقطة البدایة للمنحني مع نقطة النهایة للمنحني مثل  الدائرة

  .یسمي المنحني بسیط إذا لم یتقاطع مع نفسه مثل القطعة المستقیمة - 3
قد یتقاطع المنحني مع نفسه ویسمي منحني متقاطع وتسمي نقط التقاطع بنقط تقاطع مزدوجة - 4

  .∝للمنحني 
اذا كان التمثیل cویكون المنحني Iلها مشتقات متصلة علي الفترة  rتكون الدالة ملساء اذا كانت- 5

مكونة من عدد محدود من الفترات I المعرفة علي الفترةr ري املس اما اذا كانت الدالة المتجةالبارامت
  .املس علي قطع  cملساء وبذلك یكون المنحني rتكون في كل منها

(૜_૛)تعریف الانحناء:  
 قابل للاشتقاق فان المنحني یعرف  N(t)منحني املس له تمثیل بارامتري Kلیكن 

  .یمثل  معدل متجه تغیر وحده المماس بالنسبة لمقدار طول قوس المنحني وهو 
  :تعریف اخر 

∅ولیكن  sهو منحني املس ویكون له التمثیل البارامتري بدلالة دالة  طول القوس cلدیك  =

∅(s)  هي الزاویة المقاسة في عكس عقارب الساعة من الانحناء الموجب لمحور السینات الي
Tاس متجة الوحدة المم = T(s)  بالنسبة الي طول  ∅وعلیه فان الانحناء هو معدل تغییر الزاویة

Kالقوس    = ୢம
ୢୱ

  



 

 
 

Nሬሬ⃗ومتجة الوحدة العمودي = ୢ୘ሬሬሬሬሬ⃗

ୢ∅
 

(૝_૛) رسم المنحنیات :  
عندما تتغیر قیمة  fلدالة  f(x)رسم المنحنیات هو التمثیل البیانى للدوال  ویقوم على تتبع سلوك 

x  ویتم هذا التمثیل عملیاً بفرض قیم للمتغیر . في فترة معینةx  واقعة في مجالf  ثم رصد القیمة
y = f(x)  المقابلة ، وبحصر جمیع الأزواج  المرتبة(x୧, y୧), i = 1,2, … . . n  في جدول حیث

n  عدد نقط التمثیل ، نكون قد حصلنا على تمثیل عددى للدالة.  
,P(x୧  وأخیراُ تقع النقط    y୧), i = 1,2, … . , n في المستوىxy  المحدد بالمحورین المتعامدین

0y = 0x  اللذین یضمان على الترتیب الأحداثیات السینیةx୧, i = 1,2, … . , n  للنقط
,y୧والأحداثیات الصادیة  i = 1,2, … . , n  لها ،وبتوصیل هذه النقط بخطوط مستقیمة بینها ینشأ

  .ما یسمى بمنحنى الدالة 
  مثیل حتى یقترب الرسم من المنحنى الحقیقى إلى حد كبیر زادت دقة الت nوكلما زاد عدد النقط 

(૞_૛)السطوح:  
في الحیاة الیومیة نرى سطوح كثیرة مثل البالونات  والأنابیب  وأكواب الشاي والأغشیة الرقیقة مثل 
فقاعات الصابون  والتى تمثل نماذج فیزیائیة  ولدراسة هندسة هذه السطوح نحتاج إلى إحداثیات 

هذه السطوح موجودة في الفراغ الثلاثي  لكن لا یمكن أن نفكر بأنها . بات اللازمة لعمل الحسا
ثلاثیة البعد على سبیل المثال إذا قطعنا أسطوانة مقطع طولى فإنه یمكن فردها أو بسطها لتصبح 
قطعة مستویة على سطح المكتب هذا یوضح أن هذه السطوح ثنائیة البعد بالوراثة ولهذا یجب 

  .داثین وصفها بإح
هذا یعطینا الانطباع الأول عن كیفیة الوصف الهندسى للسطوح بالتحدید نحاول فرد قطعة من 

بدون لصق أوتمزق وهذا )ضغط أوانحناء(ولى)بلا إنقطاع(المستوى حول سطح ویتطلب ذلك تمدد
 یوضح كیف تظهر منحنیات السطح في الفراغ هذا الفرد یقدم إحداثیات لعمل حساب التفاضل

والتكامل على السطح حساب التفاضل على السطح یمكننا من الوصف الهندسى للسطح مثل 
  .حساب التفاضل الخاص بضیغ فرینیة بالنسبة للمنحنى 

السطح المنتظم یمكن الحصول علیة من قطع من الورق المستوى وترتیبها بطریقة ما بحیث الشكل 
السطح یقطع (والأحرف المدببة أو التقاطعات الذاتیة الناتج یكون خالى من النقاط الحادة أوالأنیاب أ 6 



7 
 

وبالتالى یمكن التحدث عن المستوى المماس عند نقاط الشكل وبالتالى یمكن القول أن )نفسه 
بمعنى تجمع خاص من ( ℝଷوهو مجموعة جزئیة من  ℝଷالسطح في الفراغ الثلاثي الإقلیدى

طوح  وبالتاكید نعنى سطوح ملساء وثنائیة وبالطبع لیست كل المجموعات الجزئیة تكون س)النقاط
  .البعد

وتوضح ذلك من خلال سطوح تبدو محلیاُ مثل ورقة ثنائیة البعد مطویة كما هو موضح من خلال 
  الأشكال الأتیة      

  ببب
  
  

  )  1 - 2( شكل رقم 
  
  
  
  
  

  
  

  



 

 

  
  

  
  

  
  
  ) 2- 2( شكل رقم 
  

 

لا تمثل سطح بسبب خط التقاطع  ولكن نفس ) شكل مجموعة جزئیة لیست سطح (نلاحظ أن 
الشكل ) مجموعة جزئیة لیست سطح(الشكل بعد حذف خط التقاطع یصبح سطح كذلك في شكل 

مجموعة  جزئیة لیست (لایمثل سطح بسبب الخط الواصل بین رؤوس المخروطین وفي شكل 
رأسه یصبح  إى أن المخروط بدون)ناب(نرى أن الشكل لیس سطح بسبب رأس المخروط ) سطح 
  .سطح 

نتظم یعنى وجود متجة مماس غیر صفري وبالنسبة للسطوح یعنى وجود مستوى مماس موالمنحنى ال
  .معرف تعریف جید 

بمتغیرین ) وسیطاُ (السطوح في الفراغ الثلاثي تكون ثنائیة البعد ونستطیع أن نمثیلها بارامتریاُ 
  وتوضح ذلك في الشكل 

8 
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  ) 3- 2( شكل رقم 

  
(૟_૛)مفهوم السطوح:  

المنطقة الموجودة داخل دائرة ما والتي تسمي قرص  Dଡ଼جزء من مستوي ما وأن  Dنفرض أن 
  مفتوح إي أن 

ሗܦ = {ܺଵ,ܺଶ: (ܺ)ଶ + (ܺଶ)ଶ < ܽଶ} 
تسمي منطقة بسیطیة اذا  Dبواسطة راسم توبولوجي فان Dሖصورة للقرص  المفتوح   Dاذا كانت 

Dوفقط اذا كان  = F(D)ሖ حیث راسم تناظري احادي وان F, F ́ دوال متصلة بمفهوم التبولوجي
  .Dሖتكافي Dفي هذه الحالة یقال أن 

  
  
  
  
  
 

  تكافؤ هومیورفیك  كما موضح في الشكل 
  



 

 

  
  ) 3- 2( شكل رقم 

  
یقسم المستوي الي Cهو منحني بسیط مغلق في المستوي من نظریة جوردان نجد ان Cنفرض ان 

جزئین احد هذه الاجزاء محدود والاخر غیر محدود والجزء المحدود في هذه الحاله یمكن اعتبارة 
صورة قرص مفتوح بواسطة تبولوجي مثل المناطق الموجودة داخل كل من المربع والمستطیل 

  والقطع المكافي هي مناطق بسیطة 
  تعریف 

في Dتسمي بالسطح الأولي اذا كانت محددة لمنطقة بسیطة Eଷفي الفراغ  σمجموعة النقط  
σسطح اولي اذا كان  σمستوي ما بواسطة راسم توبولوجي اي ان  = F(D)  نفرض

,uଵان uଶ هي الاحداثیات الكارتیزیة لاي نقطة في المنطقةD وانxଵ, xଶ, xଷ هي احداثیات النقطة
,xଵالمناظرة لها علي السطح البسیط الاحداثیات  xଶ, xଷفي احداثیات المنطقة  هي دوالD 

,uଵ)اي uଶ), xଷ = fଷ(uଵ, uଶ)(uଵ, uଶ), xଶ = fଶ    xଵ = fଵ  
في الصورة البارامتریة وهذه المعادلات تكافي σهذا النظام من المعادلات یسمي بمعادلات  السطح 

  في الصورة الإتجاهیة 
r = r(uଵ,

  

10 
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  ) 3- 2( شكل رقم 

  
rتجاهیة حیث الدالة الإ = r(uଵ, uଶ)وحیدة القیمه والإحداثیات البارامتریةuଵ, uଶ     الإحداثیات

,uଵالمنحنیة وعند تثبیت uଶ    فاننا نحصل علي منحني یقع علي سطح هذه المنحنیات تسمي
  بمنحنیات الإحداثیات 

وهذه المجموعة مرتبطة سطح بسیط ویسمى متكامل إذاكانت النهایة لاى متتابعة تقاربیة من النقط 
  . مثل سطح الكرة ومجسم القطع المكافىء.  التى على السطح هى أیضا نقطة على السطح 

مثل سطح الكرة  و . إذا كان السطح البسیط المتكامل محدود فإن السطح یسمى بالسطح المغلق
  .ب النجاة سطح قار 

  . Eଷوسطح عام إذا كانت هى صورة لسطح بسیط بواسطة راسم توبولوجى محلى فى الفراغ
(૚_૟_૛) السطح المنتظم:  

إذا كان كل نقطة من نقاطه لها منطقة  )من المرات  Kقابل للتفاضل(انة منتظم  σیقال ان السطح 
  :مجاورة تسمح بتمثیل بارمتري منتظم على الصوره

x୧ = x୧(uୟ

من  DCRଶمعرفة فى منطقة ) من المراتKدوال منتظمة وقابلة للتفاضل (دوال منتظمة  x୧حیث 
  uv.المستوى 

  :فمثلا التمثیل البارامتري للسطح هو

  :أو مایكافئ
x୧ = x



 

 
 

ونستخدم أسلوب أبنشتین الاختزالى الجمعى لمعالجة نظریة السطوح ولذلك تعتبرمجموعتین من 
,iالرموز الترقمیة أحداهما لاتینیة  j, k وأخرى إغریقیة  1,2,3ومداها هوα, β, γ, δ  ومداها هو

  :توضیحا لذلك تعتبر الامثلة الاتیة 1,2
a୧b୧ = aଵ

A஑ஒB

x୧إذا كانت  = x୧(u஑) = x୧(uଵ, uଶ)  , i = من  Dهى دوال منتظمة فى المنطقة  1,2,3
,uଵالمستوى  uଶ 

  :والتى تحقق أن المصفوفة الجاكوبیة 

,൫(uଵعند كل نقطة   2لها المرتبة  uଶ) ∈ D൯ تعین سطح ما  ) 2,2(فإن المعادلاتσ  هو
,uଵ)بواسطة راسم توبولوجى محلى والذى یحدد للنقطة  Dصورة لسطح بسیط  uଶ)  ∈ D  نقطة

  لاثبات ذالك نثبت ان الرسم   (2,2)فى الفراغ إحداثیات تعطى بالمعادلات 

لى العكس أن الراسم غیر أحادى ولذلك توجد النقطة محلى نفرض ع) متباین(راسم أحادى 
(u଴ଵ , u଴ଶ)   بحیث أنة فى النقطة المجاورة لها والصغیرة صغرا كافیا یمكن أختیار النقطتین

(u஑) = (uଵ, uଶ), (v஑) = (vଵ, vଶ) ∈ D  والتى تحقق المعادلاتx୧(u஑) − x୧൫v୧൯ =

0   i = 1,2,3   ,α = 1,2  
  :او ما یكافئ

 ولكن

x୧(uଵ, uଶ) − x୧(v
= (u

  )وبذلك نستخدم مفكوك تیلور فى منطقة الجوار المباشر من الرتبة الاولى (
uଶفى المجاهیل (إى یكون لدینا نظام المعادلات الخطیة  − vଶ, uଵ − vଵ ( المتجانسة الاتیة:  

(uଶ − vଶ)xଶ୧ ൫u

x஑୧ = ப୶౟

ப୳ಉ
   α = 1,2                                                 

12 
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uଵنفرض ان  − vଵ, uଶ − vଶ      یكون  (4,2)لایتساویان الصفر فى أن واحد ومن المعادلة
  للمصفوفة 

xଶ୧اى ان جمیع محددات الرتبة الثانیة تنعدم فى القیمة ومن أستمرار الدوال  2مرتبة اقل من  , xଵ୧   
  :ینتج ان جمیع محددات الرتبة الثانیة للمصفوفة 

,u଴)تنعدم عند النقطة  v଴)   وحیث أن المصفوفة  2أى أن مرتبة المصفوفة تقل عن العدد
ولذلك نكون قد توصلنا الى تناقض أى أنة لابد    (3,2)هى المصفوفة البدیلة للمصفوفة   (5,2)

:Fأن یكون الراسم  D → σ  راسم توبولوجى.  
 (3,2)یمثل سطحا فى الفراغ إذا كان وفقط مرتبة المصفوفة الجاكوبیة (2,2)نظام المعادلات 

  . 2تساوي 
  

  :البرهان 
  :الحالات الاتیة  ولذلك نعتبر (3,2)المصفوفة الجاكوبیة تعطى 

تساوى صفرا وفى هذه الحالة لابد من تنعدم جمیع عناصر  (3,2)مرتبة المصفوفة   .أ 

x୳୧المصفوفة إى أن  = ப୶భ

ப୳౫
= 0     i = 1,2,3   ,α = وبالتالى یكون   1,2

x୧ = a୧ = cos t   تمثل نقطة ثابتة (2,2)ولذلك المجموعة൫x୧൯ = (aଵ, aଶ, aଷ)    
 .Eଷفى الفراغ

2فى هذه الحالة توجد  1تساوي  (3,2)مرتبة المصفوفة   .ب  = 3 − من العلاقات التى  1
,uଵوتكون خالیة تماما من x୧تربط الدوال الاحداثیة  uଶ       . أى توجد العلاقات:  

fଵ(xଵ, xଶ, xଷ) = 0       ,     fଶ(xଵ, xଶ, xଷ) = التى تمثل معا منحنى عى الفراغ أى أن    0
  تمثل منحنى  فراغى ولیست سطحا  (2,2)المعادلات 



 

 
 

f൫x୧൯بعلاقة واحدة  x୧أن ترتبط الدوال  وعلیة یجب 2تساوى  (3,2)مرتبة المصفوفة  =

f(xଵ, xଶ, xଷ)  تسمى التمثیل  (2,2)وهذه تمثل سطحا فى الفراغ أى أن مجموعة المعادلات
  :البارامترى للسطح ویعطى بالمعادلات الاتجاهیة 

r(uଵ, uଶ) = r(u஑)

,rଵلها مشتقات جزئیة متصلة لاى رتبة بالاضافة الى (6,2)إذا كانت الدالة الاتجاهیة  rଶ ≠ 0 
r஑حیث    = ப୰

ப୳ಉ
  

  .یسمى ثمثیل بارامترى منتظم   (7,6)أو(7,2)فإن الثمثیل البارمتري 
(૛_૟_૛) الصیغة المتریة  على السطح:  

  :لنعتبر سطحا فى الفراغ معطى بالتمثیل البارامترى 

uୟومنحنى واقع علیة معطى بالمعادلتین  = uୟ(t)  إذا المماس لهذا المنحنى هو:  

rଵأومایكافئ    = rୟuୟ = ୢ
ୢ୲

  
هى المسافة القوسیة على المنحنى  sوهذه الصیغة تعطى الإتجاهات على السطح لتكن 

uୟ = uୟ(t)    وبناء علیة یكون:  

ቀୢୱ
ୢ୲
ቁ
ଶ

= ቚୢ୰
ୢ୲
ቚ
ଶ

=< r̀, r̀ >=< rୟu୰, r୮u     )من خواص الضرب القیاسي(  

>لنرمز الأن للصیغة rୟ, r୆   بالرمزg, B  وبالتالى نحصل على:  

൬
ds
dt
൰
ଶ

= gଵଵ ቆ

  :حیث  

∴ ቀୢୱ
ୢ୲
ቁ
ଶ

= gଵଵ ቀ
ୢ୳భ

ୢ୲
ቁ
ଶ

+ 2gଵଶ
ୢ୳భ

ୢ୲
ୢ୳మ

ୢ୲
+ gଶଶ ቀ

ୢ୳మ

ୢ୲
ቁ
ଶ
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وهذه تعطى مربع عنصر المسافة القوسیة على المنحنى الذى یقع على السطح وهى صحیحة لاى 
وهى تمثل عنصر  dsଶمن الطرفین ونحصل على  tمنحنى واقع على السطح إذا یمكننا حذف 

  :المسافة بین نقطتین متجاورتین على السطح أى أن 

المتریة للسطح أو الصیغة الاساسیة الأولى على السطح  وتسمى  وهذه الصیغة تسمى الصیغة
بالنسبة للصیغة المتریة اعلاه نعرف ممیز  ]الكمیات المتریة على السطح [الكمیات الاساسیة الأولى

  :ویعطى من  gللسطح ونرمز للسطح عادة ب  ) محددالصیغة التربیعیة الاولى (الصیغة المتریة 

 :الصیغة الأساسیة الثانیة (2_6_3)

  :تمثیله البارامترى المنتظم على الصورة   ℝଷفى الفراغ  Mنعتبر سطح 
M: R(uଵ, u

  :على الصورة   sوله تمثیل بارامتري بدلالة بارامتر طول القوس   Mواقع على السطح  cالمنحنى 

  :ومایكافئ

, Tهى أحدى نقاط المنحنى  Pلتكن  c   وحدة المماس له عندn, P  وحدة متجة العمود الاساسى
,Nعند cللمنحنى  P  متجة الوحدة العمودى على السطح عندP  ولتكنθ   هى الزاویة بینN, n 
  أى أن 

  :كما مبین فى الشكل 
  

  
  )    4,2(شكل 



 

 
 

  : بوحدة المماس تعطى 

T =

  :أو مایكافئ 

  :واستخدام صیغة فرتیة التفاضلیة نحصل على  sبالتفاضل مرة أخرى بالنسبة إلى 
dଶR
dsଶ =

R஑ஒ:حیث = Rஒ஑ = ୢమୖ
ୢ୳ಉୢ୳ಊ

دالة   Rلان نظریة بنج لتبادل الإشتقاق متحققه ولذلك لان   
  .منتظمة 

  :نحصل على  (9,4)واستخدام العلاقة   Nبضرب طرفى العلاقة فى 
K

RଶRଵفهو عمودى على    T୮Mعمودى على المماس  Nولكن  ∙ T      عندP  

L஑ஒوبوضع    =< ܰ, R஑ஒ >=< ܰ, Rஒ஑ >= Lஒ஑  

∴ K cos θ =
୐ಉಊୢ୳ಉୢ୳ಊ

ୢୱమ
=< ୢమୖ,୒

ୢୱమ
>  

أو الصیغة المتریة  والبسط صیغة تربیعیة أیضا تسمى   Ιهو الصیغة الأولى   dsଶحیث المقام 
  :حیث   ΙΙالصیغة الاساسیةالثاتیة  ویرمز لها بالرمز 

 
= Lଵଵ(duଵ)ଶ + 2Lଵଶduଵduଶ + Lଶଶ(duଶ)ଶ 

K:      العلاقة تأخذ الصورة ∴ cos θ = ஁஁
஁

  

I :K  أو من تعریف cos θ =
୐ಉಊୢ୳ಉୢ୳ಊ

୥ಉಊୢ୳ಉୢ୳ಊ
 

  كل من البسط والمقام صیغ جمعیة كل منها منفصل عن الأخر أى لا یجوز
 .فى المقام  du஑فى البسط مع  du஑إختصار

  :تىالمعرفة یمكن إعطا ئها  فى صور تفصیلیة أكثر كالا  L஑ஒالكمیات الأساسیة الثانیة 
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Lଵଵ =<

Lଵଶ:وبالمثل  = ଵ
ඥ୥

[Rଵଶ, Rଵ, Rଶ] = ଵ
ඥ୥

[Rଶଵ, Rଵ, Rଶ] 

,]حیث    .یعنى حاصل الضرب الثلاثي القیاسي وهو عبارة عن محدد من الرتبة الثالثة  [
   الصیغ التربیعیةΙ, ΙΙ  تكتب بلغة المصفوفات على الصورة : 

,൫L஑ஒ൯: حیث ൫g஑ஒ൯      , du = (duଵ, duଶ)   2مصفوفات ذات أبعاد × 2 .  
 .لیست موجبة بالتحدید ΙΙالصیغة الأساسیة الثانیة  .1

Kنجد من العلاقة  cos θ = ஁஁
஁

Ιالمقام الایمن   وهى صیغة تربیعیة موجبة بالتحدید ولكن  =
Kالطرف الأیسر  cos θ  أى أن إشارة ,من  الممكن أن یساوى صفراٌ أو مقدار سالب أو موجبΙΙ 

Kهى إشارة  cos θ  وبالتالى فإنΙΙ متمیزة الإشارة أى لیست موجبة بالتحدید.  
(૝_૟_૛)الصیغة الأساسیة الثالثة: 

والموجة نعرف الصیغة الأساسیة الثالثة  وهى عبارة عن الصیغة الأساسیة  Mللسطح المنتظم 
  . ΙΙΙویرمز لها  بالرمز ).أو المرسومة بحقل المتجة العمودى (ى للصورة الكرویة الأول

  :على الصورة  ΙΙΙمن هذه التعریف یمكن كتابه 

  .ولا تتغیر بتغیر إتجاه السطح أى أنها لاتغیریة مثل الصیغة الأولى 
:Mعلى السطح المنتظم  R = R(uଵ, uଶ) یتحقق: 

,Hحیث  K  هما الإنحناء الجاوسى والمتوسط على الترتیبΙ, ΙΙ, ΙΙΙ   هى الصیغ الأساسیة الأولى
  .و الثانیة والثالثة على الترتیب 

Lଵଶ)دون خسارة فى التعمیم  نختار سطح منتظم مغطى أساسى  = gଵଶ = وبإستخدام صیغ  (0
  :رودیجر نحصل على 

dN
= −K



 

 

= −

  :وبالمثل یمكن أثبات أن 

  :قیاسیا نحصل على   (2,4)بضرب المعادلة 
< dN + KଵdRdN

gଶ)    غطاء أساسى (وحیث أن  =< Rଵ, Rଶ > 0  

  :وبإستخدام خواص الضرب القیاسي یكون لدینا 
< ݀ܰ,݀ܰ > +Kଶ

∴< dN, dN >
ة وكذلك تعریف الإنحناء الجاوسي وبإستخدام تعریف الصیغ الأساسیة الأولى والثانیة والثالث

ΙΙΙ:          والمتوسط نحصل على  − 2HΙΙ + KΙ =   .وهكذا یكون البرهان    0
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  الفصل الثالث
    الإنحناء الجیودیسى 



 

 
 

  :تمهید
طار محلى متحرك مع المنحنى یسمى إطار فرینیهإمنحنى الفراغ له   ٕ َ یحددان شكله وا . نحناء ولى

للمنحنى وانحناء عمودى   Kویوجد انحناء .  Mواقع على سطح منتظم   Cولكن إذا كان المنحنى 
K୬ وهو مركبة متجة الانحناءK    تجاءالعمودى إفيN  على السطح.  

وهو طبعاٌ  Nالمستوى العمودي على ة تجاإي فماذا عن مركبة الأخرى للانحناء أي المركبة 
ونذكر من أنواع الانحناءات عند نقطة ما على منحنى واقع على سطح  T୮Mالمستوىالمماس 

  .ومنها مثلا الانحناء العمودى والانحناءات الأساسیة: Mمنتظم 
والذى  T୮Mنحناءالاخر الذى هو مركبة  متجة الانحناء في المستوى المماس ونركز على الإ

نحناءات الأساسیة ترتبط مع منحنیات تسمى خطوط كذلك كانت الإ. یسمى الانحناء الجیودیسي 
بطریقة مماثلة توجد منحنیات واقعة على السطح ) .الانحنائیة(الانحناء  أو الاتجاهات الأساسیة 

تعمیم نحناء الجیودیسي والتى تسمى  الخطوط الجیودیسیة أو خطوط اقصر بعد وهى ترتبط بالإ
  .للخط المستقیم في الفراغ الإقلیدي

(૚_૜)تعریف الجیودیسي   :  
هى كلمة یونانیة الأصل معناها ذلك العلم الذى یختص بقیاس ومراقبة كل من حجم :الجیودیسیا

وهو ذلك الفرع منعلم .وشكل الارض بالاضافة الى تحدیدمواضع النقط على سطح الأرض 
  .ل الریاضي للكرة الأرضیة المساحة الذى یبحث عن تحدید الشك

وفي الریاضیات الجیودیسي وخاصة في الهندسة التفاضلیة هو تعمیم للخط المستقیم ضمن 
ولكن .ففي الهندسة الإقلیدیة فإن الخط المستقیم هو اقصر مسافة بین نقطتین  ,الفضاءات المخفیة 

مد طول  الخط یعت. على سطح الكرة فإن اقصر مسافة بین نقطتین هو الخط الجیودیسي
الجیودیسي على طبیعة الفضاء المنحنى فإذا كان الفضاء یراعى المتریة النظامیة فعندئذ یمكن 

  .تعریفة على أنه اقصر خط بین نقطتین على متعدد التفرع 
(૛_૜)الانحناء الجیودیسي :  

:Mمنحنى واقع على السطح المنتظم   Cنفرض أن X = X(u஑)  وممثل تمثیل بارامترى طبیعى
u஑أى  = u஑(s)  حیثs  بارامتر طول القوس وبالتالى فإن معادلتة الاتجاهیة تكون على الصورة

: 
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Ẍهي  sبالنسبة الى  X(s)المشتقة الثانیة للدالة  = ୢమ୶
ୢୱమ

= K୬, . = ୢ
ୢୱ

العمود  nحیث  
,pالأساسي للمنحنى عند    k   انحناء المنحنىc  عندp   حیث المتجةẌ(s)  یعنى حقل متجة

إذا یمكن كتابتة  Cوالمقیدة على المنحنى  Mللمنحنى ومعرف على امتداد نقاط السطح Kالانحناء 
فى صورة مجموع جزئین إحداهما مماسي والاخر في إتجاه العمودى على السطح  ولیكن 

:K = Ẍ = K୬ + K୥ 

orK୬ = ୢమଡ଼
ୢୱమ

= k୬N + K୥n୥ 

,K୥و pلنقطة عند ا Mالعمودى على السطح   Nحیث  n୥  هى مركبة مماسیة عمودیة على
,K୥اى أن  Cالمنحنى  n୥  واقعة في المستوى المماسيT୮M  اى أنn୥ϵT୮M   متجة وحده

سبق وأن عرفناها وهى  K୬المركبة  Pوعمودي على المماس للمنحنى عند  Nعمودي على 
  .Mعلى السطح   ΙΙالانحناء العمودى وله علاقة بالصیغة الأساسیة الثانیة 

  :تعریف 
إى أنه اذا كان  T୮Mعلى المستوى المماسي  cتسمى الانحناء الجیودیسي للمنحنى  K୥المركبة 

c∗  هو مسقط المنحنىc    على  المستوى المماسيT୮M  وكانK  انحناء المنحنىc  فإنK୥  هو
ون  صیاغته كلاتى بحیث تك Nفى اتجاه  cهو انحناء العمودى للمنحنى  c∗ .K୬انحناء المسقط 

:  
للمنحنى   kهو المسقط الاتجاهي لمتجة الانحناء pعند النقطة  cللمنحنى k୥الانحناء الجیودیسي

cعند pعلي مستوي المماسMT୮ عند النقطةP. 

علي السطح ولكن حسابها لیس  بالامر Iالانحناء الجیودیسي یرتبط بالصیغة الأساسیة الاولي 
  .السهل حیث أننا نستخدم رموز كرسیتوفل والمعادلات الأساسیة علي السطح 



 

 

  
  ) 1- 3( شكل رقم 

  : إستخدامات الانحناء الجیودیسي) 3-3(
علم المساحة التطبیقیة أو علم تقسیم الأرض وشكل الأرض ومساحتها أو الجیودیسیا هو علم 

الموضوعات التى تتصل بحجم الأرض وشكلها وأبعادها وباطنها ومجالها یبحث في كثیر من 
  .المغنطیسى وحرارة باطنها وأیضاً یهتم بموضوعات تتعلق بدراسة القشرة الأرضیة وحركتها 

وتبحث الجیودیسیا في دراسة معلومات خاصة بإجزاء كبیرة من سطح الأرض في الموضوعات 
  :التالیة
 .لعمل مساحات كبیرة ) نقط المثلثات (الأرض تسمى  مواقع نقط عدید على سطح  .1

لتعین مكان الراصد بالنسبة لسطح الأرض والفرض منه تثبیت مواقع نقط : الرصد الفلكي  .2
 .المثلثات 

 .المیزانیات الدقیقة لتعین إرتفاعات النقط فوق سطح البحر  .3

 .دراسة المد والجزر وقاع البحار .4

 .الشاسعة إنشاء الخرائط للدوال والمساحات  .5

 .التغیر في منسوب السطح المتوسط للبحار  .6

  .تركیب القشرة الأرضیة  .7
(૝_૜) تطبیقات المساحة الجیودیسیه: 

 .تحدید التحركات والأنذلآقات التى تحدث للقشرة الأرضیة  .1

 .إستخراج البترول من الصحاري والمحیطات  .2
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 .تحدید مسارات الأهداف للصواریخ عابرة القارات  .3

 .الملاحة الجویة والبحریة  .4

 .المسوحات التى تختص بالزلازل  .5

 .تشغیل نظام تحدید المواقع .6

(૞_૜)الاطارات المصاحبة لمنحنى علي السطح: 

بالنسبة لمنحنى فراغ منتظم وممثل بدلالة بارمتر طول القوس أمكن تكوین إطار فرنینة 
[T, n, b]الان إذا كان المنحنى 

(1,3)C: V → X൫uଵ(v), uଶ(v)൯                         وقع علي
,M:X=(uଵالسطح uଶ)ونفترض أنc ممثل بدلالة بارمتر طول القوس أي أن  

୶ୢبما أن
ୢୱ

  حیث T متجة وحدة وهو مماس للمنحنى إذا فهو حقل متجة وحدة ولیكن 
T=Xଵu̇ଵ + Xଶu̇ଶ(5,3)  

هو العمود الاساس للمنحنى إذا لیس من  nوهو في الحقیقة مماس للمنحنى وكذلك للسطح ولكن 
:Cعلي المنحنى    Pعند T୔Mالضروري ان یكون عمودي علي المستوي المماس  X =

X൫u஑(v)൯  
 pیتغیر سلوكة حول النقطة Cعندما المنحنى )أي كیف یتغیر(إذا لدراسة سلوك الانحناء 

,T}فإن إطار فرینیة  n, b} المصاحب للمنحنىC یكون غیر مناسب لأن كل من n, b یتغیر مع
 C بالاضافة الي أنn یكون غیر معرف عندماk = في مثل هذة الحالة یكون من المناسب 0

هذا الاطار  pعند النقطة Mعلي السطحNتكوین إطار مصاحب للمنحنى ومرتبط مع العمودي 
,Tൣهو n୥, N൧حیث  

N =
Xଵ

  .یسمي متجة الجیودیسي العمودي n୥والمتجة 
,Tൣالثلاثي العیاري المتعامد - n୥, N൧1یحقق=ൣT, n୥, N൧ 



 

 
 

- n୥  هو متجة وحدة عمودي علي المنحنى وواقع في المستويT୮M عندp أذا باستخدام
,Tൣالإطار n୥N൧یمكن كتابة  

                   .kn = k୬N + k୥n୥(7,3)  
هي المسقط العمودي k୥n୥المركبة Nعلي إتجاة العموديk୬لمتجة المسقط العمودي لk୬Nحیث

  .pعند النقطةT୮Mعلي المستوي المماس)حقل الانحناء للمنحنى (k୬لحقل المتجة
  الان إتجاة المماس لمنحنى ورفع علي السطح یعطي من                       

  
dx
ds

= x஑u̇஑, .
d
ds

(8,3) 

∴ ୢమ୶
ୢୱమ

= x஑ஒu̇஑u̇ஒ + x஑ü஑(9,3) جاوس فینجارتن نجد أنوبستخدام معادلات:  

∴ K

∴ K

  )K୬من تعریف (أو مایكافئ 

 حیث 

n୥وبما أن  = N ∧ T وبضرب طرفي العلاقة ضربا قیاسیا فيn୥ واستخدام وخواص المحددات
  نحصل علي 

=
+൫üଶ + ┌஑ஒ

ଶ u̇஑u̇ஒ൯[Xଶ, N, Xଵu̇ଵ + Xଶu̇ଶ]  
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  :وبما أن
[Xଵ, Xଶ

∴ k୥ = ඥg

سطح لأن )داخلیة(الانحناء الجیودیسي علي إمتداد منحنى علي سطح هو خاصیة ذاتیة 
 یمكن الحصول علي(11,3)من العلاقة  g∝ஒتعتمد فقط علي الكمیات المتریة (13,3)الصیغة

n୥وذلك بضرب طرفیها في k୥صورة أخري للانحناء الجیودیسي  = N × T  والتي تعطى من
  :خلال حاصل الضرب القیاسي حیث

ቀkأو      = ୢమ୶
ୢୱమ
ቁ  

xهذة العلاقة سهلة في التعامل والحساب حیث أنة إذا أعطینا معادلة السطح  = x(uଵ, uଶ) 
ل uଵوالدوا = uଵ(s) , uଶ = uଶ(s)  والتى تعرف المنحنى الواقع علي السطح تقوم بحساب
ୢ୶
ୢୱ

, ୢ
మ୶
ୢୱమ

  ویعطي من cوكذالك العمودي علي السطح علي إمتداد نقاط المنحنى  

وحساب حاصل الضرب الثلاثي القیاسي أي بإیجاد قیمة المحور  (14,3)وبالتعویض في الصیغة 
  .الثلاثي

  معطى من خلال الدوال  Mالواقع علي السطح  cنفرض ان المنحنى 

ቀୢୱفي هذة الحالة یكون sبارمتر عام أي لیس بارمتر طول القوس  vحیث 
ୢ୴
≠ 0ቁ  

ୢ୶
ୢୱ

= ୢ୶
ୢ୴

ୢ୴
ୢୱ

, ୢ୴
ୢୱ
≠   sوبالتفاضل مرة أخرى بالنسبة الي  0

  



 

 
 

  وأستخدام خواص المحددات یحصل علي (14,3)وبالتعویض في

∴ K

حیث أنها  (14,3)تعتبر غایة في الاهمیة لأنها أكثر عملیة من الصیغة  (15,3)الصیغة 
  .تتعامل مع بارمتر عام ولیس بارمتر طول القوس ولاتحتاح الي التحویل بدلالة بارامترطول القوس

,൛Tحقل الأطار  n୥, Nൟ المعرف علي إمتداد منحنىC: X = X൫uୟ(s)൯   واقع علي سطح منتظم
M: X = X(u஑)  یحقق بعض الخواص منها ایسمي إطار داربرو.  

<

  نحصل علي)بالتربیع والجمع (ومن هذة العلاقة cهو العمودي الثانوي علي النحنى bحیث 

  
(૟_૜)صیغ داربوا التفاضلیة:  

بنفس الطریقة التي أتبعناها في الاستنتاج الصیغ التفاضلیة لإطار فرینیة نقوم الأن بالتوصیل الي 
,൫Tصیغ تفاضلیة مشابهة لصیغ فرینیة ولذلك نرمز لحقل المتجة  n୥, N൯ بالرمزD لیصبحDሗ =

൫T, n୥, N൯  وبما ان< ܶ, n୥ >=   نحصل علي  sوبالتفاضل بالنسبة ل 0

0فإنة یمكن كتابتة علي الصورة Cحقل متجة علي إمتداد  ṅ୥وحیث أن  ṅ୥ = aଵ(s)T +

aଶ(s)n୥ + aଷ(s)N  
∴ 〈k୥n୥ + k୥N, n୥〉 + 〈T, aଵT, aଶn୥ + aଷN〉 = 0  
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k୥وباستخدام خاصیة العیاریة المتعامدة لعناصر إطار دابرو نحصل علي       + aଵ = 0  

>وبالمثل بمفاضلة العلاقة  ܶ,ܰ >= ل 0 ن sبالنسبة Ṅمع فرض أ = bଵ(s)T +

bଶ(s)n୥ + bଷ(s)N  
k୬فإننا نحصل علي  + bଷ = 0  

,N〉وبتفاضل العلاقة  n୥〉 بالنسبة لs نحصل علي  

∴ 〈bଵT + bଶn୥ + bଷN, n୥〉 + 〈N, aଵT + aଶn୥ + aଷN〉 =0    

,N〉وبأستخدام العلاقات  N〉 = 1 , 〈n୥, n୥〉 = ل 1 نحصل على  sوبالتفاضل بالنسبة 
aଵ = 0,bଵ = وبالتالي )حقول متجهات وحدة (ل n୥عمودي علي  ṅ୥وN عمودي عليṄلأن 0

(3,4), (2,4), (1,4),   :تكون قد توصلنا الي الصیغ التفاضلیة الاتیة (16,3)

  :تعریف
ة aଷ(s)الدالة  تسمي اللي الجیودیسي  ونرمز لها  (4,4)المعرفة في الصیغ التفاضلی
  .Mالواقع علي السظح cتسمي الانحناء الجیودیسي للمنحنى  k୥(s)والدالة τ୥بالرمز

  یمكن كتابتها في الشكل المصفوفي  (14,28)الصیغ التفاضلیة 

هذة الصیغ متشابهة لصیغ فرینیة لمنحنى فراغ حیث منحنى الفراغ كان یتحدد من خلال الانحناء 
kوالليt  بینما لمنحنى واقع علي السطح فإنة یتحدد من خلال ثلاث لامتغیراتinvariant  هما

k୬, T୥, k୥  وهذا معناه أن شكل السطح یؤثر في شكل المنحنىc  الواقع علیة من خلال تغیر
  .cعلي السطح علي أمتداد المنحنى  Nي العمود

یتضح أن معدل تغیر إطار داریو یعطي من خلال مصفوفة مربعة  (4,5)من المعادلة المصفوفیة 
3 × عناصرها دوال في بارامترطول القوس وبالتالي فهي تعتبر مولد متناهى الصغر لكل  3



 

 
 

وهذةا s لیة لها البارامتر عند أي نقطة ع Mالواقع علي السطح  Cالحركات علي أمتداد المنحنى 
  :التالي)التطبیق(یقودنا الي تعریف الراسم 

 Dترمز لزمرة التحویلات الخطیة المتعامدة والمعرفة من خلال مصفوقة داربوا   So(1,3)حیث

(4,6).والتى معدل تغیرها یعطى من المصفوفة ቀ ୢ
ୢୱ

DቁDିଵ = ቎
0 k୥ k୬
−k୥ 0 t୥
−k୬ −t୥ 0

቏  

وعمودیة  sالتماثل ناتجة من مشتقة مصفوفة دالیة في) مختلفة (واضح أنها مصفوفة عكسیة 
  ونوضح ذلك في الحالة العامة أي لاي مصفوفة عمودیة یتحقق 

  نحصل علي  sوبتفاضل الطرفین بالنسبة ل

∴ ቀୢୈ
ୢୱ
ቁDᇱ = −D ቀୢୈ

ᇲ

ୢୱ
ቁ = −D ቀୢୈ

ୢୱ
ቁ
ᇱ

  (4,8)  
ୈୢواضح أن المصفوفة 

ୢୱ
Dᇱ عكسیة التماثل.  

  :تعریف
تعتمد Mالواقع علي السطح  cبارامتر المعرفة علي المنحنى So (1,3)زمرة التحویلات المتعامدة 

  بارامتر واحد هو طول القوس إذا هي زمرة بارامتریة أحادیة البارامتر
في نهایة هذا الجزء نكون قد توصلنا الي بناء أربع إطارات متحركة علي السطح المنتظم 

M: X = X(uୟ) وهي:  
,Xଵ}جاوس فینجارتن إطار- 1 Xଶ, N}  

  .ومعادلات الحركة لة تعطى من معادلات جاوس فینجاریت
,Eଵ)إطار جاوس فینجاریت العیاري المتعامد - 2 Eଶ, Eଷ)  حیث 

Eଵ =
Xଵ
ඥgଵଵ

 
 

,T]إطار فرینیة - 3 n, b]  علي إمتداد منحنى فراغ واقع علي السطحM  ومعادلات الحركة لة
  .تعطى من خلال صیغ فرینیة
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Dإطار داربوا - 4 = ൣT, n୥, N൧  علي إمتداد منحنى فراغC  واقع علي السطحM ومعادلات
 .(4,7)الحركة لة تعطى من خلال صیغ داربوا التفاضلیة

τ୥إذا كان اللى جیودیسي  = ,Tفإن المنحنى خط إنحنائى حیث یكون في هذة الحالة  0 ୢ୒
ୢୱ

 
  )من تعریف صیغة رودریجز لخطوط الانحناء( مرتبطین خطیا

θإذا كانت    = cos t  فإنτ = τ୥  ୢلأن஘
ୢୱ

= 0  

(ૠ_૜) الجیودیسیات(المنحینات الجیودیسیة(Geodesics:  
منحینات تعطى أقصر مسافة بین أي نقطیتین علیة وهي تعمیم  لمفهوم  Mتوجد علي السطح 

في الفراغ اللإقلیدي إذا الجملة الشائعة هي الخط ) الخط المستقیم(أقصر مسافة بین نقطتین 
المستقیم أقصر مسافة بین نقطتین تكون صحیحة بالمرة ولكن الاصح أن نقول أن أقصر مسافة 

  .عض الأحیان وصحیحة في البعض الأخربین نقطتین تكون خاطئة في ب
الخلاصة أن الجملة غیر صحیحة بازمرة ولكن الأصح أن نقول أن أقصر مسافة بین نقطتین هي 
خط جیودیسي أي منحنى لة أقصر طول من بین سائر المنحنیات التى تصل بین نقطتین علي 

  .السطح ونوضح ذلك من خلال التعریف التالي
  :تعریف

) منحنى(أو المنحنى الجیودیسي أو الجیودیسي علي السطح هو أقصر مسار الخط الجیودیسي 
  .بین نقطتین علي السطح

  :تعریف
Ιیقال ان المنحنى ⊂ ℝ → cCM  الواقع علي السطحM نة خط جیودیسي إذا كان إنحنائة إ

k୥الجیودیسي منعدم لجمیع نقاطة  = 0  ,∀s ∈ I. 

 
 
 
 
 

  
  :الجیودیسیة مایلي ومن الخصائص الكثیرة التى تتمتع بها الخطوط 

  :نظریة



 

 
 

൫kحقل متجهة الانحناء  = k୬൯  عند أي نقطة علي منحنى جیودیسي یكون إمتداد الحقل
 علي السطح عند تلك النقطة Nالعمودي 

  البرهان
:Cإذا كان  X = X൫uଵଵ(s)൯  منحنى واقع علي السطحM: X = X(uଵଵ)  وممثل بدلالة بارامتر

  فإن Sطول القوس 

Ẍ = ୢమ୶
ୢୱమ

= k୬    
التى  (14,3)لمنحنى ومن الصیغة  nهو حقل متجهة الانحناء والذي یوازي العمود الاساسي 

൫k୥تعطى الانحناء الجیودیسي نجد أنة إمتداد الخط الجیودیسي  = 0൯ یجب ان یحقق  

୶ୢوهذا معناة أن حقل المماس 
ୢୱ

  حیث  ℓ(s)عمودي علي حقل المتجة  

మ୶ୢفي إتجاة العمودي علي السطح وعلیة یجب أن یكون     ℓأي أن    
ୢୱమ

مرتبط خطیا او في  
  .علي السطح وبذلك نكون قد توصلنا الى برهان النظریة Nإتجاة عمودي 

 :نظریة 

إذا تماسا سطحان علي إمتداد منحنى وكان هذا المنحنى خط جیودیسي علي أحدهما فإنة یكون 
  .جیودیسي علي الأخر 

  ل إشتقاق المعادلات التفاضلیة التى تحدد الخط الجیودیسي علي السطح الان نحاو 
k୥یتحدد من) من التعریف(المنحنى الجیودیسي  = والتي تكافي حلول معادلتین تفاضلتین في  0

k୥أن واحد وهذا یتضح من وضع =   لنحصل علي (14.16)في  0
൫üଵ +

u̇ଵوحیث  ≠ 0,u̇ଶ ≠   لدینا وبالتالي یكون 0
(3,5

    أو مایكافي بالتفصیل 
üଵ + ┌ଵଵଵ (u̇ଵ)ଶ + ┌ଶଶଵ (u̇ଶ)ଶ + 2┌ଵଶଵ u̇ଵu̇ଶ = 0  

üଶ +
  أو بشكل مختصر 
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  أو مایكافي 
dଶu
ds

  ذلكوعلیة نكون قد توصلنا إلي 
  نظریة

Xالخطوط الجیودیسیة علي السطح المنتظم  = X(u஑)  تتحد من حلول نظام المعادلات التفاضلیة
(5,5).  

    



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  

  الفصل الرابع
 تطبیقات علي الانحناء الجیودیسي

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



33 
 

 :(૚)تطبیق 

uଵأوجد الانحناء الجیودیسي لمنحنى الحلزون الدائري  = uଶ = v  الواقع علي سطح الأسطوانة
  .الدائریة القائمة

  :الحل  
uଵبوضع  = uଶ = v  فإننا نحصل علي (14,19)في  

  .وهي معادلة الحلزون الدائري الواقع علي أسطوانة دائریة قائمة نصف قطرها الوحدة
  وبحساب المشتقة الأولي والثانیة من معادلة منحنى الحلزون نجد أن 

dX
dv

dଶX
dsଶ

= (− cos v ,−

  :الكمیات الأساسیة الأولي علي سطح الاسطوانة الدائریة القائمة هي

  یعطى من Nوكذلك فإن المتجهة الوحدة العمودي 

N

uଵ)علي إمتداد Nالعمودي  = uଶ =   v)  یكون  

  نحصل علي الانحناء الجیودیسي علي الصورة (15,3)وبالتعویض في الصیغة 

=
൫

  :(૛)تطبیق
uଵأوجد الانحناء الجیودیسي للمنحنى  = vଵ , uଶ = vଶ علي المستوي  

  :الحل                                        
  هي  x஑بالنسبة لسطح المستوي تكون المماسات 



 

 
 

  حیث  gୟ୆ومنها نقوم بحساب 

  یعطى من Nوحقل العمودي 

N =
x

xثابت لانة العمودي علي مستوي المنحنى المعطي هوNواضح أن الحقل  = x(v)  نحصل علي
uଶوذلك بوضع (معادلتة الإتجاهیة من معادلة المستوي  = vଶ,uଵ = vଵ( علي الصورة  

∴
dx
dv

ฬ
dx
dv

  نحصل علي  (15.3)وبالتعویض في العلاقة 

k୥ =
1

(6 + 12v +

k

vفمثلا عند  =   یكون 0

  ):3(تطبیق
  بین أن الانحناء الجیودیسي للخط المستقیم علي السطح یساوي صفر 

  :الحل                                          
  بإستخدام المعادلة 

kଶ = kଶ୬ + kଶ୥ 
k୥للخط المستقیم ومنها نحصل علي  k=0حیث  = 0,kୱ = 0  
  :(૝)تطبیق

ُ جیودیسي   τ୥إستخدام صیغ داربوا التفاضلیة لحساب اللى
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  :الحل                                              
  لها الصورة  (16,4)المعادلة الثالثة في 

T)من الیسار نحصل علي  Tبضرب طرفي المعادلة إتجاهیا في  ∧ T = 0)  

  :قیاسیا من الیمین نحصل علي  Nوبضرب طرفي المعادلة في 

ستخدام المتطابقة التالیة (14,9)في  n୥ومن تعریف  ٕ   :وا

,൫ൣTنحصل علي  n୥, N൧ = 1൯  

,    ,   ]حیث  تعني حاصل الضرب الثلاثي القیاسي وهي الصیغة الصریحة لحساب اللى  [
بإستخدام  (15,3)یعطي من k୥جیودیسي بینما الانحناء الجیودیسي بینما الانحناء الجیودیسي 

,(17,3)العلاقات    وتفاضل العلاقة  (16,3)

  نحصل علي  sبالنسبة ل

  نحصل  Ṅوصیغ داربوا بالنسبة ل  ṅتخدام صیغ فرینیة بالنسبة ل وباس

>وبما أن              ܾ,ܰ >=< ݊, n୥ >= sinθ  
)b العمود الثانوي علي المنحنى(∴ τ sin θ − τ sin θ = − sin θ ୢ஘

ୢୱ
 

ومعدل تغیر الزاویة بین  τ୥أهمیة هذة العلاقة تتضح من أنها تربط اللى للمنحنى واللى جیودیسي 
  الغمودي علي السطح والعمودي الاساسي علي المنحنى 

 



 

 
 

 

  
  :൫૞൯تطبیق

  أثبت أن الخطوط الجیودیسیة في المستوي هي الخطوط  المستقیمة
  :الحل                                               

஑ஒ┌علي المستوي كما راینا سابقا فإن رموز كریستوفر  
ଢ଼ =   تطابقیا عند جمیع نقاط المستوي 0

  تؤول الي (25,4)وبالتالي فإن المعادلات التفاضلیة 

  نحصل علي sوبتكامل مرتین بالنسبة 

  بمعنى
uଵ = aଵs + bଵ   , uଶ = aଶs + bଶ                                                        وبالتعویض في معادلة المستوى

X(uଵ, uଶ) =

  نحصل على
X(s) =

تمثل خط مستقیم واقع على  X(s)إذا  Sدوال خطیة في    ℓଷ(s),ℓଶ(s),ℓଵ(s)حیث    
  .المستوى 
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 .نحناء الجیودیسي زمه المحتویة للإلاتوفیر الكتب ال .1

 .نحناء الجیودیسي ترجمة الكتب التى تتحدث عن الإ .2
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