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Abstract 

This research takes the maximum and minimum limits of 

functions in one variable and some of its applications in other 

sciences. The first chapter takes research plan which consists the 

importance of research, its purposes and its problems. The 

second chapter contains some basic concepts as functions, 

limits, continuity and derivation. The third chapter consists 

maximum and minimum limits of functions and also contains 

the first and second derivation test which used for calculating of 

maximum and minimum values of functions, and finally the 

fourth chapter which consists some applications in maximum 

and minimum limits of functions in one variable and also the 

outcomes and recommendations and references. 
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 : انمقذمت (1 -1)

 اٌش٠اػ١اخ ِٓ اٌؼٍَٛ اٌرٟ ٌٙا ذـث١ماخ وص١شج فٟ ِؼظُ اٌؼٍَٛ إٌظش٠ح ٚاٌرـث١م١ح إر 

٠ّىٓ الإعرفادج ِٓ لٛاػذ٘ا ٚٔظش٠اذٙا فٟ أغٍة اٌّعالاخ فؼلًا ػٓ دٚس٘ا اٌُّٙ فٟ ذٛع١غ 

 .ِذاسن اٌفشد ٚذ١ّٕح لذساذٗ ػٍٝ اٌرح١ًٍ اٌرفى١ش إٌّـمٟ ٚالإعرٕراض اٌغ١ٍُ

 ٠ؼرثش اٌحغثاْ أٚ اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ أحذ اٌفشٚع  اٌّّٙح فٟ ػٍُ اٌش٠اػ١اخ ٚذّصً اٌذاٌح 

اٌّفَٙٛ الأعاعٟ فٟ ػٍُ اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ ٚرٌه لأٔٙا ذٛفش ػلالاخ ت١ٓ ِعّٛػح ِٓ اٌّرغ١شاخ 

ٚذغاػذ فٟ فُٙ اٌرغ١شاخ اٌّظاحثح ِٓ خلاي سعّٙا ٕ٘ذع١اً أٚ حٍٙا س٠اػ١اً ذؤدٞ ػلالاخ 

اٌّرغ١شاخ فٟ اٌذاٌح لإعرٕراض تؼغ اٌّفا١ُ٘ ِصً ِعاي اٌذاٌح ٚ اٌّعاي اٌّماتً ، ٔٙا٠ح اٌذاٌح ، 

 .إذظاي اٌذاٌح ، ِشرمح اٌذاٌح ٚ غ١ش٘ا

أْ دساعح اٌم١ُ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغشٜ ٚ ِؼشفح اٌرضا٠ذ ٚ اٌرٕالض أ١ّ٘ح وث١شج فٟ ِؼشفح عٍٛن ٚ 

ِغاس اٌذاٌح اٌرٟ ٔحراض إ١ٌٙا خاطح ػٕذ اٌشعُ اٌث١أٟ ٌٍذاٌح وّا اْ ٌٙا ذـث١ماخ ٚاعؼح فٟ تؼغ 

 . ِعالاخ اٌؼٍَٛ اٌّخرٍفح

فٟ ٘زا اٌثحس ع١رٕاٚي اٌذاسعْٛ ِفَٙٛ إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغشٜ ٌٍذاٌح فٟ ِرغ١ش ٚاحذ ٚ 

 . ذـث١ماذٙا  فٟ تؼغ اٌؼٍَٛ
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 :أىميت انبحث  (1-2 )

 :ذرٍخض أ١ّ٘ح اٌذساعح فٟ ا٢ذٟ 

a) إ٠عاد إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚاٌظغشٜ ٌٍذٚاي فٟ ِرغ١ش ٚاحذ. 

b) ٠غاػذ فٟ حً تؼغ اٌّغاةً الالرظاد٠ح ٚ إٌٙذع١ح ٚ اٌف١ض٠اة١ح ٚ غ١ش٘ا. 

 :مشكهت انبحث  (1-3)

إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغشٜ ٌٍذٚاي فٟ ِرغ١ش ٚاحذ ِٓ اٌّٛػٛػاخ اٌشة١غ١ح فٟ اٌحغثاْ ٚ 

 .ٟ٘ ٍِّٙح ِٓ ح١س اٌثحس ٚ لا ذٛظذ تحٛز ذـث١م١ح وص١شج أظش٠د ِٓ لثً ؿلاب اٌثىاٌش٠ٛط 

 :أىذاف انبحث  (1-4)

 ذٙذف ٘زٖ اٌذساعح إٌٝ ا٠عاد إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغشٜ ٌٍذٚاي فٟ ِرغ١ش ٚاحذ ٚ رٌه ِٓ 

 :خلاي اٌرؼشف ػٍٝ 

a) اٌرؼشف ػٍٝ إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغشٜ ٌٍذٚاي فٟ ِرغ١ش ٚاحذ. 

b) اٌرؼشف ػٍٝ إخرثاس اٌّشرمح الأٌٚٝ ٚ اٌصا١ٔح ٌٕٙا٠اخ اٌذٚاي. 

c) ذـث١ك ِفَٙٛ إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغشٜ ػٍٝ اٌذٚاي. 

d) ٍَٛذـث١ك إخرثاس اٌّشرمح الأٌٚٝ أٚ اٌصا١ٔح ػٍٝ تؼغ ِعالاخ اٌؼ. 

 :منيج انبحث  (1-5)

 .إعرخذاَ إٌّٙط اٌٛطفٟ اٌرح١ٍٍٟ

 :مصطهحبث انبحث  (1-6)

 : ٚسدخ فٟ ٘زٖ اٌذساعح تؼغ اٌّظـٍحاخ اٌرٟ أوصش ِٕٙا اٌذاسعْٛ ٚ ٠ّىٓ ذحذ٠ذ٘ا فٟ الاذٟ

a) ٠ماي أْ اٌذاٌح : إٌٙا٠اخf(x) ٞٚٔٙا٠ح ذغا A ػٕذِا ذمرشب x اٌؼذد ِٓ a ْأٞ أ 

limx→a 𝑓 𝑥 = 𝐴 إرا واْ ٌىً ػذد طغ١ش ِٛظة ε >  ٠ّىٓ إ٠عاد ػذد آخش 0

δطغ١ش ِٛظة  > 0.  

b)  ػلالح : اٌذاٌح ٟ٘F ِعّٛػح ِٓ X اٌٝ ِعّٛػح Y تح١س ٠ىْٛ ٌىً ػٕظش x ّٟ٠ٕر 

  .y طٛسج ٚح١ذج Xاٌٝ 

c)  ١ًِ اٌّّاط ٌّٕحٕٝ اٌذاٌح : اٌّشرمح ٟ٘. 
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d)  ٔمٛي اْ اٌذاٌح : الاذظايF اٌّؼشفح ػٍٝ اٌفرشج (a,b)ِرظٍح ػٕذ إٌمـح  𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) 

𝑥ارا وأد إٌٙا٠راْ ا١ٌّٕٝ ٚا١ٌغشٜ ٌٙزٖ اٌذاٌح ػٕذِا  → 𝑐 ٚ ِْٛظٛدذاْ ، ِرغا٠ٚرا 

 .ذغا٠ٚاْ ل١ّح اٌذاٌح 

 :أسئبة انبحث  (1-7)

a)  ِا ٘ٛ ِفَٙٛ إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغشٜ ٌٍذٚاي فٟ ِرغ١ش ٚاحذ. 

b)  و١ف ٠ّىٓ ا٠عاد اٌّشرمح ػٓ ؿش٠ك إٌٙا٠اخ. 

c)  ِٜا ٟ٘ ذـث١ماخ إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغش. 

d)  ٚ و١ف ٠ّىٓ الاعرفادج ِٓ إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغشٜ فٟ حً تؼغ اٌّغاةً اٌف١ض٠اة١ح

 .إٌٙذع١ح ٚ غ١ش٘ا 
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انذًال 

 

: حعريف انذانت   (2-1)

تح١س ٠ىْٛ ٌىً ػٕظش  ، Y اٌٟ ِعّٛػٗ غ١ش خا١ٌٗ X  ِٓ ِعّٛػٗ غ١ش خا١ٌٗ Fػلالٗ - ٟ٘ 

x ϵ X طٛسج ٚح١ذج y ϵ Y ْاٞ ا F ِٓ ٌٗدا  X ٌٟا Y ،  ارا وأدF ≤  X ×  Y ًٌٚى  

x ϵ X ٠ٛظذ ػٕظش ٚح١ذ y ϵ Y تح١س Y =  F(x)  ٚذغّٝ اي F(x) ل١ّح اٌذاٌح ػٕذ x ،  وّا

:  ٠ّىٓ اٌرؼث١ش ػٓ اٌذاٌح تئحذٜ اٌـشق الاذ١ح 

F =  { ( x , y) ∶  y =  F(x) } 

F ∶  X → Y  

  اِا اٌّعّٛػح Df ٠ٚشِض ٌٙا تاٌشِض Fاٌذاٌح  (ِعاي) ٔـاق  Xٚذغّٝ اٌّعّٛػح 

y =  F(x) ٌٍّٝذاٌح ٠ٚشِض ٌٙا تاٌشِض  (اٌّعاي اٌّماتً  ) فرغRf . 

= yٚارا اػـ١د اٌذاٌح تاٌّؼادٌح   F(x) ْفا x ذغّٝ اٌّرغ١ش اٌّغرمً ٌٍذاٌح F ٚ  y ّٝذغ 

 . Fاٌّرغ١ش اٌراتغ ٌٍذاٌح 

٠ّٚىٓ اْ ٠ماي ػٓ اٌذاٌح تظٛسج ِثغـح تأٙا اٌماػذج اٌرٟ ذشتؾ ِمذاس ِرغ١ش ِغ ِمذاس ِرغ١ش 

. اخش 

: ِصاي ٌزٌه 

:   حغة اٌماػذج  r  تٕظف لـش٘ا  Aاسذثاؽ ِغاحح اٌذاةشج 

A = πr2 

ارا حذدٔا ل١ّح ِؼ١ٕح ،  ِرغ١شاخ A , r ٚذغّٝ اٌّماد٠ش r وذاٌح ي Aفٕمٛي اْ ٘زٖ اٌماػذج ذظف 

 . A فاٌماػذج ذؼـ١ٕا ل١ّح ٚاحذج ٌٍّرغ١ش rٌٍّرغ١ش 

( :  1 )مثبل
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= Xارا وأد   { a , b, c , d } ٚ  Y =  { 2 , 3 , 5 , 7 ,  فاْ ِعّٛػح الاصٚاض  { 11

:  اٌّشذثح  

F =  { (a , 2) , ( b , 3) , ( c , 7) , ( d , 11) } 

, 2 } ِٚذا٘ا اٌّعّٛػح X (ِعاٌٙا  )ذّصً داٌح ٔـالٙا  3 , 7 ,  ٟٚ٘ ِعّٛػٗ ظضة١ح ِٓ { 11

  .Yاٌّعّٛػح 

 : حقسيمبث انذًال  (2-2)

 

 ذضداد ِٚٓ F(x)فاْ ل١ّح  ، x فٟ فرشج ِا ٚػٕذ ِا ذرضا٠ذ X ٌع١ّؼم١ُ :انذًال انمخزايذة  -1

.  ذغّٝ داٌح ذضا٠ذFٗ٠شُ ٠شذفغ ِٕحٕٝ اٌذاٌح ِٓ ا١ٌغاس اٌٝ ا١ّ١ٌٓ فاْ اٌذاٌح 

 F(x)  ذٕالظد Xفٟ فرشج ، ٚوٍّا اصدادخ  Xإرا واْ ٌع١ّغ ل١ُ : انذًال انمخنبقصت -2

 ذغّٟ داٌح ِرٕالظح فٟ Fِٚٓ شُ ٠ٕخفغ ِٕحٕٟ اٌذاٌح ِٓ ا١ٌغاس اٌٟ ا١ّ١ٌٓ فئْ 

 .اٌفرشج

 إرا وأد ل١ّح اٌذاٌح ٌُ ذرغ١ش فٟ فرشج ٠ٚىْٛ ِٕحٕٟ اٌذاٌح خؾ أفمٟ فئْ :انذًال انثببخت -3

 . اٌذاٌح ذغّٟ داٌح شاترح

 : أٙا صٚظ١ح إرا ذحمكF ٠ماي ٌٍذاٌح :انذًال انزًجيت -4

F(−X)  =  F(X) 

 F اٌٛالؼح فٟ ٔـاق اٌذاٌح Xٌع١ّغ ل١ُ 

(: 3)مثبل 

f x =
X2

X4 + X2 + 1
 

 

F(−X)داٌح صٚظ١ح ذحمك   = F(X) 

 

F(−X) أٔٙا داٌٗ فشد٠ح إرا ذحمك F ٠ماي ٌٍذاٌح :انذًال انفرديت -5  =  −F(X)  ٌع١ّغ 

 .F اٌٛالؼح فٟ ٔـاق اٌذاٌح  Xل١ُ 
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(  4)مثبل 

f x = X3 + X 

F(−X)داٌح فشد٠ح ذحمك   =  −F(X)  

:  أنٌاع انذًال (2-3)

 :انذانت كثيره انحذًد ىي انذانت انخي حكٌن عهي انصٌرة : دانت كثيره انحذًد .1

f x = a0X2 + a1xn−1 + a2xn−2 … … … . . +an 

: ح١س

a0, a1, … … … . an0شٛاتد 

Nػذدؿث١ؼ١ّٛظة 

a0 ≠ 𝟎 

.  دسظح وص١شج اٌحذٚد nٚذغّٝ 

(: 5)ِصاي 

f x = X2 + 2X + 3 

داٌح وص١شج حذٚد 

y ٟٚ٘ دٚاي :انذًال انجبريت .2 =  F(X) ذحمك ِؼادٌح ػٍٟ اٌظٛسج: 

P0(x)yn + P1 x yn−1 + ⋯ + Pn−1 x y + Pn (x) = 0 

 حيث

P0 x … Px(x)وص١شج حذٚد فٟ اٌّرغ١شX 

: انذًال انمخسبميت- 3

:  ٟٚ٘ (1)ٟ٘ دٚاي ١ٌغد دٚاي ظثش٠ح أٞ لا ذحمك اٌّؼادٌح 

i) اٌرٟ ذىْٛ ػٍٟ اٌظٛسج : اٌذٚاي الأع١ح ٟ٘ٚ: 

f x = ax           →            a ≠ 0,1 

 

(: 7)ِصاي

f x = 2x         ,       f x = ex  

(e ً2.72 ذغاٚٞ ذمش٠ثا )
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ii) اٌذٚاي اٌرٟ ذىْٛ ػٍٟ اٌظٛسج : اٌذٚاي اٌٍٛغاس٠ص١ّح ٟ٘ٚ: 

 

f x = loga x           →            a ≠ 0,1 

 

 فئٔٗ ٠غّٟ a=e=2.7183ٚ٘زٖ اٌذاٌح ٚاٌذاٌح الأع١ح داٌراْ ػىغ١راْ ، إرا وأد 

: الأعاط اٌـث١ؼٟ ٌٍٛغش٠صُ ٚذىرة

f x = loga x =  ln x 

 

(: 8)ِصاي 

f =  { x, y : y = log5 x}  

ٟٚ٘ داٌٗ ٌٛغاس٠ص١ّح 

 

iii) اٌذٚاي اٌرٟ ذىْٛ ػٍٟ اٌظٛسج:  اٌذٚاي اٌّصٍص١ح ٟ٘ٚ: 

f x = sin x , f x = cos x  , f x = tan x  

 

f x = cosec x , f x = cotan x  , f x = se x  

 

(: 9)ِصاي

f x = tan 3x ,             f x = sec 1
x  

. ٟٚ٘ دٚاي ِصٍص١ح

 

 :انذًال انمثهثيت انعكسيت- 4

: فٟ ِا ٠ٍٟ تؼغ اٌذٚاي اٌّصٍص١ح اٌؼىغ١ح

f x = cos−1 x = sin−1 1
x           (−π

z ≤ y ≤
y

z ) 

f x = sec−1 x = cos−1 1
x           (0 ≤ y ≤ π) 

f x = cotan−1 x = π
2 tan−1 x          (0 ≤ y ≤ π) 
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 :انذًال انزائريت -5

: ف١ّا ٠ٍٟ ذؼش٠ف ٌٍذٚاي اٌضاةذ٠ح تذلاٌح اٌذٚاي الأع١ح

ٌٚٙزٖ اٌذٚاي ذـث١ماخ ٚاعؼح فٟ حٍٛي ، ٘زٖ اٌذٚاي ِشذثـح اسذثاؽ ٚش١ك تاٌذاٌح الاع١ح 

اٌّؼادلاخ اٌرفاػ١ٍح ِٚٓ شُ فٟ ِعاي اٌش٠اػ١اخ اٌرـث١م١ح ٚإٌٙذعح اٌرح١ٍ١ٍح ٚذرشاتٗ 

: ٘زا إٌٛع ِغ اٌذٚي اٌّصٍص١ح فٍزا اذخزخ اعّاء ِصٍص١ح 

 

sinh x =
eᵶ− e−z

2
           ,     cosh x = 

tanh x =
sinh x

cosh x
  =

eᵶ− e−z

eᵶ+ e−z
 

sech x =
1

cosh x
  =

z

eᵶ+ e−z
 

cosech x =
1

cinh x
  =

z

eᵶ− e−z
 

cotanh x =
1

tanh x
  =  

cosh x

sinh x
=

eᵶ+ e−z

eᵶ− e−z
 

 :اٌذٚاي اٌضاةذج اٌؼىغ١ح .3

= xإرا وأد       sinh y،           ْفئy = sin−1 x 

= xإرا وأد      cosh y  ,     ْفئy = cosh−1 x 

ذغّٟ تاٌذٚاي اٌضاةذج اٌؼىغ١ح 

: انخمثيم انبيبني نهذًال (2-4)

,𝐱)٘ٛ اٌرّصً اٌث١أٟ ٌىً إٌماؽ اٌّّىٕح ٠Fىْٛ اٌرّص١ً اٌث١أٟ ٌٍذاٌح  𝐲)  ح١س فٟ ٔـاق اٌذاٌحF  

= yأٚ  f(x) . 

(: 10)ِصاي 

: أسعُ اٌشىً اٌث١أٟ ٌٍذاٌح

y = 4 − x2 

 انحم
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(: 11)مثبل 

: اسعُ اٌشىً اٌث١أٟ ٌٍذاٌح

i. y = sin x 

ii. y = cos x 

 

انحم 

 

Π 0 −π x 

0 0 0 y 

 

 

 

 

 

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

-6 -4 -2 0 2 4 6

y=4-x2

y=4-x^2

2𝜋 𝜋 −2𝜋 −𝜋 
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Π 0 −π X 

1 1 -1 Y 

 

 

 

 

: بعض الأمثهت عهي انذًال (2-5)

i)  إرا وأد اٌذاٌحg ِؼشفح حغة اٌماػذج : 

g(x) =
1

x2 − 4
 

: أٚظذ

g(3)  , g(2) 

 انحم

:  فٟ اٌماػذج اٌرٟ ذؼشف اٌذاٌح فٕحظً تزٌه ػ3ٍٟ تاٌؼذد x ٔؼٛع ل١ّح g(3)لإ٠عاد 

g 3 =
1

32 − 4
=

1

9 − 4
= 1

5  

 : g(3)ٚتٕفظ اٌـش٠مح لإ٠عاد 

g 2 =
1

22 − 4
=

1

4 − 4
= 1

0  

 غ١ش ِؼشفح g(2)تّا أٔٗ لا ٠ّىٓ اٌمغّح ػٍٟ طفش إرا 

ii)  أٚظذ اٌذاٌح اٌؼىغ١ح ٌٍذاٌح :

f(x) =
2

x + 3
 

 انحم

:  أحاد٠حfٔصثد أٚلًا أْ 

2𝜋 𝜋 −2𝜋 −𝜋 
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 :    أفرشع أْ 

f(u) = f(v) 

 :٠ٕرط أْ

2

u + 3
=

2

v + 3
 

(u + 3)(v + 3)
2

u+3
=

2

v+3
(u + 3)(v + 3) 

2(v + 3) = 2(u + 3) 

2v + 6 = 2u + 6 

2v = 2u 

v = u 

 أحاد٠ح f ؞

 الأْ أٚظذ حً 

y =
2

x + 3
 

 : فٕعذ أxْلأظذ 

y(x + 3) = 2 

yx + y3 = 2 

yx = 2 − 3y 

x =
2

y
− 3 

f −1 x =
2

y
− 3 

 (iiiحذد ِا إرا وأد اٌذٚاي الأذ١ح صٚظ١ح أٚ فشد٠ح أٚ ١ٌغد أ٠اً ِّٕٙا: 

1) f x = 7x2 
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2) g x =
4

x−6
 

 انحم

1) f x = 7x2   , f −x = 7(−x)2 =  7x2 

= f xذىْٛ اٌذاٌح صٚظ١ح لأْ     f −x  

2) f x =
4

x−6
  , f −x =

4

−X−6
= −

4

X+6
≠ f(x) 

−f x = −
4

x − 6
 

f −x ≠ f x  

−f x ≠ f −x  

. اٌذاٌح ١ٌغد صٚظ١ح ٚلا فشد٠ح؞  

iv)  أٚظذ ل١ّحxٟفٟ وً ِّا ٠أذ : 

a       )log3 x =
1

2
 

b      )logx 3 = 2 

 انحم

a) log3 x =
1

2
xذىافٟ = 3

1

xاٞ أْ 2 =  3 

b) logx 3 = 3إرا2 = x2ٚاx =  3 

: اننيبيـــبث (2-6)

أْ ِفَٙٛ إٌٙا٠اخ ٘ٛ أحذ الأفىاس الأعاع١ح اٌرٟ ذ١ّض حغاب اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ ػٓ غ١شٖ ِٓ 

. فشٚع اٌش٠اػ١اخ الأخشٜ ِصً إٌٙذعح ٚاٌعثش

ٚح١س أْ ٘زا اٌّذخً اٌشة١غٟ ٌٍرفاػً ٚاٌرىاًِ ٔحاٚي ٕ٘ا أْ ٔثغؾ الأفىاس الأعاع١ح ٚٔمَٛ 

 ػٕذِا f(x)ترمغ١ّٙا ٚذٛػ١حٙا حرٟ ذشعخ فٟ الأر٘اْ ٚٔٙرُ فٟ وص١ش ِٓ الأح١اْ تم١ُ اٌذاٌح 

.  ٌٚىٓ لا ذىْٛ ِغا٠ٚح ٌٙاa ِٓ اٌم١ّح xذمرشب ِٓ 

xٚفٟ تؼغ الأح١اْ لذ لا ذىْٛ إٌمـح  = aٛ٘ ذمرشب ) أحذٜ ٔماؽ اٌذاٌح، ٠ٚىْٛ اٌغٛاي ً٘

فئرا واْ اٌعٛاب إ٠عات١اً فأٔد ذمٛي أْ  (؟ !x ِٓ a وّا ألرشتد L ِٓ ِمذاس f(x)ل١ّح اٌذاٌح 

:  ٚٔشِض ٌٙزا تاٌشِضx ِٓ a ػٕذِا ذرماسب ل١ُ L ذغاٚٞ f(x)ٔٙا٠ح 

lim
x→a

+f x = L 
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 :حعريف نيبيت انذانت 

 a ػٕذِا ذمرشب ِٓ اٌؼذد a ٔٙا٠ح ذغاٚٞ ٠F(X)ماي أْ اٌذاٌح 

lim
x→a

f x = L 

0إرا واْ ٌىً ػذد طغ١ش ِٛظة  < 0 ٠ّىٓ إ٠عاد ػذد أخش ِٛظة 3 <  (٠ؼرّذ ػٍٟ ع) 5

: تح١س ٠ىْٛ

 x  −  a <  𝜗 ْٛ٠ٚى    f(x) −  a <  𝜗 

 

∋ xتح١س أْ   Df 

: مثبل

   أٚظذ إٌٙا٠ح       

lim t
x2 − 4

x − 2
 

 انحم

xإرا وأد  =  فئْ إٌٙا٠ح ذغاٚٞ طفش 2

lim
x→2

(x − 2)(x + 2)

(x − 2)
= lim

x→2
(x + 2) = 4 

: خٌاص اننيبيبث

 ٚحذا١ٔح إٌٙا٠اخ: اٌخاط١ح الأٌٟٚ  -1

(: 1)ٔظش٠ح 

x  ػٕذ إٌمـح L ذمثً ٔٙا٠ح f(x)ذىْٛ اٌذاٌح  = a إرْ إٌٙا٠ح ، Lذىْٛ ٚح١ذج  .

 

: اٌثش٘اْ

: ٔؼرثش أْ اٌذاٌح ذمثً ٔٙا٠ر١ٓ ّ٘ا
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lim
x→a

f(x) = L 

lim
x→a

f(x) = M 

 حيث أن 

L ≠ M 

: ٚ٘ٛ ِا ٠ؤوذ ٚظٛد ػذد حم١مٟ ِٛظة تح١س

ε =  L  −  M     z > 0 

limx→aٚتّا أْ  f(x) = L تح١س أْ ٌىً ل١ُ اٌؼذد ،،،،،  فأٔٗ ٠ٛظذ ػذد حم١ك ِٛظة

:  تح١س أْ ∋اٌحم١مٟ اٌّٛظة 

0 <  x  −  a < 𝑠 =   f(x)  −  m <∈1 

: تح١س أْ ،،،  ذمثً ٔٙا٠ح أخشٞ فئٔٗ ٠ٛظذ ػذد حم١مٟ ِٛظة f(x)ٚتّا أْ اٌذاٌح 

0 <  x  −  a < 𝑠 =   f(x) −  m <∈2 

Lتّا أْ  ≠ Mْفأ   :

 L  −  M =  L − F X  + F X −  M   ≤  L  −  F X  +  F X  −  M  

 

=  F(X) −  L  +   f(x) −  m  

 ح١س ٠ٛظذ ػذد حم١مٟ 

∂ = min⁡( ∂1, ∂2) 

ٚ∈1=∈2= ∈
2  

0 <  x  −  a < 𝑠 =   L  −  m <∈1+∈2= ∈
2 + ∈

2 =∈ 

Lٚ٘ٛ ِا ٠ؤوذ أْ  = M ِٓ ًأٞ إرا وأد ٌى L, Mْٔٙا٠راْ فّٙا ِرـاتمرا  .

: انخبصيت انثبنيت

(: 2)نظريت 

: أْ اٌحالاخ اٌرا١ٌح ِحممح ٌىً ِٓ 

i. limx→a C = c 

ii. limx→a x = a 
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iii. limf x = L > 0 = 𝑙𝑖𝑚 x =  l 

: انبرىبن

(i)  ْتّا أf(x) = c 

 F X  −  c =   c  −  c = 0  

 ،،،،، ٚػ١ٍٗ فأٔٗ ٠ٛظذ ػذد حم١مٟ ِٛظة 

(ii)  ٌىً اٌؼذد اٌحم١مٟ اٌّٛظةε >  ٌذ٠ٕا ٚظٛد اٌؼذد اٌحم١ك اٌّٛظة 0

 تح١س أْ اٌّرشحعح،،،،، 

0 <  x  −  a < 𝑠 =    x  −  a < 𝜀   

: ٚ٘ٛ ِا ٠ؤوذ أْ 

lim
x→a

x = a 

(iii)  ١ٌىٓ ٌذ٠ٕا اٌؼذد اٌحم١مٟ اٌّٛظةε >  : فئ0ٗٔ

  F X  −   L =
  F X −   L   F X +    L    

  F X +   L  

=   
  F X −   L  

  F X −   L  
=   F X  −  L  

limx→aٚ٘ٛ ِا ٠ؤوذ أْ   F(X) =  L 

 

: انخبصيت انثبنثت

(: 3)نظريت 

:  إرا واْ ٌذ٠ٕا

lim
x→a

F(X) = L         , lim
x→a

T G(X) = M 

: فئْ وً ِٓ اٌخٛاص اٌرا١ٌح ِٕخفؼح

(i) limx→a f(x) + limx→a tg x = limx→a(f x + g x ) = L + M 

(j) limx→a f(x) − limx→a tg x = limx→a f x − g x  = L − M 
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(k) limx→a f(x) . limx→a tg x = limx→a(f x . g x ) = L. M 

(l) limx→a f(x) ÷ limx→a tg x = limx→a(f x ÷ g x ) = L ÷ M 

 

: اننيبيبث انيمني ًانيسرٍ 

 لا ِٓ Xػٕذ ذؼش٠ف إٌٙا٠اخ ٌُ ٔؼغ اٞ ششٚؽ ػٓ و١ف١ح الرشاب اٌّرغ١ش اٌّغرمً 

 ِٓ x إلا أٔٗ فٟ تؼغ الأح١اْ ٔعذ أْ اٌفُٙ الأخز فٟ الإػرثاس و١ف١ح إلرشاب aاٌؼذد 

 . aاٌؼذد 

,xفئرا اػرثشٔا أْ ٌىً ِٓ  a  ػثاسج ػٓ ػذد٠ٓ حم١م١ٓ ػٍٟ ِحٛس x ح١س a ٓػثاسج ػ 

 a ذمرشب ِٓ x ػثاسج ػٓ ل١ّح ِرغ١شج فئٕٔا ػٕذ رٌه ٔغرـ١غ اٌمٛي أْ xِمذاس شاتد ٚ

x): ِٓ إٌاح١ح ا١ٌّٕٟ ٠ٚشِض ٌٙا  → a+) أٚ ِٓ إٌاح١ح ا١ٌغشٜ ٠ٚشِض ٌٙا  :

(x → a−) ٌٚزٌه إرا أخزٔا ε > X(a فئْ ٌع١ّغ ل١ُ 0 < 𝑥 < 𝑎 + 𝛿) . 

 فإٌٙا٠ح ا١ٌّٕٟ  

lim
x→a+

F(X) = A1 

X(aٌع١ّغ ل١ُ  < 𝑥 < 𝑎 + 𝛿) .

فإٌٙا٠ح ا١ٌغشٜ  

lim
x→a−

F(X) = A2 

 

 ّٚ٘ا f(x) تإٌٙا٠ح ا١ٌغشٜ ٌٍذاٌح f(x) ٚ A2 تإٌٙا٠ح ا١ٌّٕٟ ٌٍذاٌح A1ٚذغّٟ ػٕذةز 

: ِرغا٠ٚاْ ٌزٌه

lim
x→a+

F(X) = A1 = lim
x→a−

F(X) = A2 

(: 12)مثبل 

:  ٌرىٓ ٔٙا٠ح اٌذاٌح اٌرا١ٌحKظذ ل١ّح اٌصاتد 

f x =  Kx2 + 1 x ≥ 1
2x + 5 x < 1

  

xِٛظٛدج ػٕذِا  → 1 

 انحم

lim
x→1+

F(X) = K   ,   lim
x→1−

F(X) 
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: ششٚؽ ٚظٛد إٌٙا٠ح أْ ذىْٛ

lim
x→a+

F(X) = lim
x→a−

F(X) 

K + 1 = 7            K = 6  

(: 4)نظريو 

f(x)إرا وأد  < 𝑔(𝑥) < 𝑕(𝑥) ح١س f, g, h دٚاي فٟ اٌّرغ١ش x(اٌح١ض) ػٍٟ ٔفظ إٌـاق 

: ٚإرا واْ

lim
x→a

F(X) = lim
x→a

h(X) = A 

: فئْ

lim
x→a

g(X) = A 

: انبرىبن

تح١س  ≥  ٠ّىٓ إ٠عاد ػذد آخش Ԑٔعذ أْ اٌّؼـ١اخ أٔٗ ٌىً ػذد حم١مٟ 

 F(x) −  A < 𝜀  ,     H(x) −  A < 𝜀 

:  اٌرٟ ذحمك اٌّرثا٠ٕر١ٓ اٌغاتمر١ٓ ح١سXٚتزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا تع١ّغ ل١ُ 

0 <  x  −  a < 𝛿 

A − ε < 𝑓 X < 𝑔 X  , h x < 𝑎 + 𝜀 

أٚ  

A − ε < 𝑔 X < 𝐴 + 𝜀 , − g x أٚ  A  < 𝜀 

 

x  ح١س xٌع١ّغ ل١ُ  −  A  < 𝛿 ْاٌرٟ ذحمك اٌّرثا٠ٕر١ٓ اٌغاتمر١ٓ ٚ٘زا ٠ؼٕٟ أ :

lim
x→a

g(X) = A 
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: بعض اننيبيبث انيبمت

:  ػذداً طح١حا ِٛظثاً فئNْإرا واْ  -1

lim
x→a

XN − an

x − a
= nan−1 

: انبرىبن

: فه اٌمٛع١ٓ فٟ اٌّمذاس اٌراٌٟ 

 x − a  xn−i + xn−2 + xn−3 + ⋯ + an−2 + an−1  

xn + axn−i + a2xn−2 + ⋯ + an−1x + an−1x − a2xn−2 − ⋯ − an−1x − an

= xn − an  

xn − an =  xn − a  x + an−ix + an−2x + ⋯ + an−3 
n−1

 

x)تاٌمغّح ػٍٟ  − a) 

xn − an

x − a
= xn−1 + axn−2 + ⋯ + anx−3x + ⋯ + an−1 

 :اٌـشف الأ٠ِّٓٓ اٌحذٚد فٟ nلأحق أْ ٕ٘اٌه 

lim
x→a

xn − an

x − a
= lim

x→a
(xn−1 + axn−2 + ⋯ + anx−3x + ⋯ + an−1

=  an−1 + an−1 + an−1 + an−1 = nan−1 

(: 13)مثبل 

 ظذ 

lim
x→5

XN − 625

x − 5
 

 انحم
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lim
x→5

XN − 54

x − 5
= 4 × 54−1 = 4 × 125 = 500  

: نخيجت مببشرة

lim
XN − an

xm − am
=

n

m
an−m  

,mح١س  n ْػذداْ طح١حاْ ِٛظثا 

: انبرىبن

XN − an

xm − am
=

XN − an

x − a
÷

Xm − am

x − a
 

lim
x→a

XN − an

xm − am
= lim

x→a

XN − an

x − a
÷ lim

x→a

Xm − am

x − a
= nan−1 ÷ mam−1 

 

lim   ؞
XN − an

xm − am
=

n

m
an−m  

(: 14)مثبل

 ظذ 

lim
X5 − 243

x4 − 81
 

انحم 

lim
X5−35

x4−34
= 5

4 35−4 =
15

4
 

2)  

 

 

 

 

Y 

F(x , y) 

f 
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lim
θ→0

sin θ

θ
= 1   

≡ ِم١اط تاٌرمذ٠ش اٌذاةشٞ θ 

: ِٓ اٌشىً ٔغرـ١غ ِلاحظح ِا ٠ٍٟ 

 ٠ّٚىٓ ط١اغح ٘زٖ Aθ تذٚسج ألظش ِٓ اٌّغرم١ُ ِم١اط  PA ٚوزٌه اٌمٛطPMاٌّغرم١ُ 

: اٌحماةك س٠اػ١اً فٟ اٌّرثا٠ٕر١ٓ الأذ١ر١ٓ

sin θ < tan θ 

0 ذحمك  θح١س  < 𝜃 < 1
2  

sinتمغّح ٘اذ١ٓ اٌّرثا٠ٕر١ٓ ػٍٟ اٌّمذاس  θ ٍٟٔحظً ػ  :

0 <
θ

sin θ
<

1

cos θ
 

أٚ 

sin θ
cos θ < 1 

ٚٔٙا٠رٕا ؿشفٟ اٌّرثا٠ٕح ٟ٘  

lim
θ→0

1 = 1  , lim
θ→0

cos θ = 1 

 

A(1,0

) 

m(x,0) 

X 
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(: 15)مثبل

ظذ  

lim
X→0

sin
3x

x
 

 انحم

Let L =  3x 

X → L  ػٕذِا 0 → 0 

lim
X→0

sin
3x

x
= lim

L→0
sin

L
L

3

= lim 3sin
L

L
= 3lim

L

L
= 3 × 1 = 3   

: أثبج أن (3)

lim
X→0

tan X

x
= 1   

: انبرىبن

lim
X→0

tan x

x
= lim

X→0

sin x

x
× lim

X→0

1

cos x
= 1 × 1 = 1  
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: اننيبيبث نهذًال انكسريت

ِا ٠ؼ١ٕٕا الأْ ٘ٛ دساعح تؼغ اٌـشق لإ٠عاد إٌٙا٠اخ ػٕذِا ٔحظً ػٍٟ ل١ُ غ١ش ِؼشٚفح فٟ 

حاٌح ذؼ٠ٛغ اٌّثاشش فٟ اٌذاٌح ، ٚفٟ دساعرٕا ٌٙزٖ اٌـشق عٕشوض فمؾ ػٍٟ اٌحاٌح اٌرٟ ذىْٛ 

: ف١ٙا اٌذاٌح ػٍٟ اٌظٛسج 

f1(x)

f2(x)
 

: ح١س

lim
X→∞

f1(x) = lim
X→∞

f2(x) = ∞  

أٚ 

lim
X→a

f1(x) = lim
X→a

f2(x) = zero 

: ٕٚ٘اٌه ػذج حالاخ

 ٟٚ٘ اٌرٟ ٠ىْٛ ف١ٙا ٔاذط اٌرؼ٠ٛغ :انحبنت الأًني -1
∞

∞
  ذمغُ ولًا ِٓ اٌثغؾ ٚاٌّماَ ػٍٟ 

xِْشفٛػح لأوثش أط ػٍّاً تأ : 

lim
X→∞

a

xn
= 0  

(: 17)مثبل

: ظذ

lim
X→∞

2x2 − 3x + 7

3x2 + 5x − 1
 

 

 انحم

. ( فٟ اٌّماxَأػٍٟ لٛج ٌٍّرغ١ش ) x2ٔمغُ ولًا ِٓ اٌثغؾ ٚاٌّماَ ػٍٟ 

lim
X→∞

2x2 − 3x + 7

3x2 + 5x − 1
= lim

X→∞

2 −
3

x
+

7

x

3 +
5

x
−

1

x

=
2

3
 

# 
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(: 18)مثبل 

 :ظذ

lim
X→∞

4x2 − 3

5x3 − 7
 

 

 انحم

:  فٟ اٌّماَ ٔحظً ػxٍٟتاٌمغّح ػٍٟ أػٍٟ لٛج ٌٍّرغ١ش 

lim
X→∞

4x2 − 3

5x3 − 7
= lim

X→∞

4

x
−

3

x3

5 −
7

x3

=
0

5
= 0  

ٚاٌرٟ ٠ىْٛ ٔاذط اٌرؼش٠ف ف١ٙا : انحبنت انثبنيت -2
0

0
ٔحًٍ اٌثغؾ ٚاٌّماَ لاعرخشاض اٌؼاًِ 

 . تاٌم١ّح ٌٕحظً ػٍٟ إٌٙا٠ح اٌّـٍٛتحxاٌّشرشن شُ اٌرؼ٠ٛغ فٟ اٌّمذاس إٌاذط ػٓ 

(: 19)مثبل

: ظذ

lim
X→4

x2 − 2x − 8

x − 4
 

 انحم

ػٕذ اٌرؼ٠ٛغ اٌّثاشش ٔحظً ػٍٟ  
0

0
 ٟٚ٘ ل١ّح غ١ش ِؼشٚفح 

x2 − 2x − 8

x − 4
=

(x − 4)(x + 2)

(x − 4)
= x + 2 

lim
X→4

x + 2 = 4 + 2 = 6 

(: 20)مثبل

: ظذ

lim
X→2

(x − 2)

x2 − x − 2
 

 انحم
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lim
X→2

(x − 2)

x2 − x − 2
= lim

X→2

(x − 2)

(x − 2)(x + 1)
= lim

X→2

1

(x + 1)
= 1

3  

 

 :انحبنت انثبنثت -3

تاٌرؼ٠ٛغ اٌّثاشش عٕحظً ػٍٟ ل١ّح غ١ش ِؼشٚفح  
zero

zero
 ٌزٌه ٍٔعأ ٌٍؼشب فٟ 

: اٌّشافك

lim
X→4

 x − 1 −  3

x − 4
×

 x − 1 +  3

 x − 1 +  3
 

= lim
X→4

 x − 4 

 x − 4   x − 1 +  3 
= lim

X→4

1

 x − 1 +  3
=

1

 3
2  

 

: الاحصبل

x ِرظٍح ػٕذ f(x)ذىْٛ اٌذاٌح  = aإرا حممد اٌششٚؽ اٌرا١ٌح  :

i) a  ذٕرّٟ اٌٟ ِعاي اٌذاٌح f(x).  

ii)  ٔٙا٠حf(x)ِٛظٛدج  

iii) limx→a f(x) = f(a).  

(: 21)مثبل

: إرا واْ

f x =  
2x2 + x − 3

x − 1
, 𝑥 ≠ 1

2, 𝑥 = 1

  

ً٘ اٌذاٌح ِرظٍح؟ 

 انحم

F(1) = 2 



25 
 

lim
X→1

2x2 + x − 3

x − 1
= lim

X→1

(2x + 3)(x − 1)

(x − 1)
= lim

X→1
2x + 3 = 5  

lim
X→1

f(x) ≠ f(1)  

اٌذاٌح غ١ش ِرظٍح 

: حعريف

, a) ِرظٍح ػٍٟ اٌفرشج f(x)ٔمٛي أْ اٌذاٌح  b) إرا وأد f ِرظٍح ػٕذن وً ٔمـح ِٓ ٔماؽ 

, a)اٌفرشج  b) . 

(: 22)مثبل

= f xإرا واْ  2x2 − 3x + 5 

 اٌحم١م١ح xت١ٓ أْ اٌذاٌح ِرظٍح ٌع١ّغ ل١ُ 

 انحم

f(x) = f(a) 

 داٌح وص١شج حذٚد  f اٌحم١م١ح لاْ aٌع١ّغ ل١ُ 

F ُِرظٍح ٌع١ّغ ل١ x اٌحم١م١ح 

(: 5)نظريت 

x ِرظٍح ػٕذ f(x)ٚ g(x)إرا واْ وً ِٓ اٌذاٌر١ٓ  = aْفئ  :

1) f x ± g x    ,     x = a 

2) C. f(x) 

xِرظٍح ػٕذ  = a ح١س c ٟػذد حم١م 

3) F(x). g(x). 

xِرظٍح ػٕذ = a 

(: 24)ِصاي

= ١ٌf xىٓ 
x2−4

x+2
x أتحس فٟ أذظاي اٌذاٌح ػٕذ  = −2 
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 انحم

x غ١ش ِؼشفح ػٕذ fأْ  = :  ػٍٟ اٌشغُ ِٓ أْ 2−

lim
x→−2

f x = lim
x→−2

(x − 2)(x + 2)

(x + 2)
= lim

x→−2
 x − 2 = −4 

x غ١ش ِرظٍح ػٕذ fٚتالاػرّاد ػٍٟ ذؼش٠ف الاذظاي ػٕذ ٔمـح فئْ  =  f ِٚا ػذا رٌه فئْ 2−

xِرظٍح ػٕذ  = a ٌُع١ّغ ل١ a . 

: معذل انخغير

ِا،  (الرشاْ)إْ ١ًِ اٌمـؼح اٌّغرم١ّح ِٚرٛعؾ اٌغشػح وً ِٕٙا ػثاسٖ ػٓ ِرٛعؾ ذغ١ش ٌذاٌح 

. ٕٚ٘اٌه اٌىص١ش ِٓ اٌّفا١ُ٘ اٌف١ض٠اة١ح اٌرٟ ٠ّىٓ اٌرؼث١ش ػٕٙا تّؼذي ذغ١١ش لالرشأاخ ِخرٍفح 

yٚتظٛسج ػاِح إرا واْ  = f(x) ِؼشفح ػٍٟ ِعّٛػح ظضة١ح ِٓ الأػذاد  (الرشاْ) داٌح

x∆ ِمذاسٖ x فإٔٔا ٔمٛي أْ ٕ٘اٌه ذغ١١ش فٟ x2 اٌٟ x ِٓ x1اٌحم١م١ح ، ٚذغ١١ش  = x2 − x1 

:  لذ حذز ٠ٚؼـٟ تاٌؼلالحY∆ ِمذاسٖ y( الالرشاْ)ٚذثؼاً ٌزٌه فأْ ذغ١شاً ٌٍذاٌح  ( xٔمشأ دٌرا )

∆y = ∆f x = y2 − y1 = f x2 − f(x1) 

∆y

∆x
=

∆f x 

∆x
=

y2 − y1

x2 − x1
 

y (الألرشاْ)٠غّٟ اٌّمذاس تّرٛعؾ ذغ١ش اٌذاٌح = f(x) ػٍٟ اٌفرشج  x1,  x2   ( أٚ ػٕذِا ذرغ١شx 

 ِٓx1 ٌٟا x2 ) 

(: 25)مثبل

: (الالرشاْ)ظذ ِرٛعؾ اٌرغ١١ش فٟ اٌذاٌح

y = f x = x3 + 1 

 1.1 اٌٟ x ِٓ 1ػٕذِا ذرغ١ش 

 انحم

ِرٛعؾ اٌرغ١ش  
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∆y

∆x
=

f 1 − f(1.1)

(1 − 1.1)
=

2 − 2.331

0.1
=

0.331

0.1
= 3.31 

(: 26)مثبل

: (الالرشاْ)ظذ ِؼذي ذغ١ش اٌذاٌح

y = f x = x3 + 1 

Xػٕذِا  = 1 

 انحم

: (الالرشاْ)ِؼذي اٌرغ١ش فٟ اٌذاٌح 

lim
∆x→0

f 1 + ∆x − f(1)

∆x
= lim

∆x→0

(1 + ∆x)3 + 1 − 2

∆x

= lim
x→−2

1 + 3∆x + 3(∆x)3 + (∆x)3 − 1

∆x

= lim
x→−2

3 + 3(∆x)2 + (∆x)2 = 3 

:- انمشخقت

فاٌّّاط ،  ف١ض٠اةٟ ٚالاخش ٕ٘ذعٟ احذّ٘ا تٕمـر١ٓ ِشاحٍٗ اٌٚٝ فٟ اٌّشرمح ِفَٙٛ ٠شذثؾ :ِفَٙٛ

 فٟ احذٜ ٔماؿٗ ٘ٛ ِغرم١ُ ٚ٘زا اٌّغرم١ُ ٌٗ ١ًِ شاتد ٚعٕعذ اْ ٘زا F (الالرشاْ)ٌّٕحٕٝ اٌذاٌح 

اِا اٌف١ض٠اةٟ فٙٛ ،  ػٕذ ذٍه إٌمـح F (الالرشاْ)ا١ًٌّ ِشذثؾ تّا ٔغ١ّٗ اٌّشرمح الاٌٚٝ ٌٍذاٌح 

عٕعذ اْ ٘ز اٌرغ١ش اٌٍحظٟ ٘ٛ ، ِفَٙٛ اٌغشػح اٌرٟ ٟ٘ اٌرغ١ش اٌٍحظٟ ٌٍّغافح تإٌغثح ٌٍضِٓ 

 . (الالرشاْ)ٚ٘ز٠ٓ اٌّف١ِٛٙٓ ِصا١ٌٓ ػٍٝ ِا ٠ؼشف ِشرمح اٌذاٌح ، اٌّشرمح الاٌٚٝ ٌذاٌح اٌّغافح 

: حعريف

,a الرشاْ ِؼشفح ػٍٟ اٌفرشج ) داٌحF(X)إرا واْ   b   ٚوأد x ٔمـح فٟ اٌفرشج  a,  b   ٚإرا وأد 

: إٌٙا٠ح اٌرا١ٌح ِٛظٛدج

lim
∆x→0

f x + ∆x − f(x)

∆x
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f ٠ٚشِض ٌزٌه تاٌشِض x أٚ لاتٍح ٌلإشرماق ػٕذ xِشرمٗ ػٕذ  (الالرشاْ)فإٔٔا ٔمٛي أْ اٌذاٌح  1(x) 

أٞ أْ؛ 

f 1 x = lim
∆x→0

f x + ∆x − f(x)

∆x
 

: ذلاحق ِٓ اٌرؼش٠ف ٌٍّشرمح أْ 

1- f 1 x  ٟٕ١ًِ اٌّّاط ٌٍّٕح y = f(x) ػٕذ إٌمـح x1.  

 ٚحذج ص١ِٕح فاْ اٌغشػح x ٠شِض ٌٍّغافح اٌّمـٛػح تؼذ f(x) ٠شِض ٌٍضِٓ ، xإرا واْ  -2

f ′ (x) = v(x) . 

(: 27)ِصاي 

: إرا واْ

f x =  x2 + 3x − 5 

f: ظذ ′ (x) 

 انحم

Let x = −1 

f 1 x = lim
∆x→0

f −1 + ∆x − f(−1)

∆x
=  f 1 x 

= lim
∆x→0

f −1 + ∆x 2 + 3 −1 + ∆x − f(−1)

∆x
=  f 1

= lim
∆x→0

∆x − (∆x)2

∆x
= lim

∆x→0
(1 + ∆x) = 1 

(: 28)مثبل

إرا واْ  

f 1 x = lim
∆x→0

1

x + 2
 

f: ظذ 1(x) 
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 انحم

f 1 x = lim
∆x→0

f x + ∆x − f(x)

∆x
 

(let l = x + ∆x) = (∆x = L − x) 

lim
L→x

1
x + 2 − 1

x + 2 

L − x
= lim

L→X

x − L

(L + 2)(x + 2)(L − x)

= lim
L→X

−1

(L + 2)(x + 2)
=

−1

(x + 2)(x + 2)
=

−1

(x + 2)2
 

# 

(: 6)نظريت 

x لاتٍح ٌلإشرماق ػٕذِا f(x)إرا واْ  = x1فئٔٗ ِرظٍح ػٕذ٘ا  .

: انبرىبن

f x =  
f x − f x1 

x − x1
  x − x1 + f(x1) 

: ٚتاعرخذاَ ٔظش٠ح إٌٙا٠اخ ٔعذ أْ

lim
x→x1

f x = lim
x→x1

 
f x − f x1 

x − x1
 lim

x→x1

 x − x1 + lim
x→x1

f x1 

= f ′ x × 0 + f x1 = f(x) 

x ِرظٍح ػٕذ fأٞ أْ  = x1ٚػىظ إٌظش٠ح غ١ش طح١ح  .

(: 29)مثبل

١ٌىٓ 

f x =  
2x + 5, 𝑥 ≥ 1
2x + 4, 𝑥 < 1

  

 ً٘f(x) لاتٍح ٌلاشرماق ػٕذ x = ! ؟1
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 انحم

xٔعذ أٚلًا إرا وأد ِرظٍح ػٕذ  = 1 

lim
x→−1

f x = lim
x→−1

2x + 5 = 7 = f(1) 

lim
x→−1

f x = lim
x→−1

2x + 4 = 6 ≠ f(1) 

F(x) غ١ش ِرظٍح ػٕذ x = 1 . 

x غ١ش لاتٍح ٌلاشرماق ػٕذ f(x) ٚ٘ىزا فئْ  = 1 .

: قٌاعذ الاشخقبق

 اٌصاترح ذغاٚٞ طفش (الالرشاْ)ِشرمح اٌذاٌح  (1)

: انبرىبن

f(x) ١ٌىٓ  = c 

اٌصاترح فرىْٛ  (الالرشاْ)ٚ٘ٛ اٌذاٌح 

f 1 x = lim
∆x→0

f x + ∆x − f(x)

∆x
= lim

∆x→0

c − c

∆x
=

zero

∆x
= zero 

 

= f xإرا واْ  (2) xn  ح١س nْػذد ؿث١ؼٟ فئ  :

f −1 x = nxn−1 

: انبرىبن

f −1 x = lim
∆x→0

f x − ∆x − f(x)

∆x
= lim

∆x→0

(x + ∆x)n − (x)n

∆x

= lim
∆x→0

 xn + 1nxn−1∆x + 2nxn−1(∆x)2 + ⋯ + (∆x)n 

∆x

= lim
∆x→0

 nxn−1 +
n(n − 1)

2
xn−1∆x + ⋯ + (∆x)n−1 

= nxn−1 

# 
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 :لاػذج ِشرمح حاطً اٌعّغ (3)

, f(x)إرا واْ  g(x)ْداٌر١ٓ لاتٍر١ٓ ٌلاشرماق فئ :

h x = f(x) ± g(x) 

: ٠ىْٛ لاتٍح ٌلاشرماق ٚذىْٛ

h1 x = f 1 x ± g1 x =
∂ f x ± g x  

∂x
 

: اٌثش٘اْ

h1 x = lim
∆x→0

h x + ∆x − h(x)

∆x
 

lim
∆x→0

 f(x + ∆x) ± g(x + ∆x) −  f x − g(x) 

∆x
 

lim
∆x→0

 f x + ∆x − f(x) 

∆x
± lim

∆x→0

 g x + ∆x − g(x) 

∆x
 

h1 x = f 1(x) ± g1(x) 

 

 :ِشرمح حاطً ػشب حاٌر١ٓ (4)

, f(x)إرا واْ  g(x) داٌر١ٓ لاتٍر١ٓ ٌلاشرماق فئْ اٌذاٌح h(x) :

h x = f x . g(x) 

: ذىْٛ لاتٍح ٌلاشرماق ٚذىْٛ

h1 x = f 1 x . g x + f x . g1 x  

: ٚذىرة تاٌىٍّاخ

 ( ِشرمح اٌصأٟ×الأٚي +اٌصأٟ ×ِشرمح الاٚي =ِشرمح حاطً ػشب داٌر١ٓ)

: انبرىبن

h1 x = lim
∆x→0

h x + ∆x − h(x)

∆x
 

= lim
∆x→0

f x + ∆x . g x + ∆x − f x . g(x)

∆x
 

= lim
∆x→0

1

∆x
 f x + ∆x . g x + ∆x − f x g x + ∆x 

+ f x . g x + ∆x − f x . g(x)  
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= lim
∆x→0

1

∆x
 g x + ∆x  f x + ∆x − f(x) 

+ f x  g x + ∆x . g(x)   

= lim
∆x→0

1

∆x
 
f x + ∆x − f x 

∆x
 g x + ∆x 

+ f x  
g x + ∆x − g x 

∆x
  

: تاعرخذاَ ٔظش٠ح إٌٙا٠اخ ٔحظً ػٍٟ 

h1 x = lim
∆x→0

f x + ∆x − f x 

∆x
lim
∆x→0

g x − ∆x − g(x)

∆x
 

:  لاتً ٌلاشرماق فٕىْٛ ِرظٍح ٠ٚىْٛg(x)ٚح١س أْ 

lim
∆x→0

g x − ∆x = g(x) 

h1 x = f 1 x . g x + f x . g1(x) 

# 

 :لاػذج ِشرمح خاسض اٌمغّح (5)

 دٌر١ٓ لاتٍر١ٓ ٌلاشرماق فئْ اٌذاٌح  f(x) ٚ g(x)إرا واْ 

 h x =
f x 

g(x)
 

g(x)ذىْٛ لاتٍح ٌلاشرماق تششؽ أْ  ≠ :  ٚذى0ْٛ

h1 x =
g x . f 1 x + f x . g1 x 

(g x )2
 

: ٠ٚؼثش ػٓ رٌه تاٌىٍّاخ

ِشرمح اٌّماَ × اٌثغؾ + ِشرمح اٌثغؾ × اٌّماَ

2(اٌّماَ)
=  ِشرمح خاسض اٌمغّح

: انبرىبن

h1 x = lim
∆x→0

h x + ∆x − h(x)

∆x
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= lim
∆x→0

f x+∆x 

g x+∆x 
−

h(x)

g(x)

∆x
 

= lim
∆x→0

f x + ∆x . g x − g x + ∆x . f(x)

∆x. g x − ∆x . g(x)
 

= lim
∆x→0

 f x + ∆x − f x  g(x) − f(x) g x + ∆x − g x  

∆x. g x − ∆x . g(x)
 

= lim
∆x→0

1

g x − ∆x . g x 
 
f x + ∆x − f x 

∆x
 xg(x) 

 

= f(x)  
g x + ∆x − g x 

∆x
  

: تئعرخذاَ ٔظش٠ح إٌٙا٠اخ ٔحظً ػٍٟ

h1 x =
1

g(x)
lim
∆x→0

1

g(x + ∆x)
 g(x) lim

∆x→0

f x + ∆x − f x 

∆x
  

 

:  ِرظٍح ٌٚزٌه فئْg(x) لاتٍح ٌلاشرماق فاْ g(x)ح١س أْ 

lim
∆x→0

1

g(x + ∆x)
=

1

g(x)
= g x = zero 

: إرْ

h1 x =
1

g(x)
.

1

g(x)
 f 1 x . g x − f x . g1(x) 

=  
f 1 x . g x − f x . g1(x)

 g(x) 2
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: أمثهت عهي قٌاعذ الإشخقبق

 ظذ ِشرمح اٌذاٌح  -1

f x = x5 

 انحم

f 1 x = 5x4 

 :ظذ ِشرمح اٌذاٌح -2

f x = 4x + 5 

 انحم

f 1 x = 4 

 :ظذ ِشرمح اٌذاٌح -3

f x = (x2 + 6x + 5)(x3 − 7) 

 انحم

f 1 x =  x2 + 6 + 5  3x2 + (2x + 6)(x3 − 7) 

= 2x4 − 14x + 6x3 − 42 + 3x4 + 18x3 + 15x2 

= 5x4 + 24x3 + 15x2 − 14x − 42 

 :ظذ ِشرمح اٌذاٌح -4

f x = x6− 

انحم 

f 1 x = −6x−7 
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 :ظذ ِشرمح اٌذاٌح -5

f x =
1

x2
 

 انحم

f 1 x =
x2 × zero − 1 × 2x

x4
= −

2x

x2



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

انفصم انثبنث 
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 اننيبيبث انعظمَ ًانصغرٍ ًرسم انمنحنيبث 

: انذًال انخزايذيو   

: حعريف انذانت انخزايذيو   

> f x1ارا واْ  𝑓(x2) ْٛػٕذِا ذى x1 < x2 ُذعّغ ل١  x1, x2 فٟ اٌفرشج اٌّغٍمح  a, b  

,a  داٌح ذضا٠ذ٠ٗ فٟ اٌفرشج اٌّغٍمح f(x)ل١ً أْ اٌذاٌح  b  . 

( 1)مثبل 

yذؼرثش اٌذاٌح  = x2 ِٓ ٚرٌه لأٔٗ ِٓ اٌّلاحظح أٔٗ ػٕذِا ذرعٗ  0,4  داٌح ذضا٠ذ٠ٗ فٟ اٌفرشج 

x ٓفاْ ل١ّح اٌذاٌح  (أٞ ذض٠ذ لّرٙا) اٌٟ ٔاح١ح ا١ّ١ٌf(x) ِٓ ذضداد ٟ٘ الأخشٜ وّا ٘ٛ ٚاػح 

.... اٌشىً 

 

 

: حعريف انذانت انخنبقصيت 

> f x2إرا واْ  𝑓(x1) ػٕذِا x1 > x2 فٟ اٌفرشج اٌّغٍمح  a, b  ل١ً أْ اٌذاٌح f(x) ٟداٌح ف 

,a ذٕالظ١ح فٟ اٌفرشج  b  
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: مثبل 

= f xاٌذاٌح  x2 اٌّٛػح ذّص١ٍٙا اٌث١أٟ فٟ اٌشىً أػلاٖ ذؼرثش داٌح ذٕالظ١ح فٟ اٌفرشج 

. 4− فٟ اٌفرشج xاٞ اْ ل١ّح اٌذاٌح ذرٕالض وّا ذضا٠ذخ ل١ّح  .  4,0−  0  

ِٚٓ اٌّؼٕٟ إٌٙذعٟ ٌٍرفاػً فأْ 
dy

dx
,y) ػثاسج ػٓ ١ًِ اٌّّاط ٌٍّٕحٕٟ ػٕذ إٌمـح  x) فئرا 

وأد ذضا٠ذ٠ٗ ػٕذ ٔمـح ِؼ١ٕح  فأْ ١ًِ اٌّّاط ٌٍّٕحٕٟ ٠ىْٛ ِٛظثاً ػٕذ ٘زٖ إٌمـح أٞ أْ 

dy

dx
> .  ػٕذ ذٍه إٌمـح 0

اِا ارا وأد اٌذاٌح ذٕالظ١ح ػٕذ ٔمـح ِؼ١ٕح  فأْ ١ًِ اٌّّاط ٌٍّٕحٕٟ ٠ىْٛ عاٌثاً ػٕذ ٘زٖ إٌمـح 

أٞ أْ 
dy

dx
< .  ػٕذ ذٍه إٌمـح 0

ٚذغّٟ إٌمـح اٌرٟ ٠ىْٛ ػٕذ٘ا 
dy

dx
=  تٕمـح الإٔرماي أٚ ٔمـح اٌذٚساْ ِٚؼٕٟ رٌه أْ ٔمـح 0

. اٌذٚساْ ٟ٘ إٌمـح اٌرٟ ذرحٛي ػٕذ٘ا اٌذاٌح ِٓ ذضا٠ذ٠ٗ اٌٟ ذٕالظ١ٗ أٚ اٌؼىظ

 

yِٓ اٌشعُ اٌث١أٟ ٌٍذاٌح  = sin x 0,2  فٟ اٌح١ضπ  0,2  ٔعذ أْ اٌذاٌح ذضا٠ذ٠ٗ فٟ إٌـاقπ  

3 ٚوزٌه إٌـاق 
π

2
, 2π  ٚذٕالظ١ح فٟ إٌـاق  

π

2
,

3π

2
x ٚػٕذ   = 3

π

2
, x =

π

2
 فٍٍذاٌح ٔمـرٟ 

. دٚساْ 
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ٚتئعرخذاَ اٌرفاػً ٔعذ أْ 
dy

dx
(sin x) = cos x ْح١س أ cos x >  فٟ وً إٌـاق 0

 0,
1

2
π  ٚ  

3π

2
, 2π  ْفأْ اٌذاٌح ذضا٠ذ٠ح ٚوزٌه فئ cos x >   فٟ إٌـاق 0

1

2
π,

3π

2
 فئْ  

cosاٌذاٌح ذٕالظ١ح ٚأخ١شاً فئْ  x = x ػٕذ وً ِٓ 0 =
3π

2
, x =

π

2
 . 

: نقطت انذًران

 ٟ٘ اٌرٟ ذرغ١ش ػٕذ٘ا إشاسج :حعريف نقطت انذًران 
dy

dx
ٚػٕذ .  ِٓ ِٛظة اٌٝ عاٌة أٚ اٌؼىظ

ٔمـح اٌذٚساْ ٠ىْٛ إٌّحٕٟ ِمؼشاً اٌٟ أعفً أٚ اٌٟ أػٍٟ فئْ واْ إٌّحٕٟ ِمؼشاً اٌٟ أعفً فئْ 

إشاسج 
dy

dx
.  ذرغ١ش ِٓ ِٛظة لثً ٔمـح اٌذٚساْ اٌٟ عاٌة تؼذ ٔمـح اٌذٚساْ

أٞ أْ 
dy

dx
ٚتاٌراٌٟ فاْ  ( xفٟ إذعاٖ ص٠ادج ) ػثاسج ػٓ داٌح ذٕالظ١ح إرا اذعٕٙا ٔاح١ح ا١ّ١ٌٓ 

dy2

dx2
 

ٌٍّٕحٕٟ أٞ أْ ػظّٟ  (ِح١ٍح)ذىْٛ عاٌثح ٚذؼرثش ٔمـح اٌذٚساْ فٟ ٘زٖ اٌحاٌح ٔٙا٠ح ػظّٟ 

. (ِٓ لثً ِٚٓ تؼذ)تإٌغثح ٌٍٕماؽ اٌّعاٚسج ٌٙا 

أِا إرا واْ إٌّحٕٟ ِمؼشاً اٌٟ أػٍٟ فئْ إشاسج 
dy

dx
 ذرغ١ش ِٓ اٌغاٌة لثً ٔمـح اٌذٚساْ اٌٟ 

أٞ أْ . اٌّٛظة تؼذ ٔمـح اٌذٚساْ 
dy

dx
فٟ  ) ػثاسج ػٓ داٌح ذضا٠ذ٠ح إرا اذعٕٙا اٌٟ ٔاح١ح ا١ّ١ٌٓ 

ٚتاٌراٌٟ  ( xإذعاٖ ص٠ادٖ 
dy2

dx2
 ذىْٛ ِٛظثح ٚذؼرثش ٔمـح اٌذٚساْ فٟ ٘زٖ اٌحاٌح ٔٙا٠ح طغشٜ 

. (ِٓ لثً ٚ تؼذ)ٌٍّٕحٕٟ تإٌغثح ٌٍٕماؽ اٌّعاٚسج ٌٙا  (ِح١ٍح)

. ٚػ١ٍٗ ٔعذ أْ ٔمـح اٌذٚساْ ذٕمغُ اٌٟ ٔٛػ١ٓ ٟ٘ ٔمؾ إٌٙا٠اخ اٌظغشٜ ٚاٌؼظّٝ

ػٕذ ٔمـح ِؼ١ٕح إرا ذٛفش اٌششؿاْ   (ِح١ٍح)ِّا عثك ٔغرٕرط أْ ٌٍّٕحٕٟ ٔٙا٠ح ػظّٟ 

1- 
dy

dx
=         ٠غّٟ اٌششؽ اٌؼشٚسٞ 0

2- 
dy2

dx2
>  ٠غّٝ اٌششؽ اٌّىافب ػٕذ ذٍه إٌمـح0

ػٕذ ٔمـح ِؼ١ٕح إرا ذٛفش اٌششؿاْ الاذ١اْ ػٕذ ٘زٖ إٌمـح  (ِح١ٍح)ٚوزٌه ٌٍّٕحٕٟ ٔٙا٠ح طغشٜ 

 :

1- 
dy

dx
=         ٠غّٟ اٌششؽ اٌؼشٚسٞ 0

2- 
dy2

dx2
>  ٠غّٝ اٌششؽ اٌّىافب ػٕذ ذٍه إٌمـح0
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: نقطت الإنقلاة

ٟ٘ إٌمـح اٌرٟ ٠رغ١ش إٌّحٕٟ ػٕذ٘ا ذمظشٖ ِٓ أػٍٝ اٌٟ أعفً أٚ اٌؼىظ ذغّٟ ٔمـح : ذؼش٠ف

أملاب أٞ إٌمـح اٌرٟ ػٕذ٘ا 
dy2

dx2
=  ٠ٚغّٟ اٌششؽ 0

dy2

dx2
=  اٌششؽ اٌؼشٚسٞ ٚاٌششؽ 0

اٌّىافب ٘ٛ 
d3y

dx3
≠ .  ٚعرغاػذٔا ٔمـح اٌذٚساْ ٚٔمـح الإٔملاب ٌشعُ إٌّح١ٕاخ0

 

: مثبل

yأٚظذ ٔمؾ اٌذٚساْ ٚٔمؾ الإٔملاب ٌّٕحٕٟ اٌذاٌح اٌّؼشف تاٌّؼادٌح  = x3 − 6x2 + 9x ُش 

. أسعُ

 انحم

y = x3 − 6x2 + 9x → (1) 

y′ = 3x2 − 12x + 9   → (2) 

y" = 6x − 12             → (3) 

y" = 6                    → (4) 

ٌٕعذ ٔماؽ اٌذٚساْ ٔحً اٌّؼادٌح 
dy

dx
= 0 

y′ = 3x2 − 12x + 9 = 0x2 − 4x + 3 = 0 

 x − 1  x − 3 = 0x = 1     ,     x = 3 

.  ػٕذ ٘اذ١ٓ اٌم١ّر١ٓ اٌغاتمر١ٓ "yذؼ١ف إشاسج 

(y′′ )x=1 = (6x − 12)x=1 = 6 − 12 = −6 

٠yٛظذ ٔٙا٠ح ػظّٟ ِح١ٍح ػٕذ  = 4 , x = :  ٚوزٌه(1,4) اٞ ِٛلغ إٌٙا٠ح اٌؼظّٟ 1

(y′′ )x=3 = (6x − 12)x=3 = 18 − 12 = 6 

٠yٛظذ ٔٙا٠ح طغشٜ ِح١ٍح ٌٍّٕحٕٝ ػٕذ  = 0  , x =  اٞ ِٛلغ إٌٙا٠ح اٌظغشٜ ػٕذ 3

(3,0) . 
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′′yٌرظ١ٕف ٔمـح الإٔملاب ٔحً اٌّؼادٌح  = 6x أٞ أْ 0 − 12 = x    ارا  0 = 2 

( 4)ٚٚػغ اٌّؼادٌح 
dy3

dx3
≠  (2,2) ٚػ١ٍٗ ٠ٛظذ ٌٍّٕحٕٟ ٔمـح أملاب ٚاحذج ػٕذ 0

y ٔحً اٌّؼادٌح Xلإ٠عاد ٔمـح ذماؿغ إٌّحٕٟ ِغ ِحٛس  = :  أٞ أ0ْ

x3 − 6x2 + 9x = 0 

x(x − 3)2 = 0 

x = 0       , x = 3 

x ػٕذ Xأٞ أْ إٌّحٕٟ ٠مـغ ِحٛس  = x ٠ّٚغٝ ػٕذ 0 = اٌرّاط ٚاػح ِٓ ذىشاس  )  3

. (اٌعضس

xٔأخز ٔمـر١ٓ ػٍٟ الألً غ١ش إٌمـح اٌرٟ حظٍٕا ػ١ٍٙا عاتماً فّصلًا ٌٛ أخزٔا  =  فئْ 1−

y = x ٚإرا أخزٔا 16− = y فئْ  4 = ,  4,4  أٞ أْ إٌّحٕٟ ٠ّش إٌمـر١ٓ 4 (−1, −6) 

. شُ ٔظً ٘زٖ إٌماؽ ظ١ّؼاً تّٕحٕٟ 
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: اخخببر انمشخقت الأًني

:  نظريت

:  فئx0ْ ِرظٍح ػٕذ إٌماؽ اٌحشظح fٌٕفشع أْ 

(i)  ْإرا واf x > x ٌىً ِٓ 0 ∈ (a, x0) ْٚوا f ′ x < x ٌىً 0 ∈ (x0, b) 

 .(غ١ش إشاسذٗ ِٓ ِٛظة اٌٟ عاٌة) x0 ل١ّح ػظّٟ ِح١ٍح ػٕذ fفئْ ٌلإلرشاْ 

(ii)  ْإرا واf x < x ٌىً ِٓ 0 ∈ (a, x0) ْٚوا f ′ x < x ٌىً 0 ∈ (x0, b) 

 .(غ١ش إشاسذٗ ِٓ عاٌة اٌٟ ِٛظة) x0 ل١ّح طغشٜ ِح١ٍح ػٕذ fفئْ ٌلإلرشاْ 

(iii)  ْإرا واf x  أِا ) ٌٗ ٔفظ الإشاسج ػٍٟ أٞ فرشج ِفرٛححf ′ x < أٚ  ، 0

f ′ x >  .فأٔٗ ١ٌظ ٌلالرشاْ ل١ّح لظٜٛ ( 0

: انبرىبن

(i)  ْإرا واf ′ x > ,a1) ػٍٟ اٌفرشج 0 x0) ْفئ f ِرضا٠ذج ػٍٟ اٌفرشج (a, x0) 

f(x0)ٚتاٌراٌٟ فئْ  ≥ f(x) فٟ اٌفرشج (a, x0] ْٚوزٌه تّا أ f ′ x <  ػٍٟ 0

,x0)اٌفرشج  b) ْفئ f ِرٕالظح ػٍٟ اٌفرشج [x0, b) ْٚتاٌراٌٟ فئ f(x0) ≥ f(x) 

,x0] فٟ اٌفرشج xٌىً  b) ْٚ٘زا ٠ؼٕٟ أ f x0 ≥ f x  , ∀x ∈ (a, b) ٚ٘زا 

  .x0 ػظّٟ ِح١ٍح ػٕذ ٠fؼٕٟ تئْ اٌمرشاْ 

(ii) اٌثش٘اْ ِشاتٗ ٌـ(i) ٠رشن ٌٍماسا. 

(iii)  ٌْٕفشع أf ′ x >  f ٚ٘زا ٠ؼٕٟ تاْ الالرشاْ x0 ػٍٟ أٞ فرشج ِفرٛحح ذحٛٞ 0

ٚوزٌه ٘ٛ ، ٚتاٌراٌٟ ١ٌظ ٌلالرشاْ ل١ُ ػظّٟ ِح١ٍح ، ِرضا٠ذ ػٍٟ اٌفرشج اٌّفرٛحح 

fاٌحاي ػٕذِا  ′ x <   .x0 ػٍٟ أٞ فرشج ِفرٛحح ذحٛٞ 0

(: 1)مثبل 

= f x أٚظذ إٌٙا٠ح اٌمظٜٛ ٌٍذاٌح  x5 − 5x4 + 5x3 −  تاعرؼّاي اخرثاس اٌّشرمح 10

. الأٌٟٚ 

 انحم

y′ = x5 − 5x4 + 5x3 − 10 = 5x2 x2 − 4x + 3 = 5x2(x − 1)(x − 3) 

x: اٌم١ُ اٌحشظح ٟ٘  = 0,1,3 
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x f(x) f ′ (x)  

x < اٌذاٌح ذضا٠ذ٠ح +   0

x = ٔمـح أؼـاف  0 10- 0

0 < 𝑥 < اٌذاٌح ذضا٠ذ٠ح +   1

x = ٔٙا٠ح ػظّٟ  0 9- 1

1 < 𝑥 < اٌذاٌح ذٕالظ١ح -   3

x = ٔٙا٠ح طغشٜ  0 37- 0

x > اٌذاٌح ذضا٠ذ٠ح  +   3

 

(: 2)مثبل

= f xأٚظذ إٌٙا٠ح اٌمظٜٛ ٌٍذاٌح  x
4

3 + 4x
1

..  تاعرؼّاي اخرثاس اٌّشرمح الاٌٚٝ  3

 انحم

f ′ x =  4
3  x

1
3 +  4

3  x
−2

3 = (4
3 )x

−2
3 (x + 1) 

fلاْ  ′ (x) لا ذٛظذ ػٕذ x = f ٚوزٌه 0 ′ x = x ػٕذِا 0 = −1 

x:  ّ٘اfاٌم١ُ اٌحشظح ٌٍذاٌح  = −1,0 

x f(x) f ′ (x)  

x < اٌذاٌح ذٕالظ١ح -   1−

x = ٔٙا٠ح طغشٜ  0 3- 1−

−1 < 𝑥 < اٌذاٌح ذضا٠ذ٠ح  +   0

x = ١ٌظ ٌٙا ٔٙا٠ح لظٜٛ غ١ش ِٛظٛدج  0 0

x > اٌذاٌح ِرضا٠ذج +   0
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: اخخببر انمشخقت انثبنيت

:  نظريت

x داٌح لاتٍح ٌٍرفاػً ِشذ١ٓ ػٕذ f(x)إرا وأد  = cْفئ  :

(1) x = c ذىْٛ ٔٙا٠ح ػظّٟ ٔغث١ح ٌٍذاٌح f إرا وأد f ′ c = 0 ٚ f ′′  c < 0 

(2) x = c ذىْٛ ٔٙا٠ح طغشٜ ٔغث١ح ٌٍذاٌح f إرا وأد f ′ c = 0 ٚ f ′′  c > 0 

 

: مثبل

= f x: أٚظذ إٌٙا٠ح اٌمظٜٛ ٌٍذاٌح  x3 + 2x2 − 4x − :  تاعرخذاَ إخرثاس اٌّشرمح اٌصا١ٔح8

 انحم

f ′ x = 3x2 + 4x − 4 = (3x − 2)(x + 2) 

xاٌم١ُ اٌحشظح  = 2
3        ,      x = −2 

f ′′  x = 6x + 4 

f"(−2) = −2(6) + 4 = −8       ,         f′′(2
3 ) = 6(2

3 ) + 4 = 8 

f ′′  2
3  > x ِٛظثح إرا ٔٙا٠ح طغشٜ ػٕذ 0 = 2

2) ٚإحذاش١اذٙا  3
3 , −256

27 ) 

: ح١س

f  2
3  =  2

3  

3

+ 2(2
3 )2 − 4  2

3  − 4 =
−256

27
 

f ′′  −2 < x عاٌثح ، إراً ٔٙا٠ح ػظّٟ ػٕذ 0 = :  ح١س(2,0−) ٚإحذاش١اذٙا 2−

f −2 =  −2 3 + 2 −2 2 − 4 −2 − 8 = 0 

: مثبل
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= f xػ١ٓ إٌٙا٠ح اٌمظٜٛ ٌٍذاٌح  xex 

 انحم

f ′ x = xex + ex = ex(x + 1) 

 ٚf ′ x = x ػٕذِا 0 = −1 

f ′′  x = ex + ex x + 1 = ex(2 + x) 

f ′′  −1 = e−1 2 − 1 = 1
e > 0 

xارا ػٕذِا  = −1 ← f ′ −1 = 1
e  ٚ f ′′  −1 >  ٔٙا٠ح طغشٜ ٚإحذاش١اذٙا 0

(−1, − 1
e ) . 
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اانفصم انر
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: حطبيقبث إقخصبديت 

دخٍد أعا١ٌة اٌش٠اػ١اخ ٚخظٛطاً ِثادا اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ فٟ حً ِغاةً ػذ٠ذج فٟ الإلرظاد 

ٌٚؼٍّاء الإلرظاد لاِٛط خاص تُٙ فٟ اٌرؼش٠فاخ عحاٚي أْ ٔرؼشف ػ١ٍٗ ٌرفُٙ ِؼأٟ 

ذؼٕٟ  (marginalحذٞ ) إلرظاد٠اً فئْ وٍّح  ذظف شىلاf(x)اٌّذٌٛلاخ فئرا وأد اٌذاٌح 

 ٌثؼغ اٌرؼش٠فاخ الإلرظاد٠ح ف١ّا ٠ٍٟ fِشرمٟ اٌذاٌح 

: ذؼش٠فاخ

 . ِٓ اٌٛحذاخx ٟٚ٘ ذث١ٓ ذىٍفح إٔراض ػذد ٠ٚc(x)شِض ٌٙا تاٌشِض : داٌح اٌرىٍفح  ( أ

 ٟٚ٘ ذث١ٓ ِرٛعؾ ذىا١ٌف إٔراض ٚحذج ٠ٚc(x)شِض ٌٙا تاٌشِض : ِرٛعؾ داٌح الإٔراض ( ب

 : تاٌؼلالح c(x)ٚاحذج ٚذشذثؾ تاٌذاٌح 

c x =
c(x)

x
 

 . ِٓ اٌٛحذاخx ٟٚ٘ ذؼٕٟ اٌذخً ٔر١عح ٌث١غ ػذد ٠ٚR(x)شِض ٌٙا تاٌشِض : داٌح اٌذخً ( خ

 ِٓ X ٟٚ٘ ذؼٕٟ اٌشتح إٌاذط ِٓ ت١غ ػذد٠ٚp(x)شِض ٌٙا تاٌشِض  : داٌح اٌشتح  ( ز

= P Xاٌٛحذاخ ٚذؼـٟ ِٓ R X − C(X) َٚلاعرخذاَ ؿشق اٌرح١ًٍ ٔغرخذ X 

ٚداةّاً ٔفرشع أٔٗ ١ٌظ ٕ٘اٌه ِؼٕٟ لإٔراض  (ِغ أٗ ٠أخز ل١ّاً طح١حح فمؾ)وؼذد حم١مٟ 

 .ػذد عاٌة ِٓ اٌٛحذاخ

: انخطبيقبث الإقخصبديت

أفشع أْ ِظٕؼاً إِىا١ٔاذٗ ِحذٚدج تغثة ٚعاةً الإٔراض تح١س ٠ٕرط ِا لا : ذح١ًٍ اٌشتح -1

 ٚحذج ٠ِٛاً ، إرا وأد داٌح اٌرىً ٠80ض٠ذ ػٓ 
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 : ّ٘اR(x) ٚالإ٠شاد ا١ٌِٟٛ c(x)فح ا١ِٛ١ٌح  -2

c x = x2 + 4x + 200 

R x = 108x − x2 

إرا وأد ػذد اٌٛحذاخ إٌّرعح ٠رُ ت١ؼٙا ، وُ ٚحذج ٠عة أْ ٠ٕرعٙا اٌّظٕغ ١ٌحظً ػٍٟ أوثش 

ستح ِّىٓ ؟ 

انحم 

, 0  فٟ اٌفرشج xٔشغة فٟ ذؼ١ٓ ل١ّح  :  ٚاٌرٟ ذىْٛ ف١ٙا داٌح اٌشتح 80

p x = R x − c x −  108x − x2 −  x2 + 4x + 200 

= −2x2 + 100x − 200 

= p′ x:ٚفٟ ٔٙا٠رٙا اٌؼظّٟ تّا أْ  −∆x + 100 

4xػٕذِا  ذحذز p(x)فاٌم١ّح اٌحشظح ي + 104 = 0 

xأٚ  = 26 

, 0  فٟ إٌماؽ اٌـشف١ح ٌٍفرشج p(x)ٚتحغاب ل١ّح  :  ٚفٟ اٌم١ّح اٌحشظح ٘زٖ ٔحظً ػٍٟ  80

80 26 0 x 

-4680 1152 -200 P(x) 

 

.  ٚحذج فٟ ا١ٌَٛ 26 ٠حظً ػ١ٍٗ اٌّظٕغ ٚرٌه تئٔراض ٚت١غ 1152ٚػ١ٍٗ فأوثش ستح ِمذاسٖ 

 إؿاساً خلاي اٌغٕح تّؼذي ت١غ عٕٛٞ شاتد إرا وأد ٠8000رٛلغ ٚو١ً ت١غ إؿاساخ أْ ٠ث١غ  (2)

 س٠الاخ ٌلإؿاس اٌٛاحذ ٚواْ اٌؼمذ ِغ تاةغ اٌعٍّح 8اٌرىا١ٌف اٌغ٠ٕٛح ٌلإحرفاف تاٌّخضْٚ ٟ٘ 

 س٠الا ػٓ وً ؿٍة شحٕح إؿاساخ تغغ إٌظش ػٓ اٌى١ّح اٌّـٍٛتح وُ ِشج ٠35رـٍة دفغ ِثٍغ 

فٟ اٌغٕح ٠عة أْ ٔـٍة الإؿاساخ اٌرٟ ٠عة ؿٍثٙا فٟ وً ِشج ٌىٟ ٠ىْٛ اٌرىا١ٌف اٌى١ٍح 

. ٌٍّخضْٚ فٟ ٔٙا٠رٙا اٌظغشٜ

 انحم
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 شاتد فٟ وً ِشج ٚأْ وً ؿٍة ٠ظً تاٌؼثؾ فٟ اٌٛلد اٌزٞ ٠ظً ف١ٗ xٔفشع أْ حعُ اٌـٍة 

ِغ ٘زا اٌفشٚع ٠ىْٛ أوثش ػذد ِرٛفش ِٓ الإؿاساخ  (10اٌشىً )ِغرٛٞ اٌّخضْٚ اٌٟ اٌظفش 

 تّا أْ ت١غ الإؿاساخ ٠حذز تّؼذي شاتد فئْ ِرٛعؾ ِغرٜٛ اٌّخضْٚ خلاي xفٟ إٞ ٚلد ٘ٛ 

اٌغٕح ٘ٛ 
x

2
 ػٍٟ h(x)ٚػٍٟ ٘زا ٠ّىٓ وراتح اٌرىا١ٌف اٌغ٠ٕٛح ٌلإحرفاف تاٌّخضْٚ  (10اٌشىً ) 

: اٌظٛسج اٌرا١ٌح 

H(x) =  اٌرىا١ٌف اٌغ٠ٕٛح ٌحفق إؿاس ٚاحذ

8= ِرٛعؾ ػذد الإؿاساخ 
x

2
= 4x 

: ٌرحذ٠ذ حعُ ذىا١ٌف إػادج اٌـٍة ذرثغ ِات١ٓ

ػذد اٌـٍثاخ =
اٌّث١ؼاذاٌـٍة ظٍّح اٌغ٠ٕٛح

حعُ 
=

8000

x
 

: ٌزٌه فئْ اٌرىا١ٌف اٌغ٠ٕٛح لإػادج اٌـٍة ٟ٘ 

o x =  ( ذىٍفح إػادج اٌـٍة)(ػذد اٌـٍثاخ)

= 80 =  
8000

x
 =

640000

x
 

:  ٟ٘k(x)ٚػ١ٍٗ ٘زا فئْ ِعّٛع ذىا١ٌف اٌّخضْٚ اٌغ٠ٕٛح 

k x = h x + 0 x = 4x +
640000

x
 

 ِغا٠ٚاً x إؿاساً فّٓ اٌّّىٓ أْ ٠ىْٛ حعُ اٌـٍة 8000ٚتّا أْ اٌّث١ؼاخ اٌغ٠ٕٛح اٌى١ٍح ٟ٘ 

.  وحذ اػٍٟ 8000ٌٍٛحذج وحذ أدٟٔ أٚ ِغا٠ٚاً 

, 0  فٟ اٌفرشج k(x)ارْ اٌّغاٌح ٕ٘ا ٟ٘ ِغاٌح إ٠عاد إٌٙا٠ح اٌظغشٜ ي   عرّش فٟ  8000

: اٌحً وّا ٠ٍٟ

k′ x =  
640000

x2
 

k(x)تٛػغ  = :  ٔحظً ػٍٟ اٌم١ُ اٌحشظح وّا 0ٍٟ٠
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4 − 640000

x2
= 0 

4x2 = 640000 

اٚ 

x2 = 160000 

: أٞ أْ 

x = −400 

x = 400 

xفاْ  = , 0  ٟ٘ اٌم١ّح اٌحشظح اٌٛح١ذج اٌٛالؼح فٟ اٌفرشج  400  فٟ k(x) إ٠عاد ل١ّح 8000

: إٌماؽ اٌـشف١ح ٚفٟ إٌماؽ اٌحشظح ٠ؼـٟ اٌم١ُ اٌرا١ٌح

800 400 1 X 

32080 3200 640004 K(x) 

 س٠الًا ٚذحذز ػٕذ حعُ 3200 ٚػٍٟ ٘زا فئْ ألً ل١ّح ٌّعّٛع اٌرىا١ٌف اٌغ٠ٕٛح ٌٍّخضْٚ ٟ٘ 

 إؿاساً ػٓ 8000 إؿاساً ، ٚػٍٟ ٘زا فئْ اٌٛو١ً ٠ماتً اٌـٍة اٌغٕٛٞ اٌثاٌغ 400ِخضْٚ ٠غاٚٞ 

:  ؿٍثاً 20ؿش٠ك ػًّ 

8000

400
= 20 

 تش١ًِ ِٓ اٌثرشٚي 1000000ذٕرط إحذٜ الألـاس إٌّرعح ٌٍثرشٚي ( ع١اعح ذغؼ١ش اٌثرشٚي )(3)

 دٚلاس ٌٍثش١ًِ اٌٛاحذ ، اٌض٠ادج فٟ اٌغؼش ػ١ٍّح ِؼمذج ح١س لذس أْ وً 30فٟ ا١ٌَٛ اٌٛاحذ عؼش 

 تش١ًِ فٟ ا١ٌَٛ ِا٘ٛ 20000ص٠ادج ِمذاس٘ا دٚلاس ٚاحذاً فٟ اٌغؼش ذغثة ٔمظاً فٟ اٌث١غ ِمذاسٖ 

. ِمذاس اٌض٠ادج ارا وأد ٕ٘اٌه ص٠ادج فٟ اٌغؼش تعًّ الإ٠شاد ا١ٌِٟٛ فٟ ٔٙا٠رٗ اٌؼظّٟ

 انحم

 دٚلاس فئْ ٠ّصً إٌمض فٟ ػذد اٌثشا١ًِ اٌّثاػح xب  (تاٌذٚلاساخ )إرا ِصٍٕا اٌض٠ادج فٟ اٌغؼش 

:  دٚلاس فٟ ا١ٌَٛ ٌٍثش١ًِ اٌٛاحذ ، ػذد اٌثشا١ًِ اٌّثاػح ١ِٛ٠اً ٠ىxْٛفٟ ا١ٌَٛ ٌزٌه تض٠ادج 
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1000000 = 20000x 

x تاٌذٚلاساخ ٚفماً ٌغؼش اٌث١غ اٌعذ٠ذ p(x)ٚالإ٠شاد ا١ٌِٟٛ  + 30 ٛ٘  :

p x =   اٌغؼش ٌىً تش١ًِ   ػذد اٌثشا١ًِ اٌّثاػح 

= (1000000 − 20000x)(30 + x) 

: أٞ أْ

R x = 30000000 + 400000x + 20000x2 

 تش١ًِ فٟ ا١ٌَٛ اٌٛاحذ 20000تّا أْ ص٠ادج وً دٚلاس فٟ ا١ٌَٛ تغثة إٔخفاػاً فٟ اٌث١غ ِمذاسٖ 

x تش١ًِ فٟ ا١ٌَٛ فاٌحذ الألظٝ ٌض٠ادج اٌغؼش ٘ٛ 1000000ٚتّا أْ الإٔراض أػٍٟ ٘ٛ  =

, 0  فٟ اٌفرشج R(x)ٌٚزٌه فاٌّغاٌح إ٠عاد إٌٙا٠ح اٌؼظّٟ ي (ٌّارا)دٚلاساً 50  ٔثذا الأْ فٟ  50

: إ٠عاد اٌم١ُ اٌحشظح 

R′ (X) = 400000 − 400000x = 0 

: ٟ٘ اٌم١ّح اٌحشظح اٌٛح١ذج تّا أْ 

R′′  x = −40000 

 :ٌذ٠ٕا

R′′  10 = −40000 < 0 

x ٔٙا٠ح ػظّٝ ٔغث١ح ٚٔٙا٠ح ػظّٝ ِـٍمٟ فٟ R(x)ٌزٌه فئْ ي =  ، ٌزٌه فئْ ػٍٟ ِٕرط 10

 دٚلاساً ٌىً تش١ًِ ٌٍحظٛي ػٍٟ أوثش إ٠شاد 40 دٚلاساخ أٞ 10اٌثرشٚي أْ ٠شفغ اٌغؼش تّمذاس 

 .ِّىٓ

:- انخطبيقبث انعمهيت نهنيبيبث انعظمي ًانصغرٍ في مخغير ًاحذ

٠غرخذَ ػٍُ اٌرفاػً فٟ حً اٌىص١ش ِٓ اٌّغاةً راخ اٌظ١غح اٌؼ١ٍّح ٚاٌرـث١م١ح ٚذرٍخض ؿش٠مح 

. اٌحً فٟ إ٠عاد إٌٙا٠اخ اٌؼظّٟ ٚاٌظغشٜ ٌثؼغ اٌذٚاي اٌرٟ ذّصً ذٍه اٌى١ّاخ اٌّشاد دساعرٙا

 فٟ ِعاي اٌظٕاػح ٠ّىٓ تحس اٌششٚؽ اٌلاصِح اٌرٟ ذحمك أوثش إٔراض ٠ّىٓ تئلً ،،،،،فؼٍٟ 

. ذىا١ٌف لاصِح
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ٚعٕشوض ا٘رّإِا ػٍٟ ذٍه اٌرـث١ماخ اٌرٟ ٠ٍضَ حٍٙا ٚػغ ّٔٛرض س٠اػٟ ٌٍّغاٌح تشتؾ ت١ٓ 

 x ، شُ اٌثحس ػٓ ذم١ُ xتذلاٌح اٌّرغ١ش اٌّغرغً  (اٌّرغ١ش اٌراتغ) yِرغ١ش٠ٓ ٚرٌه تا٠عاد اٌذاٌح 

ٍٚٔخض ؿش٠مح اٌحً فٟ ِا .  اوثش أٚ الً ِا ٠ّىٓ ذثؼاً ٌٕٛع اٌّغاٌح اٌّـٍٛتح حٍٙا yاٌرٟ ذعؼً 

ٍٟ٠ .

ٚذحذ٠ذ اٌى١ّاخ . اٌغٌٙٛح ٠فؼً ٚػغ ّٔٛرض ،،،،، ، أٚ ّٔٛرض ٕ٘ذعٟ ٌٍّشىٍح  -1

 .اٌّرغ١شج ٚاٌشِٛص ٌٙا تّرغ١شاخ ٚوزٌه ذحذ٠ذ اٌى١ّاخ اٌصاترح ٚاٌشِٛص ٌٙا تصٛاتد 

وراتح ِؼادٌح اٌى١ّاخ اٌّشاد حغاب إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚاٌظغشٜ ٌٙا ، ٌٚرىٓ اٌّرغ١ش  -2

 ٚ٘زا تذٚسٖ ٠رـٍة تؼغ اٌحغاتاخ اٌعثش٠ح ، x تذلاٌٗ ِرغ١ش ٚاحذ ١ٌٚىٓ yاٌراتغ 

 .ذحذد٘ا اٌّؼٍِٛاخ اٌّؼـاٖ فٟ اٌّغاٌح

yإرا وأد اٌؼلالح اٌّشاس ا١ٌٙا فٟ اٌخـٛاخ اٌغاتمح ػٍٟ  -3 = f(x) فٕحظً ػٍٟ ل١ّح 

x  ًاٌرٟ ذعؼ y ٌٙا ٔٙا٠ح ػظّٟ أٚ أٙا طغشٞ ِٓ اٌّؼادٌح 
∆y

∆x
=  ِغ ِلاحظح أْ 0

y1 اٌرٟ ذعؼً xل١ّح  = 0،y" =  اٌرٟ xإِا ل١ُ  . y  ذؼـٟ ٔٙا٠ح طغشٜ ٌٍّرغ١ش 0

y1ذعؼً  = 0 ٚ y" <   .y ذؼـٟ ٔٙا٠ح ػظّٟ ٌٍّرغ١ش 0
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: انخطبيقبث

(: 1)مثبل

شا١ٔح فّا ِؼذي /ع1ُ أِراس ٠ٕضٌك ؿشفٗ ػٍٟ الأسع أفم١ح تّؼذ ذغ١ش لذسٖ 10عٍُ ؿٌٛٗ 

إٔضلاق ؿشفٗ ا٢خش ػٍٟ اٌحاةؾ اٌؼاِٛدٞ فٟ اٌٍحظح اٌرٟ ٠ثؼذ تٙا اٌـشف ػٓ الأسع 

. أِراس6ِغافح لذس٘ا 

: اٌحً

: ٔفشع أْ

y =  10B  ,      x =  10A  

حغة ٔظش٠ح ف١صاغٛسز 

y2 + x2 = 100 

:  Aٛ٘ٔؼٍُ أْ ِؼذي أضلاق 

∂x

∂t
= 0.0(m

s ) 

y فٟ اٌٍحظح اٌرٟ ٠ىْٛ ف١ٙا Bٌٚحغاب ِؼذي إٔضلاق = ( 1) ٔشرك ؿشفٟ اٌّؼادٌح 6

: فٕعذ أْ (t)تإٌغثح ٌٍضِٓ 

2x
∂x

∂t
+ 2y

∂y

∂t
= 0 

yػٕذِا  = x فئْ 6 = : تاٌرؼ٠ٛغ ٔعذ أْ (1) ٚرٌه إعرٕاداً ٌٍؼلالح 8

2 8  0.01 + 2 6 
∂y

∂t
= 0 

∂y

∂t
= 0.04

3 m
3  

(: 2)مثبل 

ذزٚب وشج شٍع١ح ِحافظح ػٍٟ شىٍٙا ، فئرا واْ ِؼذي ذٕالض ٔظف لـش٘ا ٠غاٚٞ 

19 cm
s  فّا ِؼذي ذٕالض حعّٙا فٟ اٌٍحظح اٌرٟ ٠ىْٛ ف١ٙا ؿٛي ٔظف لـش٘ا 

!  ِا ٘ٛ ِؼذي ذٕالض ِغاحرٙا اٌغـح١ح ػٕذ رٌه؟٠3cmغاٚٞ 

انحم 

V =
4

3
πr2 

V ≡  اٌىشج حعُ
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r ≡  اٌمـش ٔظف

dv

dr
= 4πr2

dr

dt
 

d−v−

dt
= 4π cm3

s  

: ِغاحح اٌىشج

S = 4πr2 

ِٕٗٚ :

ds

dt
= 8πr

dv

dt
= 8π 3  1

a  =
8

3
π cm sec  

(: 3)مثبل 

عاػح ،ٚإٔـٍمد شّالًا ِٓ ٔفظ /و60ُ ششلاً تّؼذي ذغ١١ش لذسٖ Aإٔـٍمد ع١اسج ِٓ إٌمـح 

عاػح فّا ِؼذي اٌرثاػذ ت١ّٕٙا تؼذ /و80ُإٌمـح ٚتٕفظ اٌٛلد ع١اسج أخشٞ تّؼذي ذغ١١ش لذسٖ 

عاػح ٚاحذج ِٓ ٔمـح إٔـٍمّٙا؟ 

 انحم

 ِٚٛلغ A ِٓ ٔمـح اٌثذا٠ح x تمغ ػٍٟ تؼذ (t)تغشع أْ ِٛلغ اٌغ١اسج الأٌٟٚ ػٕذ اٌٍحظح 

:  ٚتغشع أAْ ِٓ إٌمـح yاٌغ١اسج اٌصا١ٔح ٠مغ ػٍٟ تؼذ 

z =  CB  

: فئْ

x2 + y2 = z----------------(*) 

: ٌٕشرك اٌـشف١ٓ تإٌغثح ٌٍضِٓ ٔعذ أْ

2Z
∂z

∂t
= 2x

∂x

∂t
+ 2y

∂y

∂t
--------------------(**) 

: تؼذ عاػح ِٓ الإٔـلاق فئْ

y = 80   ,     x = 60 
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: ٔعذ أْ  (*)ِٚٓ اٌؼلالح 

Z = 100 

: ٚتّا أْ 

∂y

∂t
= 80     ,      

∂x

∂t
= 60 

: ٔعذ أْ (**)ٚتاٌرؼ٠ٛغ فٟ اٌؼلالح 

∂z

∂t
=

60 60 + 80(80)

100
= 100 

. عاػح/و100ُأرْ ِؼذي اٌرثاػذ ٠غاٚٞ 

(:- 4)ِصاي

( I) فٌٛد إرا سِضٔا ٌشذج اٌر١اس اٌىٙشتاةٟ تاٌشِض 100فشق اٌعٙذ فٟ داةشج وٙشت١ح ٠غاٚٞ 

ِمذسج تالأَٚ ، فأٚظذ ِؼذي ذغ١ش اٌر١اس تإٌغثح ٌٍّماِٚح  (R)ِمذسج تالأِث١ش ٌٍّٚماِٚح تاٌشِض 

R)تٛظٗ ػاَ أٚظذ ٘زا اٌّؼذي إرا واْ  = 15) .

انحم 

: اٌؼلالح ت١ٓ فشق اٌعٙذ ٚشذج اٌر١اس ٚاٌّماِٚح ٟ٘

I =
100

R
 

: Rٛ٘ تإٌغثح ٌٍّماِٚح (i)أْ ِؼذي ذغ١ش 

∂I

∂R
=

−100

R2
 

Rٚػٕذِا  = :  فئ15ْ

∂I

∂R
=

−100

225
= −4

9  
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Rإرْ ػٕذِا  = 4 فئْ شذج اٌر١اس ذرٕالض تّؼذي ذغ١ش لذسٖ 15
.  أِث١ش ٌىً أَٚ 9

(: 5)ِصاي

 إرا واْ (12cm) ٚإسذفاػٗ (8cm)٠ظة عاةً فٟ ِخشٚؽ دٚسأٟ ؿٛي ٔظف لـش لاػذذٗ 

ِؼذي ذغ١١ش حعٛ اٌغاةً إٌّغىة ٠غاٚٞ 
4π

9
cm3 s  أٚظذ ِؼذي إسذفاع اٌغاةً فٟ اٌّخشٚؽ ، 

 . (5cm)فٟ اٌٍحظح اٌرٟ ٠ىْٛ ف١ٙا إسذفاع اٌغاةً فٟ اٌّخشٚؽ ٠غاٚٞ 

 انحم

ٔفشؽ أْ ؿٛي ٔظف لـش ِخشٚؽ اٌغاةً 

 ػٕذةز (h) ٚأْ إسذفاػٗ ٠غاٚٞ (x)٠غاٚٞ 

: فاْ حعُ ِخشٚؽ اٌغاةً ٠غاٚٞ

V =
1

3
πX2h 

 

, ADBِٓ ذشاتٗ اٌّصٍص١ٓ  AEFْٔعذ أ  :

X

8
=

h

12
=

إسذفاػاٌّخشٚؽ ِخشٚؽ اٌغاةً

إسذفاع 
 

ؿٛلاٌّخشٚؽ لـشٔظف ِخشٚؽ اٌغاةً

ؿٛي ٔظف لـش 

x

8
 

ِٕٗٚ :

x = 2
3 h 

: (*)ٚتاٌرؼ٠ٛغ فٟ اٌؼلالح 
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V = 1
3 π  4

9 h2 h = 4
27 πh3 

:  اٌضِٓ فٕعذ أْ(t)ٌٕشرك ؿشفٟ اٌّؼادٌح تإٌغثح ي

d−v−

dt
= 4

9 πh2 dh

dt
 ------------(**) 

ٌىٓ 
d−v−

dt
=

4π

9
       , h = 5 

: ٔعذ أْ (**)تاٌرؼ٠ٛغ فٟ 

4π

9
=

4π

9
(25)

dh

dt
 

dh

dt
=

1

25
 

0.04إرْ ِؼذي ذغ١١ش إسذفاع اٌغاةً ٘ٛ cm
sec  

(: 6)مثبل 

طاحة ِظٕغ ٠ش٠ذ أْ ٠ظٕغ ػٍة ِفرٛحح ِٓ أػٍٝ ِٓ الا١ٌَّٕٛ ِشتؼح اٌشىً ؿٛي اٌؼٍغ 

(24cm) ٚرٌه تأْ ٠مـغ ِٕٙا ِشتغ طغ١ش ِٓ وً سوٓ ِٓ أسوأٙا الأستغ شُ ٔرٕٟ الأؿشاف  .

أٚظذ ؿٛي اٌؼٍغ اٌّشتغ اٌظغ١ش اٌزٞ عٛف ٠غرمـغ حرٟ ٠ظً ػٍٟ أوثش حعُ ِّىٓ ٌٍؼٍثح؟ 

 انحم

.  حعُ اٌؼٍثحV ؿٛي ػٍغ اٌّشتغ اٌظغ١ش اٌزٞ عٛف ٠غرمـغ ٚ X ٔفشع أْ 
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: ِٓ اٌشىً

v = x(24 − 2x)(24 − 2x) 

ٚV  ػٕذِا  :X = 0 ٚ  X = 12 

  0,12  اٌرٟ ٔشغة فٟ إ٠عاد٘ا فٟ اٌفرشج Xل١ّح

V = 576x − 96x2 + 4x3 

V1 x = 576 − 192X + 12x2 

V1 X = 0 = 576 − 192X + 12x2 

0 = 12(48 − 16x + x2) 

12 x − 12  x − 4 = 0 

X:  اٌم١ُ اٌحشظح  = 12X = 4 

, 0 اٌم١ّح اٌؼظّح اٌّـٍمح ذحذز ػٕذ اٌم١ُ اٌحشظح أٚ ػٕذ أؿشاف اٌفرشج  12  . 

v 0 = 0 

v 4 = 576(40 − 96 4 2 + 4 4 3 = 1024 

v 12 = 576 12 − 96 12 2 + 4 12 3 = 0 

 إرْ أوثش حعُ ِشوة 4 ٠ٚحذز ػٕذ 1024  12, 0  فٟ اٌفرشج vاٌم١ّح اٌؼظّٟ اٌّـٍمح ٌٍحعُ 

 ٛ٘1024cm3 ٗٚٔحظً ػ١ٍٗ تمـغ ِشتغ ؿٛي ػٍؼ (4cm)الأؿشاف ِٓ  .

(: 7)مثبل

٠شاد ذش١ذ خضاْ وث١ش تذْٚ غـاء رٞ لاػذج ِشتؼح ٚظٛأة سأع١ح ػٍٟ شىً ِغرـ١لاخ تح١س 

 ِٓ الاِراس اٌّىؼثح ِٓ اٌّاء ٌرغز٠ح ػذج ِغاوٓ ذىٍفح اٌّادج اٌرٟ ع١ظٕغ ِٕٙا  32cm3 ٠رغغ 

! اٌخضاْ ػششْٚ د٠ٕاس ٌٍّرش اٌّشتغ ِا ٟ٘ أتؼاد اٌخضاْ اٌرٟ ذعؼً اٌرىٍفح ألً ِا ٠ّىٓ؟

 انحم
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 ، اٌرىٍفح c ٌلإسذفاع ٔش٠ذ اٌم١ّح اٌظغشٜ ٌٍرىٍفح y ذشِض ٌـٛي ػٍغ اٌماػذج ٚأْ xٔفشع أْ 

: ذغاٚٞ ِغاحح اٌخضاْ ِؼشٚتح فٟ اٌّرش اٌّشتغ

c = 20 x2 + 4xy  

 ِٓ الأِراس اٌّىؼثح ٚذغاٚٞ حعُ اٌخضاْ  32حعُ اٌّاء 

32 = x2y 

y =
32

x2
 

c = 20  x2 + (128
x2 )  

c = 20  x2 + 4 × (32
x2 )  

: لإ٠عاد إٌماؽ اٌحشظح

∂c

∂x
= 20  2x − (128

x2 )  

∂c

∂x
= 0 

20  2x − (128
x2  = 0 
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2x =
128

x2
 

x3 = 64 

x = 4 

:  أِراس ٚالإسذفاع4تٙزا ٠ٍضَ أْ ٠ىْٛ ؿٛي اٌماػذج ٌٍخضاْ 

y =
32

x2
=

32

(4)2
= 2m 

xٌٍرحم١ك فٟ أْ  =  ٔٙا٠ح طغشٜ  4

∂c

∂x
= 20  2 − 128(−2

x3 ) = 20  2 + 256
x3   

c′′  4 = 20 2 + 256(4)3 = 120 > 0 

xإرْ ٔٙا٠ح طغشٜ ػٕذِا  = .   ٠ؼٕٟ ألً ذىٍفح ٌٍخضا4ْ

(: 8)مثبل 

! أٚظذ ػذداْ ِعّٛػّٙا شّا١ٔح ِٚعّٛع ِشات١ؼّٙا أطغش ِا ٠ّىٓ؟

انحم 

,xٔفشع أْ اٌؼذداْ ّ٘ا  y 

: ِٓ اٌّؼـ١اخ

x + y = 8 

: ٔفشع ٌذاٌح

p = x2 + y2 

y = 8 − x 

 ٚ
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p = x2 + (8 − x)2 

∂p

∂x
= 2x + 2 8 − x  −1 = 4x − 16 

: ِٕٚٙا

4x − 16 = 0 

x = 4 

xٌٍرأوذ أْ  =  ٔٙا٠ح طغشٜ  4

4 > 0 

, xإرْ ٔٙا٠ح طغشٜ ٌٍؼذد٠ٓ  y 

X = 4 , y = 4 

(: 9)مثبل

: ذرحشن ٔمـح ػٍٟ ِٕحٕٟ ٚفماً ٌٍّؼادٌح اٌض١ِٕح 

S t = t3 + t2 + t 

(i)  أٚظذ عشػح إٌمـح ػٕذ: 

t = 2     ,   t = 1 

(ii)  فٟ اٌٍحظح  (اٌؼعٍح)أحغة اٌرغاسعt =  ٚاٌّغافح اٌّمـٛػح ػٕذ رٌه ِمذسج 0

 !تاٌغٕر١ّرش ٌىً شا١ٔح؟

 انحم

(i)  (ِؼذي اٌرغ١١ش)اٌغشػح: 

tػٕذ  (1) = 1 

∂s

∂t
 1 = 3t2 − 2t + 1 = 3 − 2 + 1 = 2 cm s  

tػٕذ  (2) = 2 



51 
 

∂s

∂t
 2 = 3 2 2 − 4 + 1 = 9 cm s  

(ii)  (ِؼذي اٌرغ١١ش ٌٍغشػح)اٌرغاسع: 

∂s2

∂t2
= 6t − 2 

tػٕذ  = 0 

∂2s

∂t2
= 0 

(: 10)ِصاي

 80cm ٚػشػٗ 100cmؿٌٛٗ : ٠غىة عاةً ػٍٟ حٛع ػٍٟ شىً ِرٛاصٞ ِغرـ١لاخ 

2 ، تّؼذي ذغ١١ش لذسٖ 120cmٚإسذفاػٗ  cm3 s أٚظذ ِؼذي إسذفاع اٌغاةً فٟ أٞ ٌحظح؟ ،  !

 انحم

 إرا حعُ اٌّاء ِمذاسٖ ِغاحح اٌماػذج ٚاٌرٟ h cmٔفشع أْ إسذفاع اٌغاةً فٟ اٌحٛع ٠غاٚٞ 

 ، إرْ حعُ اٌّاء فٟ اٌحٛع h cmِظذساً فٟ إسذفاع اٌغاةً اٌزٞ ٠ؼادي  (80( )100)ذغاٚٞ 

ٛ٘ :

v = (80)(100)(h) 

ِٚؼذي ذغ١١ش حعُ اٌغاةً ٠غاٚٞ  

dv

dt
= 8000

dh

dv
= 2 

dv

dt
= 0.00025 cm sec  
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 :اننخبئج 

 :     ِٓ خلاي دساعح ِٛػٛع اٌثحس ذٛطً اٌذاسعْٛ ٌٍٕراةط اٌرا١ٌح

 .ذث١ٓ إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغشٜ أ١ّ٘ح فٟ ِؼشفح عٍٛن اٌذاٌح  (1

٠ؼرثشإخرثاس اٌّشرمح اٌصا١ٔح ٌٍذاٌح أتغؾ ٚ أعشع فٟ ذحذ٠ذ اٌم١ُ اٌؼظّٝ ٚ  (2

 .اٌظغشٜ ٌٍذاٌح 

 .٠غرفاد ِٓ إخرثاس اٌّشرمح الأٌٚٝ ٚ اٌصا١ٔح فٟ حً اٌّغاةً الالرظاد٠ح  (3

٠ّىٓ ػًّ ّٔارض س٠اػ١ح ذغرخذَ ِفَٙٛ إٌٙا٠اخ اٌؼظّٝ ٚ اٌظغشٜ ٌثؼغ  (4

 .اٌؼٍَٛ 

 

 : انخٌصيبث 

 : تؼذ أْ ٚفمٕا الله عثحأٗ ٚ ذؼاٌٝ تئوّاي ٘زا اٌثحس ٔحٓ ٔٛطٟ اٌذاسعْٛ تا٢ذٟ 

إخزاء دراسبث و بحىد ػهً انُهبيبث انؼظًً و انظغزي ػهً انذوال و حطبيقبحهب في  (1

 .أكثز يٍ يخغيز 

دراست انُهبيبث انؼظًً و انظغزي ػهً انذوال و حطبيقبحهب في يخغيز واحذ في  (2

 .يدبلاث يحذدة يثم انهُذست أو انفيشيبء أو الاقخظبد 

انخىسغ في دراست انخطبيقبث انؼظًً و انظغزي نهذوال في كىرسبث طلاة  (3

 .انبكبنزيىص 

إخزاء دراسبث و بحىد في حطبيقبث ػهً انُهبيبث انؼظًً و انظغزي في يدبلاث  (4

  . ( ػهىو إخخًبػيت –طبيت  )أخزي غيز انخي حى حُبونهب في هذا انبحذ 
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: مصبدر انبحث

 

 أعاع١اخ اٌرح١ًٍ اٌش٠اػٟ  -1

ػثذالله اٌّؼٍٛي دٚػ ٚأخشْٚ 

َ 1991اٌـثؼح الاٌٟٚ 

 1064-91سلُ الإ٠ذاع 

داس اٌىرة اٌٛؿ١ٕح  

 اٌش٠اػ١اخ ٚذـث١ماذٙا فٟ اٌؼٍَٛ الإداس٠ح ٚالإظرّاػ١ح -2

تشأاسدوٌّٛٓ - ٘ٛاسد اٌرْٛ

اٌٍّّىح اٌؼشت١ح اٌغؼٛد٠ح -اٌش٠اع- داس اٌّش٠خ ٌٍٕشش

َ 2005-٘ـ 1426-َ 2002- ٘ـ 1422

 ِثادا اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ  -3

ٍِخظاخ شؤَ إ٠ضٞ 

فش٠ذ عغ١ش 

 2004اٌـثؼح اٌؼشت١ح الاٌٚٝ 

اٌذاس اٌذ١ٌٚح ٌلإعرصّاساخ اٌصماف١ح 

 حغاب اٌرفاػً ٚإٌٙذعح اٌرح١ٍ١ٍح -4

٘ـ 1422-إتشا١ُ٘ دتة عؼ١ٕٟ

فٙشعد ِىرثح اٌٍّه فٙذ اٌٛؿ١ٕح إٔٔا إٌشش 

 اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ اٌّرمذَ -5

ِٛساٞ عٕعً 

َ 2008– اٌـثؼح اٌؼشت١ح اٌصإِح 

اٌذاس اٌذ١ٌٚح ٌلإعرصّاساخ اٌصماف١ح 

 ِثادا اٌش٠اػ١اخ -6

٘ادٞ ِع١ذ اٌحذاد /د

 1997- ٘ـ 1417داس اٌّش٠خ ٌٍٕشش 

اٌٍّّىح اٌؼشت١ح اٌغؼٛد٠ح – اٌش٠اع 

 أعظ ػٍُ اٌش٠اػ١اخ، اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ -7

 ػثذاٌشافٟ فّٟٙ ػثادٖ/د
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 حغٓ ِظـفٝ اٌؼ٠ٛؼٟ/د

ِحّذ ؿٍؼد ػثذ إٌاطش /د

َ 2005-٘ـ 1426اٌـثؼح اٌصا١ٔح ِض٠ذج ِٕٚمحح 

داس اٌفىش اٌؼشتٟ 

 اٌىراب اٌصأٟ – اٌش٠اػ١اخ اٌّرخظظح  -8

 اٌظف اٌصاٌس شأٛٞ

 آفاق ٌٍٕشش ٚاٌـثاػح

 778/2008سلُ الإ٠ذاع 

 اٌعضء الأٚي- اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ -9

ػٕاْ ػٛع / د

أحّذ ػلاٚٔح /د

ِف١ذ ػضاَ /د

داس اٌفىش ٌٍٕشش ٚاٌرٛص٠غ 

 

 

 

 

 


