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 الإهـداء

 بذات الحب الممسوق في دواخلنا عشقـاً لكم .. وبكل أيات الإمتنان صفـاء



 ب
 

 نهدي هذا الجهد العمل المتواضع إلى هـؤلاء ..
أن تنتظر الثمر ، للمشعل المضئ الذي صارع  إلى الســماء التي تهب المطر دون  

 الظلمـة في سبيـل إنـارة الطريـق
 أبــي الحبيـــب

إلى الينبوع الذي لا ينضب ويفيض بالحنان والعطاء ، إلى من كانت  شمساً تقيني  
 برودة الشتاء ونجماً أهتدي به في الصحراء إلى من تشرق عيناي برؤيتها كل صباح

 أمــي الحنــون
 من علموني أبحدية الحياة طفـلً إلى  

 وغمروني بلطائف المحبة يافعاً 
 وزرعوا بالقـلب سندياناً 

 إخــوتي الأعــزاء
 إلى من سرت وإياهم درب الحياة .. وفتحوا قـلوبهم لأنزل فيها صديق بالحياة

 وأطبقو على الأجفـان لأكون طيفـاً من الحياة .. إلى من عشت معهم أحلي أيــامي
 الأصـدقــاء

لى من بذل معنا أقصى جهده ومـد لنا يد العون في إعداد هذا البحث المتواضع  إ
 .. إلى من علمنا حرفـاً ولم يبخل علينا قـط بكلمة .. إلى رمز الإجتهاد والوفـاء

 الأستــاذة الفـاضلــة : الخنسـاء محمد ميرغنـي

 

 الشكـــــــــــر والعرفـــــــــــان
الشكر والحمد لله الذي أنار لنا درب العلم والمعرفة وأعاننا على  
 أداء هذا الواجــــب ووفقنا إلى إنجاز هذاالعمل  



 ج
 

نتوجه بجزيل الشكر والامتنان الى كل من ساعدنا من قريب او  
من بعيد على انجاز هذا العمل وفي تذليل ما واجهناه من  
 صعوبات وتخص بالذكر  الأستاذ المشرف:

 أ.الــــخنـســــــــــاء محــــــمد ميرغنـــــــــي             

التي تفضلت علينا بالإشراف على هذا البحث حيث قدمت لنا كل  
 النصح والإرشاد طيلة فترة الإعداد فـلها منا كل الشكر والتقدير

ولا يفوتنا أن نشكر الأستاذ . أبو ذر حسين والزميل . أحمد حسن  
 شكر والتقديرالشيخ منا لهم كل ال
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إستخدام برنامج الأوتوغراف في رسم مجسمات القطوعات المخروطية وخواص 

 هذه القطوعات .

وبعض التطبيقات التي تؤكد بأن للقطوعات أهمية كبيرة . و أين نجد هذه القطوعات 
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Abstract 

This research discussed the conic sections and its evolution 

throughout the decades, some prominent scientist in this field, 

and the autograph software. The research also viewed the 

problems of the research which were mainly about the way of 

drawing these sections using the autograph software and 

illustrating the application that prove the essential role of 

mathematics in our life and the places where these sections 

could be found in the nature and study the levels of them. And 

the research also discussed the solid and its properties and the 



 ه
 

autograph software and its tools and how these tools could be 

used. 
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 (1-1( تمهيد :

بقياس  مرتبطا   لفرعونيةقدم العلوم وقد نشأ في مصر اإن علم الهندسة يعد من أ 

نيوس لالأرض , وبعدها تطور على أيد الإغريق أمثال فيثاغورث وإقليدس وأبو

المخروطية وبعد أن إكتشف ديكارت طريق الذي كان أول من درس في القطوعات 

الإحداثيات والضرب الديكارتي أخذت تتطور الهندسة حتى تمكن العلماء من حل 

عديد من المسائل بطرق تحليلية . أصبحت الهندسة التحليلية هي العلم الذي يدرس 

وهو يعني رد المسألة الى مسألة حسابات عددية   الهندسة بطرق جبرية )تحليلية(

ق هندسية وهو يعتمد على إيضاح الأفكار الرياضية عن طريق تمثيلها بأشكال وطر

هندسية تمتاز هذه الطريقة بالوضوح .وبما أن الشكل الهندسي هو مجموعة من 

النقاط تحقق خاصية محددة فإن الدراسة التحليلية لهذا الشكل يجب ان تبتدئ بتعيين 

موضع النقطة بإحداثيات  د التي تعينموضع النقطة باستخدام الأعداد وتسمى الأعدا

 النقطة .

 : مشكلة البحث 2-1) )

 كيفية رسم القطوعات بإستخدام برنامج الأوتوغراف.

 : ( أهمية البحث3-1)

  يبين البحث إستخدام برنامج الأوتوغراف في رسم القطوعات

 .بطريقة مبسطة تساعد في تكوين خلفية علمية ثابتةالمخروطية 

  التي تؤكد بأن للرياضيات اهمية كبرى في الحياة توضيح التطبيقات

 العامة . 

  إكتساب القدرة على التفكير وربط المفاهيم الرياضية بالهندسة

وتوظيف الرياضيات لرسم الأشكال الهندسية من خلال المعادلَت 

الرياضية مثل القطوعات المخروطية لتنمية القدرات المعرفية 

 لية .والعلمية والعم
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 ( أهداف البحث :4-1)

 وطية في الحياة إكتساب القدرة على تطبيق صيغ القطوعات المخر

 العلمية 

 . توضيح مفاهيم القطوعات المخروطية وتطبيقاتها 

 . إيجاد العلاقة بين القطوعات المخروطية وبرنامج الأوتوغراف 

 فرضيات البحث :5-1) )

  القطوعات المخروطية كيفية استخدام برنامج الأوتوغراف في رسم

 ؟؟؟

  ؟؟؟ راسة القطوعات المخروطية دما أهمية 

 ؟؟؟ اين نجد هذه القطوعات  في الطبيعة 

  هل يمكن رسم القطوعات المخروطية دون معرفة مقاطع السطح في

 المستويات المختلفة ؟؟؟

  ا في ا اساسي  ما هي الخواص المتعلقة بهذه الأشكال والتى أدت دور 

 ضيات بما فيها الرياضيات التطبيقية.مختلف فروع الريا

 منهج البحث : 6-1))

 : المنهج الوصفي 

كما توجد في الواقع و يهتم بوصفها وهو يعتمد على دراسة الظاهرة 

وصفا  دقيقا  و يعبر عنها كيفيا  وكميا  فالتعبير الكيفي يصنف الظاهرة 

"يوضح و يوضح خصائصها اما التعبير الكمي يعطيها وصفا  رقميا  

 خرى. مقدار هذه الظاهرة ودرجة ارتباطها مع الظواهر الأ
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 : تمهيد1-2))

 القطع المخروطي :

 المخروط:

هو جسم مركب من دائرة ونقطة تقع خارج مستوى الدائرة ومن كل القطع التي 

.تسمى الدائرة قاعدة المخروط وتسمى النقطة تفصل هذه النقطة من نقاط الدائرة 

رأس المخروط , وله غلاف جانبي يتكون من كل القطع التي تصل بين الرأس 

 ومحيط الدائرة .

 هنالك أربعة أنواع للمخروط القائم :

 الدائرة : يكون المستوى عموديا  على المحور . .1

موازي  القطع الناقص : يكون المستوى ليس عموديا  على المحور غير .2

 لراسمه.

القطع المكافئ : يكون المستوى ليس عموديا  على المحور وموازي لراسم  .3

 فيه .

 القطع الزائد : يكون المستوى موازيا  المحور. .4

 : القطع المخروطي

هو المحل الهندسي لنقطة تتحرك في المستوى بشرط أن تكون نسبة بعدها عن نقطة 

دليل " والنسبة الثابتة " الإختلاف المركزي " ثابت " البؤرة " والمستقيم الثابت " ال

. 

 يتحدد نوع القطع كما يلي : 

𝑒إذا كان الإختلاف المركزي  .1 =  يكون القطع مكافئ . 1

𝑒إذا كان الإختلاف المركزي  .2 <  يكون القطع ناقصا  . 1

𝑒إذا كان الإختلاف المركزي  .3 >  يكون القطع زائدا  . 1
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𝑒إذا كان الإختلاف المركزي  .4 =  يكون القطع دائرة.  0

  وسميت القطوع المخروطية بهذا الأسم لأنها ناتجة من قطع المخروط الدائري

 القائم بمستوى .

 :                                                   (Parabola) القطع المكافئ( 2-2)

من لنقاط في المستوى التي تكون على أبعاد متساوية القطع المكافئ هو فئة ا

" مساويا   الدليل " يسمى " وخط ثابت في المستوى البؤرة "تسمى ثابتة  نقطة

 ". ختلاف المركزيالإ " دائما  لمقدار ثابت

 المعادلة القياسية البسيطة للقطع المكافئ:

y2 = 4ax            → (1)  

الصورة القياسية البسيطة للقطع المكافئ الذي محور تماثله   (1)تمثل المعادلة 

 .(0,0)نقطة الَصل  ورأسه xور مح

x2والمعادلة  = 4ay   تمثل معادلة القطع المكافئ الذي محور تماثله محورy  

 .(0,0)وراسه نقطة الَصل 
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 بيانات القطع المكافئ : 1-2-2))

i.  إحداثيات رأس القطع هي v (0,0)  وإحداثيات البؤرةF(±a, 0). 

ii.  محور التماثل للقطعx "  الدرجة الَولى".يناظر المتغير من 

iii.  يتماثل القطع حول محورy ذا كان المتغير " إy ."هو متغير من الدرجة الَولى 

iv.  يبعد الرأس عن البؤرة المسافةa  ويبعد الدليلL  عن الرأس نفس المسافة في

 الإتجاه المعاكس .

v. ما الدليل فهو عمودي عليه وفي قع على محور التماثل داخل القطع االبؤرة ت

 المعاكسة من الرأس.الجهة 

vi.  المستقيمDD`  يسمى الوتر البؤري العمودي طولهDD` = 4a  ويتعامد مع

 محور التماثل عند البؤرة .

vii.  معادلة الدليلx = −a   ومعادلة الوتر البؤري العموديx = a. 

viii.  إتجاه فتحة القطع "الإتجاه الموجب لx إذا كانت "a > الإتجاه السالب  أو " 0

a" إذا كانت  xل  < 0. 

 : المعادلات البارامترية للقطع المكافئ 2-2-2))

x2ينفرض أن لدينا قطع رأس = 4py  فإنه بإدخال بارامتر "وسيط" يربط

عن طريق غير مباشر بحيث تتحقق معادلة القطع المكافئ  yبالمتغير  xالمتغير 

 بالمعادلَت:

x = 2pt , y = pt2 , t ∈ R → (1) 

 أو في الصورة الَتجاهية

R⃗⃗ = (2pt , pt2)          , t ∈ R 
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 أو في الحالة العامة 

R⃗⃗ = (At , Bt2)   , A = 2B     , t ∈ R 

 تمثل قطع مكافئ رأسي .

 خواص القطع المكافئ: 3-2-2))

 أولاً:الخواص الهندسية للقطع المكافئ:

,P(xنفرض أن النقطة  y)  هي نقطة تقاطع المماسT والعمودي عليهN  

y2للـقطع المكافئ  = 4ax 

يقطع  Nوأن العمودي  Mمحور القطع في نقطة يقطع  Tونفرض أن المماس 

 .هو تحت العمودي  ABهو تحت المماس  MA فيكون   Bالمحور في نقطة 
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 : هي Pمعادلة المماس عند 

yy1 = 2a(x + x1) 

 

yنقطة  نضع Mها :حداثياتولإيجاد إ  =  عند  اسمعادلة الممفي 0

 

2a(x + x1) = 0 

x = −x            , OM =   ولكن             0

OA = x ,           OM = OA      و  

 : أي أن رأس القطع ينصف تحت المماس من الرسم نجد أن

|PA|2 = BA − MA 

𝑦2 = AB. 2x         →           AB =
𝑦2

2x
 

 ولكن 

y2 = 4ax 

⇒ AB̅̅ ̅̅ = 2a 

إذن تحت العمودي عند أي نقطة يكون دائما  مساويا  لطول نصف الوتر البؤري 

 .  العمودي
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 : البصريةثانياً : الخواص 

, P(x نفرض النقطة y)  على القطعy2 = 4ax  فيكونOA̅̅ ̅̅ = OM̅̅̅̅̅ = x1 

 "من خواص القطع المكافئ".

 

 ولكن 

FB = PC = AD = x + a 

FM = FB → FM = PC  

 ينتج من ذلك أن 

⊀ FMP =⊀ MPF 

 ولكن 

⊀ FMP =⊀ MPC  

أي أن المماس عند أي نقطة ينصف الزاوية بين البعد البؤري للنقطة والمستقيم 

 Pهو العمودي عند  PB̅̅̅̅والعمودي على الدليل مارا  بنقطة التماس إذن 

(1) ∢MPF + ∢FPB =
π

2
 

⊀MPC+⊀ LPA =
π

2
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 ولكن 

⊀ MPF =⊀ MPC  

 يكون : (2)و  (1) خاصية من FPMالمماس ينصف الزاوية 

⊀ FPB =⊀ LPB 

 المكافئ :تطبيقات القطع 

i. . تصميم الكشافات الضوئية 

ii. . المرآيا المستخدمة في التلسكوبات 

iii. . اطباق البث والإستقبال 

iv. . السلاسل والجسور المعلقة 

v. . عدسات النظارات 

vi. .مسار جسم مقذوف تحت تأثير العجلة الجاذبية مع إهمال الهواء 

 

 ( :Ellipses ) القطع الناقص1-3-2) )

المستوى بحيث تكون دائما مجموع بعديها عن هو المحل الهندسي لنقطة في 

يساوي مقدار ثابت "طول  في المستوى تسميان "البؤرتين" نقطتين ثابتتين

 . المحور الَكبر"

 لقطع الناقص:الصورة القياسية ل

x2

a2
+

y2

b2
= 1     → (1) 

b2: حيث = a2 − c2             
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 (2-3-1) : بيانات القطع الناقص

i.  معادلة القطع الناقص دالة زوجية فيx, y   نها دالة ضمنية .ا حيث إمع 

ii.  2المحور الأكبر للقطع الناقص طولهa بين النقطتين  تقيمةوهو القطعة المس

V(±a, 0)  . 

iii.  2المحور الأصغر طولهb  وهو القطعة المستقيمة بين النقطتينM(0,±b). 

iv.  2المقدارc  فقي للقطع الناقص الأ (1)هو طول المسافة بين البؤرتين للمعادلة

 . xلأن محوره الأكبر على إمتداد محور 

v.  : القطع الناقص الرأسي معادلته
y2

a2 +
x2

b2 = محوره الأكبر منطبق و     1

 .yعلى محور 

 (2-3-2)قطع الناقص:          متريه  للاالمعادلات البار 

x = a cos t      ,    y = b sin t                  0 ≤ t ≤ 2 

  tتمثل الزمن 
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معادلاتها القياسية مع  ل يوضح القطوع الناقصة في الأوضاعجدو

 وخواصها:

 Yالبؤرة على محور  Xالبؤرة على محور 

 : المعادلة
x2

a2 +
y2

b2 = 1 

b2 : حيث = a2 − c2 

a > 𝑏, 𝑎 > 𝑐 

 المعادلة :
x2

b2 +
y2

a2 = 1 

b2 حيث : = a2 − c2 

a > 𝑏 , 𝑎 > 𝑐 

,F2(−c : البؤرتان 0), F1(c, 0) 

,V2(−a:  الرأسان 0), V1(a, 0) 

نهايتا المحور الأصغر: 

M2(0,−b),M1(0, b) 

 (0,0) المركز :

 : البؤرتان

F2(0,−c), F1(0, c) 

 : الرأسان

V2(0,−a), V1(0, a) 

نهايتا المحور الأصغر: 

M2(𝑏, 0),M1(−b, 0) 

 (0,0) المركز :

 

 

 (1جدول)
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 معادلة القطع الناقص على محور التماثل بنقل المحاور :

(x, y)  → (x − h , y − k) 

(𝑥 − ℎ)2

a2
+

(𝑦 − 𝑘)2

b2
= 1    a > 𝑏   → (2) 

 (𝟐)المعادلة 

i.  مركزها(h, k) . 

ii.  ورؤوسه(h ± a, k),. 

iii. والبؤرتان(h ± c, k)  و  معادلَت الأدلةx =
a

e
± h 

iv.  نهايات الوتر البؤري العمودي 

[h ± c, k ±
b2

a
]. 

 ختلاف المركزي وشكل القطع الناقص :الإ

x2

a2
+

y2

b2
= 1                   ,         a > 𝑏 > 0   

c = √a2 − b2                  ,            0 ≤ c ≤ a 

 .  c   القطع الناتج يختلف في شكله على حسب قيمة

𝑎)يكون دائري اذا كان  = 𝑏), c = يكون مسحوبا  في إتجاه المحور و 0

cلى قيمتها العظمى حتى تصل إ cقيمة كبر كلما زادت الأ = a  والقطع في هذه

ختلاف المركزي " اي أن النسبة " الإ F1F2الحالة يصبح القطعة المستقيمة 

 e =
c

a
 .لتوضيح درجة بعد القطع الناقص من كونه دائرة  1الى  0تتغير من 
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 (2-3-3) : خواص القطع الناقص

 : )خواص بصرية(عكاس في القطع الناقصخاصية الإن

لى مجسم كبر فاننا نحصل عا دار القطع الناقص حول محوره الأذإ

دى حيمكن إثبات أن الشعاع الصادر من إناقص "عدسة ناقصة " 

 يضا  نسبة لموجات الضوء أخرى هذا بالالبؤرتين ينعكس الى البؤرة الأ

 موجات الصوت تتبع هذه الخاصية .

 تطبيقات القطع الناقص :

i.  رسم المسارات الدائرية والبيضاوية. 

ii.  المدارات الإهليجية للكواكب و الأقمار. 

iii.  يتم وضعها في مسار قطع ناقص حول إطلاق الَقمار الصناعية بحيث

الكوكب أو  القمر أو النجم بحيث تستقر سرعته على سرعة  تعرف بالسرعة 

 .المدارية 

iv. . القطع المائل للأسطوانات 

 : Hyperbolas )القطع الزائد ) 4-2))

لنقاط في المستوى التي الفرق بين بعديها عن نقطتين ثابتتين هو المحل الهندسي 

 ." 2a "ثابت   "البؤرتين" في المستوي يساوي مقدارتسميان 

,F1(cخذنا البؤرتين إذا أ 0), 𝐹2(0,−c)  حداثيات في ونقطة الأصل إ

 منتصف المسافة بينهما  يكون معادلته :

x2

a2
−

y2

b2
= 1 → (1) 
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 (2-4-1) بيانات القطع الزائد :

i. بالنسبة للمحاور  متماثله (1) المعادلةox, oy  وكذلك نقطة الأصل ولكن

وفي الحقيقة لَ يوجد جزء للمنحنى   y لَتوجد نقاط تقاطع حقيقية مع محور

 واقع بين

 x = a  ,    x = −a . 

ii.   الإختلاف المركزي  e:للقطع الزائد أي ان 

e =
c

a
> 1 

iii. : طول الوتر البؤري العمودي 

e =
2b

a
= 2a|e2 − 1| 

iv. 2 البعدa متداد محور يسمى طول المحور القاطع وهو على إox 

v. 2b متداد محور ر المرافق ))التخيلي (( وهو على إيسمى طول المحوoy 

vi.  إحداثيات البؤرتان(±c, 0) 

vii. فرع القطع مع المحور القاطع نقاط تقاطع أ(ox)  تسميان الرأسان ولهما

,a±)حداثيات الإ 0) . 

 :مترية للقطع الزائد االمعادلات البار( 4-2-2)

x = a cos hθ 

y = b sin hθ 

θ تمثل عدد حقيقي 

x = a sec ∝ 

   y = b tan ∝ 

تمثل عدد حقيقي   ∝ 
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جدول يوضح القطوع الزائدة في الأوضاع القياسية مع معادلاتها 

 وخواصها :

 yالبؤرتان على محور  xعلى محور البؤرتان

,F2(−c: البؤرتان 0), 𝐹1(c, 0)  

,a−): الرأسان 0), (a, 0)  

 (0,0) المركز :

,F2(0,−c) : البؤرتان F1(0, c) 

,0) : الرأسان −a), (0, a) 

 (0,0) المركز :

المعادلة :
x2

a2 −
y2

b2 = 1  

b2حيث : = c2 − a2  

c ملاحظة : > 𝑎 , 𝑐 > 𝑏  

المعادلة :
y2

a2 −
x2

b2 = 1  

b2حيث : = c2 − a2 

cملاحظة : > 𝑎, 𝑐 > 𝑏 

yالخطوط التقاربية : = ±
b

a
yالخطوط التقاربية :    = ±

a

b
x  

 

 

 (2جدول )
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مثلأ  xنسحاب المحاور الذي محوره القاطع يوازي محور معادلة القطع الزائد بإ

,h)ومركزه    yومحوره المرافق يوازي محور k)  الذي رؤوسه𝑉(h ± a, k)  

 رتيهوبؤ

.𝐹(h ± c, k) 

(x − h)2

a2
−

(y − k)2

b2
= 1 

 الإختلاف المركزي :

eالمقدار  =
c

a
القطع إما ختلاف المركزي ويستدل منه على نوع يسمى الإ 

eلقطع المكافئ يكون مكافئا أو زائدا أو ناقصا فا = 0اما الناقص يكون  1 <

𝑒 < eاما الزائد فيكون  1 > 1 . 

 تطبيقات القطع الزائد :

i. .رسم القطوع الزائدة وتقدير خطوط التقارب 

ii. . تقدير سرعات الَفلات للأجسام المنطلقة من كوكب أو من قمر أو من نجم ما 

iii.  للتلسكوب .بعض العدسات والمرايا الخاصة كما في العدسة الثانوية 

iv. . تصنيع الساعة الشمسية أو المزولة 
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 سطوح الدرجة الثانية :( 1-3)

,f(xلدرجة الثانية                                        لدراسة شكل سطح ا y, z) =

0 

حداثيات مستويات الإطع السطح بمستويات مختلفة ويكفي أخذ ن نعرف مقايجب أ

والمستويات التي توازيها كمقاطع ومنحنى المقطع عبارة عن قطع مخروطي 

يه السطح تجاهات مختلفة لمعرفة ما يحتولمقاطع عبارة عن تشريح للسطح في إوا

 شكال هندسية . من أ

 على المستويات الإحداثية :  𝚿مع السطح  𝛑مساقط تقاطع المستوى 

  على المستوىoxy  ∶ 

{M(x, y): ∅(py + QZ + R, Z) = 0} 

    oxyتمثل نقاط مجموعة واقعة في

 

 : على المستوى oyz 

{M(x, z): ∅(py + Qz + R, Z) = 0} 

 على المستوى𝑜𝑥𝑧: 

{M(x, y, z): ∅(x, Px + Qz + R, y, z) = 0} 
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Hdوقبل ان نتعرف على شكل السطح 
Hdسندرس مساقط السطح  `

على المستويات  `

oxy, oyz , oxz  : على الترتيب 

 الشكل الناتج  المسقطمعادله  المستوى

Xy x2

a2
+

y2

b2
= 1 

معادلة 

قطع 

 ناقص

 

Yz y2

b2
−

z2

c2
= 1 

معادلة 

قطع 

 زائد

 

Xz x2

a2
−

z2

c2
= 1 

معادلة 

قطع 

 زائد

 

 (3جدول)
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 ( مجسم القطع المكافئ:2-3)

 هو سطح من الدرجة الثانية يشكل بيان المعادلة 

x2

p
+

y2

q
= 2z…… . . (1) 

pحيث                > 0 , 𝑞 >  منهما وسيطي المجسم. ويسمى كل 0

pذا كان إ               = q  . فإن المجسم يسمى مجسم القطع المكافئ الدوراني 

 : Peويرمز لهذا المجسم بالرمز 

 Pe = {M(x, y, z):
x2

p
+

y2

q
= 2z} 

 ويسمى مبدأ الإحداثيات برأس المجسم       
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 : خواص المجسم ( (1-2-3

i.  متناظر بالنسبة للمستويين الَحداثيينoyz , ozx  وللمحورoz  ويقع بأكمله في

 . oxyالجزء العلوي من المستوى 

ii.  تقاطعه مع مستويات توازيoxy  : 

π1: z = h 

zبالتعويض عن  = h نحصل على : (1) في المعادلة 

Pe ∩ π1 =
x2

p
+

y2

q
= 2h 

 : hوناتج التقاطع يختلف تبعا لإشارة 

 ناتج التقاطع شارةالإ

h >  التقاطع في قطوع ناقصه 0

h <  يوجد تقاطعلَ  0

h =  (0,0,0)التقاطع في نقطة  0

 للمجسم  ويصبح المستوى مماسا  

 

iii.  تقاطعه مع مستويات توازيoyz ∶ 

π2: x = e 

xبالتعويض عن  = e  نحصل على  (1)في المعادلة: 

pe ∩ π2 =
e2

p
+

y2

q
= 2z 

→ y2 = 2qz −
q

p
e2 
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 وناتج التقاطع في قطوع مكافئة

iv.  تقاطعه مع مستويات توازيoxz: 

π3: y = m 

 

yبالتعويض عن  = m  نحصل على : (1)في المعادلة 

pe ∩ π3:
x2

p
+

m2

q
= 2z 

→ x2 = 2pz −
p

q
m2 

 أن ناتج التقاطع هو قطوع مكافئة. أي

 مجسم القطع الناقص :( (3-3

 يعرف مجسم القطع الناقص في الفراغ الثلاثي بأنه بيان المعادلة :

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1  → (1) 
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,aحيث  b, c  ثلاث أعداد موجبة إثنان منها على الأقل مختلفان إذا كانc =

b = a ونصف قطرها (0,0,0 الى معادلة كرة مركزهفإن المعادلة تتحول إ )

,cوتسمى  aيساوي  b, a مجسم القطع الناقص ويرمز له  نصاف محاورأ

 ن :اي أ Edبالرمز 

Ed = [M(x, y, z) =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1] 

 :خواص المجسم ( (1-3-3

i. ن حول المستويات الإحداثية والمحاور الإحداثية ونقطة الأصل وذلك لأ متناظرة

x, y, z . وتدخل في المعادله بقوى زوجيه فقط 

ii. ذا كانت:جسم القطع الناقص مجموعة محددة لأنه إم 

M(x, y, z) ∈ Ed 

→ −a ≤ x ≤ a 

−b ≤ y ≤ b 
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−c ≤ z ≤ c 

iii.  تقاطعه مع مستويات توازيoxy  : 

:π1بيان المعادلة  π1ليكن لدينا المستوى  z = h  تقاطع المستوىπ  مع مجسم

 القطع الناقص يعطى بالمعادلة :

x2

a2
+

y2

b2
+

h2

c2
= 1 

x2

a2
+

y2

b2
= 1 −

h2

c2
    → (2) 

 : المختلفة hعند قيم  (2)تدرس المعادلة 

i.  1اذا كان −
h2

C2 > 0       →    C2 > h2    →  
h2

C2 < 1   

c−ذن إ < ℎ < 𝑐 التقاطع عبارة عن القطع الناقص : نوعليه فإ 

x2

a2(1 −
h2

c2)
+

y2

b2(1 −
h2

c2)
= 1 

b2(1√       حيث −
h2

c2)
2

     ,√a2(1 −
h2

c2)
2

 طولي محوريه .   

ii. ذا كانإ 

1 −
h2

c2
= 0 →

h2

𝑐2
= 1 → c2 = h2 

hذن إ = ±c   0,0)ن التقاطع عبارة عن النقطتين وعليه فإ, c)  ,(0,0, −c) 

 مماسا  للمجسم .  π1ويكون المستوى 
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iii. 1                                            ذا كانإ −
h2

c2 < 0 → 1 <

 h2

 c2 → c2 < h2 

cذن إ < ℎ < −𝑐  ن:في هذه الحالة لَيوجد تقاطع , أي أ 

π ∩ Ed = ∅ 

 

 حالات تقاطع مجسم القطع الناقص : (2-3-3)

 ناتج التقاطع معادلة التقاطع  المستوى القاطع 

  موازي لoxy 

zومعادلته  = h 

x2

a2
+

y2

b2
= 1 −

h2

c2
 

 

−c < ℎ < 𝑐 

 قطوع ناقصة

h = ±cنقطة 

−c > ℎ > 𝑐 

 يوجد تقاطع لَ

  موازي لoyz 

𝑥ومعادلته = 𝑒 

y2

b2
+

z2

c2
= 1 −

e2

a2
 

−a < 𝑒 < 𝑎  

 قطوع ناقصة 

e = ±a  نقطة 

−a > 𝑒 >

𝑎 لَيوجد تقاطع 

  موازي لoxz x2

a2
+

z2

c2
= 1 −

m2

b2
 

−b < 𝑚 < 𝑏 
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yومعادلته  =

m 

 قطوع ناقصة 

m = ±b  نقطة 

−b > 𝑚 > 𝑏 

 لَيوجد تقاطع 

 (4جدول)

 مجسم القطع الزائد وحيد الفراغ:  4-3))

 الدرجة الثانية بيان المعادلة :هو سطح من  

x2

a2 +
y2

b2
+

z2

c2
= 1…… . (1) 

,aحيث  b, c عداد موجبة تسمى بأنصاف محاور المجسم يرمز لهذا المجسم أ

Hdبالرمز 
` 

Hd
` : {M(x, y, z):

x2

a2
+

y2

b2
−

z2

c2
= 1} 
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 مجسم القطع الزائد ذو الفرعين:(  5-3)

    يشكل بيان المعادلةمجسم القطع الزائد ذو الفرعين هو سطح من الدرجة الثانية 

x2

a2
+

y2

b2
−

𝑧2

𝑐2
= −1 

,aثحي b, c  . أعداد موجبة 

Hdيرمز لهذا المجسم بالرمز 
2: 

Hd
2 = {M(x, y, z) =

x2

a2
+

y2

b2
−

z2

c2
= −1} 
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 خواص المجسم :(  1-5-3)

i. صلحداثية ونقطة الألإحداثية والمحاور ااظر بالنسبة لكل من المستويات الإمتن. 

ii. تقاطعه مع مستويات  توازي: oxy  

𝜋1: 𝑧 = ℎ 

zبالتعويض عن  = h : في المعادلة نحصل على 

Hd
2 ∩ π1:

x2

a2
+

y2

b2
=

h2

c2
− 1 

a) ذا كانإ 𝐡 = |𝐡| أو 𝟎 < 𝐜 ن التقاطع هو المجموعة الخالية إف𝛟 

b) ذا كانإ |h| = c النقطة نإف A(0,0, c)  وبالمثل المستوىz = −c  يمس

,B(0,0المجسم في النقطة  −C). 

c) ذا كان إ|h| > C ن التقاطع قطع ناقص نصف محوريه هما إف 
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√
h2

c2

a

− √و    1
h2

c2

b

− 1 

iii. تقاطعه مع مستويات توازي oyz: 

π2: x = e 

xبالتعويض عن  = e  المعادلة نحصل على: 

   Hd
2 ∩ π2:

y2

b2 −
z2

c2 = −1 −
e2

d2 

 .ozوهي معادلة قطع زائد محورة القاطع هو محور 

iv.  تقاطعه مع مستويات توازيoxz: 

π3: y = m 

yبالتعويض عن  = m  في المعادلة نحصل على : 

  Hd
2 ∩ π3:

x2

a2 −
z2

c2 = −1 −
m2

b2  

 . ozوهي معادلة قطع زائد محوره القاطع هو محوره 
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 الحالات السابقة في الجدول التالي: (2-5-3)

 ناتج التقاطع معادلة القطع  المستوى القاطع 

zومعادلته   oxyموازي ل  =

h 

x2

a2
+

y2

b2
=

h2

c2
− 1 

h = 0 

 لَ يوجد تقاطع 

−c < ℎ < 𝑐 

لَ يوجد تقاطع 

h = c نقطه 

−c > ℎ > 𝑐 

 قطوع ناقصة

xومعادلته  oyzموازي ل   =

e 

y2

b2
−

z2

c2
= −1 −

e2

a2
 

 قطوع زائدة

yومعادلته  oxzموازي ل  =

m 

x2

a2
−

z2

c2
= −1

−
m2

b2
 

 قطوع زائدة

 (5جدول)

  وضاع مختلفة في الفراغ الثلاثي أأتي القطع الزائد ذو الفرعين في ن يأيمكن

 .البعد

الدرجة الثانية تشمل انواع مختلفة والجدول التالي يوضح بعض سطوح 

 هذه السطوح والمعادلَت القانونية لها:

 

 السطح

 

 الشكل المعادلة القانونية
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مجسم قطع 

 ناقص

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1 = 0 

 

مجسم قطع 

ناقص 

 تخيلي

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
+= 0 

 تخيلي

مخروط 

 تخيلي

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0 

 تخيلي

مخروط 

 حقيقي

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0 

 تخيلي

 

مجسم 

القطع الزائد 

 ذو فرعين

x2

a2
+

y2

b2
−

z2

c2
+ 1 = 0 
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مجسم قطع 

ناقص 

 مكافئ

x2

p
+

y2

q
− 2z = 0 

 

مجسم قطع 

 زائد مكافئ

x2

p
−

y2

q
− 2z = 0 

 

اسطوانة 

 ناقصة

x2

a2
+

y2

b2
= 1 
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اسطوانة 

 زائديه

x2

a2
−

y2

b2
= 1 

 

x2 اسطوانة مكافئة − 2py = 0 
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 المخروطيةات 
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  :( (Autographوتوغرافالأ 1-4))

فضل البرامج لتدريس الرياضيات يتميز البرنامج أوتوغراف من برنامج الأ

ستخدامه في العديد من الدروس في إاميكا في الرسم و العمل , ويمكن بالدين

 و الجبر.أياضيات المختلفة , سواء الهندسة مناهج الر

:ض داخل الفصل الدراسيدوات العرأ (2-4) 

i. بكفاءة تامة وتوغراف للعمل أيح رياضية على الشاشة, تم تصميم لوحة المفات

 و التفاعلية والجداول الَلكترونية.أمع السبورات الذكية 

ii. ثناء الشرح أة توضيح المفاهيم الرياضية دداة رائعة لعرض وزياأ:  داة القلمأ

كما يحدث مع  لعملا ثناءأ تختفي لَ لذلك وتوغراف,أجة داخل داة مدمأوهي 

 دوات الكتابة للسبورات الذكية او التفاعلية.أ

iii. يعطي للمعلم تحكم كامل في الرسم  –وضع العرض البطي  داة المسح :أ 

iv. وتوغراف :أينفرد بها التي تحسين العرض والرؤية  دواتأ 

a-  شكال الرياضية .مكانية التحكم في حركة الأإضبط الحركة : توفر لك ه نافذ 

b-  فر لك تحكم كامل في الثوابت التي تو التحكم في الثوابت الديناميكية :ه نافذ

التحكم في مقدار شكال الرياضية ومن خلالها يمكنك تتضمنها المعادلَت والأ

 . التمرير الثابت مرة من شريط 50فضل أ –تغير الثوابت 

c-  وضاع للتكبير و التصغير يعطي لك تحكم كامل فيما تعرضهأ . 
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 :المستخدمة في الأوتوغراف نواع الصفحاتأ( 3-4) 

  حصائيةالصفحة الإ:النوع الأول 

 ل والجداول .اشكجميع التحليلات الخاصة بالمتغير الواحد , مع تنوع  واسع في الأ

  بعادثنائية الأالصفحة  :النوع الثاني 

التحويلات )شكال لرسوم البيانية ))بما فيها رسوم المعادلَت الضمنية((, الأا

المتجهات ,المصفوفات , المعادلَت التفاضلية, المعادلَت  (نواعها أالهندسية  ب

 .,الحسابات الهندسية ))تتضمن الحجم(( ةمترياالقطبية والبار

  الصفحة ثلاثية الأبعادالنوع الثالث : 

 رسم المجسمات ,السطوح ,الأشكال ذات الثلاث أبعاد.

 خواص برنامج الأوتوغراف: 4-4))

 : Microsoft officeالربط مع ( 1) 

 .  Excel لى برامجإمكانية نسخ ولصق البيانات بسهولة من و إ

 .Wordلى برنامج إمكانية لصق جداول القيم  والصور من اوتوغراف إ

 : البطئ الرسم( 2)

داة رئيسية للمساعدة في أوتوغراف هي أالتي ينفرد بها  ئالرسم البطخاصية 

 ثناء الرسم بدلَ  أالتعلم حيث تعطي الطلاب الفرصة لتخمين الحل وما سيحدث 

 .جابة عليهممن مجرد عرض الإ
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 :دوات الكتابة )القلم( والمسح أ( 3)

يمكن للمعلم  ,  فمثلا   ئستخدامها مع وضع العرض البطإدوات رائعة عند أ

ب وضع علامة على مسار الخط الذى لايقاف الرسم مؤقتا ويطلب من الطإ

ين سوف يقطع الرسم ألى إعلى توقعاته وفهمه , سوف يسلكه الخط بناء  

و أ نعكاسو الطلب من الطلاب رسم توقعاتهم لصورة شكل ما بالإأالمحاور .

ثناء أوتوغراف أتي يوفرها ال مكانياتن يقوم البرنامج برسمه ,فالإأالدوران قبل 

 العمل ليس لها نهاية .

 وضع السبورة الذكية: -

لى تكبير سمك الخطوط إبورة الذكية على العرض حيث يؤدي يؤثر وضع الس

 وتكبير حجم النصوص ,ومن ثم يمكن رؤيتها من نهاية الفصل .

 لوحة المفاتيح على الشاشة: -

ص عند المعادلَت والنصودخال إمكانية إتوفر لوحة المفاتيح على الشاشة 

لى لوحة المفاتيح الخاصة إو التفاعلية دون الحاجة أالعمل على السبورة الذكية 

ستخدامها مستقلة عن إتم تصميم هذه اللوحة بحيث يمكن  بجهاز الكمبيوتر كما

و برنامج أبوينت مثلا ورامها مع برنامج البستخدإوتوغراف , ومن ثم يمكن أ

 لى ذلك فأنها تحوي على العديد من الرموزإ ةضافكسيل. بالإو الإأالورد 

 الرياضية والمفاتيح الهامة اثناء العمل .

 Aril For Autograph خط يونيكود -

هنالك العديد من الرموز الرياضية العربية غير الموجودة في الخطوط العادية لذلك 

توغراف  وأــ ب لي الخط الخاصإز العربية غير التقليدية والرم ههذ ضافهإقمنا ب

خلال لوحه المفاتيح على ستخدامه من إستخدام الرموز العربية وعند إحتي يمكن 

لى خطوط إموز العربية بسهوله ودون الحاجه ن ذلك يعني كتابه الرإالشاشة ف
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نه أوتوغراف ,حيث أرائعة في مصممه وليست خطوط يونيكود هذه بالطبع ميزة 

الخوف من على رموز رياضيه دون  يمكن للزملاء تبادل كتاباتهم التي تحتوي يعني

 خر.آقلها لجهاز كمبيوتر نعند  هاعدم ظهور

 ستخدام :السهولة في الإ( 4)

لنوافذ للواجهة القياسية امية, يبخلاف معظم البرامج التعلووتوغراف أيستخدم 

مع  والطلاب ,ومن ثم من السهل عليهم التعامل نومالتي يعتادها  المعل

 ن خلاله .م راف والتعلمأوتوغ

 السرعة :( 5)

غراف دون الحاجه توأوداخل  بسرعة نشطة الرياضيةتصميم الأ من السهل جدا  

ق للأنشطة  قبل الحصص ,حيث يمكنك العمل داخل البرنامج بعداد مسإلي إ

نشاء إلي رؤية الطلاب لخطوات إضافة رة ,مما يوفر وقت المعلمين , بالإمباش

 . نشطه داخل الحصه مما يزيد من تعلمهمالأ

 الرياضيات العربية:( 6)

ول برنامج يوفر دعم كامل لرموز الرياضيات العربية, ويمكن أوتوغراف هو أ

 :خالدإ

 . بعادالمعادلَت ثنائية وثلاثية الأ -

 . الخطوط المستقيمة -

 . المتباينات -

 . الضمنية العامة المعادلَت -

 . المعادلَت البارامترية -

 . المعادلَت المجزئة -
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 . ولى والدرجة الثانيةالمعادلَت التفاضلية من الدرجة الأ -

 . لاتعريفات الدو -

 . ولى للدالة((دالة الميل))المشتقة الأ الرسوم البيانية المرتبطة مثل: -

 .الدالة التكاملية  -

x نعكاس المتغيراتإ - = y. 

 مربعات النص الديناميكية ))المتغيرة ((:( 7)

شكال المعروضة في مربعات النص الديناميكي يمكنك عرض معلومات عن الأ

التي تتغير قيمتها عند تحريك الشكل او حدوث أي تغير فيها ويمكنك حتى 

 .عرض قيم الثوابت في المعادلة 

 :العمل مع الصور( 8)

ن أبري , ثم ضبط منحنى مع الكبري لتوضيح دراج صورة كإ يمكن فمثلا  

مثلة الحياتية تقرب فمثل هذه الأمثل قطع مكافئ ))دالة تربيعية((.الكبري ي

 . الرياضيات من الحياة عند الطلاب
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 تغطية المنهج:( 9)

 :منها وتوغراف نطاق واسع من مناهج الرياضيات أيغطي 

 : حتمالاتالإ حصاء والإ

المدرجات التكرارية , مخطط الصندوق والشوارب , مخططات كثافة التكرار 

, توليد البيانات العشوائية ,مخطط الساق  (جرائهإمن أي قياس يمكن )

 الخ.....زمن , متوسط الحركةلوراق , نظرية النهاية المركزية , سلاسل اوالأ

 بعاد:الرسوم البيانية ثنائية و ثلاثية الأ

التحويلات الهندسية  بالمصفوفات , المعادلَت القطبية والبارمترية المتجهات , 

, الحسابات ,حساب المثلثات ,الهندسة, قياس الزوايا, المعادلَت التفاضلية 

 الخريب......ق,دوال الت

 نوافذ برنامج الأوتوغراف: 5-4))

 : نافذة ضبط الثوابت 

ستخدام إر هذه الثوابت بدخال المعادلَت التي تتضمن ثوابت ,ويمكن تغييإيمكن 

المعادلة  عمق لمعنى الثابت فيأنافذة ضبط الثوابت مما يعطي للطلاب فهم 

s,وتأثير تغييره على شكل الرسم ,فمثلا يمكن رسم المعادلة = a +

sin(𝑏𝑥 + 𝑐) 

,aم تغيير قيم ث b, c ية تأثير تغيرهم على شكل الرسم  البياني بالمقارنة عند ؤلر

من الأمثلة  ثيررسم الكى لإالعمل على السبورات التقليدية ,يحتاج المعلمون 

ن فقط مثال واحد يمكنك كمساعدة التلاميذ على فهم معنى هذه الحدود , الأ

 كثر مرونة .أكثر دقة وأكثر فاعلية وأكيد سيكون كذلك ألتارسمه ب
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 فذة ضبط الحركة:نا 

حريك  الشكل تشبه نافذة ضبط الحركة نافذة ضبط الثوابت ,حيث تتيح لك ت

 :بمقادير محددة

a- حتمالي ذي حصاء يمكنك تحريك البارمترات ,في التوزيع الإفي صفحات الإ

ير طول المجموعة في مجموعات البيانات المبوبة ))مجموعات غو تأالحدين 

 .البيانات((

b-  في  على معامل التكبير بعاد, يمكنك تحريك الشكل بناءا  ثنائية الأفي الصفحات

على تغيير  ا  و بناءأ, نعلى قياس زاوية الدوراا  بناء وأالتحويلات الهندسية ,

Yحداثي السيني لنقطة في منحنى الدالة قيمة الإ = f(x) ,على تغير  ا  و بناءأ

 نقطة في منحنى دالة بارمترية .ل  tحداثي قيمة الإ

شكال من نافذة ضبط التحريك فهم بصري الأتوفر رؤية ما يحدث عند تحريك 

كامل للمفاهيم الرياضية عند الطلاب ,وتساعدهم على تنمية فهمهم الحدسي 

 . للرياضيات
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 التطبيقــــــــــــــــات: 4- 6))

 (6جدول )   :بعض الأمثلة لسطح المجسم المكافئ

 الشكل المعادلة

4𝑥2 + 6𝑦2 = 48𝑧 

→
𝑥2

6
+

𝑦2

4
= 2𝑧 

هذا مجسم قطع مكافئ مركزه نقطة 

 𝑜𝑥الأصل ومحوره موازي لمحور

 

9𝑥2 + 6𝑦2 = 108𝑧 

→
𝑥2

6
+

𝑦2

9
= 2𝑧 

هذا مجسم قطع مكافئ مركزه نقطة 

الأصل ومحوره موازي لمحور 

𝑜𝑦 
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9x2 + 16y2 = 288z → 

x2

16
+

y2

9
= 2𝑧 

 

 

 
 

 

 (7جدول )  بعض الأمثلة لسطح المجسم الناقص:

 الشكل المعادلة

x2 + 9y2 + 9z2 = 81 

→
x2

81
+

y2

9
+

z2

9
= 1 

هذا مجسم قطع ناقص مركزه 

نقطة الَصل ومحوره الَكبر 

ox. 
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(x − 1)2

2
+

(y − 2)2

16

+
(z + 1)2

16

= 1 

هذا مجسم قطع ناقص مركزه 

, 2, 1)النقطة  ومحوره  (1−

 oyيوازي 

 

x2

8
+

y2

16
+

z2

36
= 1 

هذا مجسم قطع ناقص مركزه 

 ozنقطة الأصل يوازي محور 

 

 ( 8جدول)  المجسم الزائد:بعض الأمثلة لسطح 

 الشكل المعادلة القانونية

a) x2 +
y2

4
− z2 = −1 

وهي معادلة قطع زائد ذو 

ورأساه  ozفرعين محورة 

,هما  (0,0, −1)(0,0,1) 
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b) 
x2

4
+

y2

9
−

z2

4
= −1 

وهي معادلة قطع زائد ذو 

ورأساه  ozفرعين محوره 

,0,0)هما  −2)(0,0,2) 

 

c) 
𝑥2

36
+

𝑦2

16
−

𝑧2

4
= −1 

وهي معادلة قطع زائد ذو 

ورأساه  𝑜𝑥فرعين محوره 

هما 

(0,4,2)  , (0, −4, −2)  , 
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 النتائج: 1-5))

i. . هناك أهمية للقطوعات المخروطية في الحياة العامة 

ii.  إمكانية التحكم في حركة من خلال دراسة برنامج الأوتوغراف نجد انه يوفر

 الَشكال الهندسية.

iii. . برنامج الأوتوغراف يعمل بكفاءة تامة مع السبورات الذكية 

iv. . يساعد برنامج الأوتوغراف في تحويل المعادلَت الرياضية إلى أشكال هندسية 

v.  برنامج الأوتوغراف اسهل إستخداما  من اي برنامج رياضي اخر لأنه تم تصميمه

 اضيات .من قبل مدرسي الري
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 : التوصيات2-5) )

i.  إستخدام برنامج الأوتوغراف في المدارس والجامعات لأنه أسهل في الإستخدام من

 أي برنامج رياضي أخر .

ii. . دراسة القطوعات المخروطية  بصورة موسعة كمادة قائمة بذاتها 

iii.  القطوعات إتباع الطرق الحديثة في التدريس كإستخدام الحاسوب في دراسة

 المخروطية مما يساهم في زيادة فهم الطالب للمادة بصورة أسرع .

iv.  . دراسة تطبيقات القطوعات المخروطية في الحياة العامة 
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 المراجع :( (3-5

أحمد حمزة الشيخة   -الجزء الأول   -التفاضل والتكامل والمتتاليات والسلاسل  -

 الَدارة العامة للمكتبات والنشر . -الطبعة الَولى -جامعة سبها 

سارة و  أروى محمد الشيباني  -مستوية ومجسمة المساعد في الهندسة التحليلية  -

 المملكة العربية السعودية.  -ـ  ه 1425 -  مكتبة المتنبي - محمد العريفي

  -والتوزيع  دار طيبة للنشر  - انصار السلمي -الهندسة التحليلية في المستوى  -

 القاهرة. 

 -الطبعة الأولى   -فريد سفير   -مبادئ التفاضل والتكامل ) ملخصات شوم (  -

 .القاهرة -الدار الدولية للاستثمارات الثقافية  -م  2004

الطبعة   -محمد عبد العاطي معاطي   -الهندسة التحليلية للسنوات الأولى الجامعية   -
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 م.2003  -والتجهيزات العلمية 
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