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 Ȋسمࢫاللهࢫالرحمنࢫالرحيم

 جامعة السودان للعلوم والتكنولوجیا
 كلیة التربیة ــ قسم العلوم

 شعبةࡧالرʈاضيات

 

رياضياتتربية البحث تكميلي لنيل درجة بكالوريوس الشرف في   

 

:بعنوان  

 بعض تطبیقات الجبر الخطي
:إعداد  

 

  أحمد موسى الحسین محمـد  
 آدم عبدالرحمن محمـد أبكر  
 بدرالدین عرجة تابت مادبو  
 محمـد عـبدالله محمـد أحمـد 
 مـروه عبدالله محمد عبدالله  

                            إشراف

أحمد عبدالرحمن عبدالله. د  

 

م2016سبتمبر   
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 صدق الله العظیم
 

)114سورة طھ ـ الآیة (  

 

 

 

 

 

 

 
الحمد Ϳ رب العالمین والصلاة والسلام على خاتم الأنبیاء والمرسلین الھي لا یطیب 
اللیل إلا بشكرك ولا یطیب النھار إلا بطاعتك ولاتطیب اللحظات إلا بذكرك ولاتطیب 

 الآخرة إلا بعفوك ولا تطیب الجنة إلا برؤیتك 

 

 الإھداء
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ي القلب الناصع بالبیاض إلي من أسقتني الحب والحنان إلي رمز الحب وبلسم الشفاء إل
 إلي من أكبر على یدیھا وعلیھا أعتمد

 أمي الحبیبة

 

 إلي من كللھ الله بالھیبة والوقار إلي من علمني العطاء بدون إنتظار

لي من أحمل أسمھ بكل إفتخارإ  

 إلي القلب الكبیر والدي

 

 إلي من ھم أقرب إلي من روحي إلي من شاركوني حضن الأم 

تي وإصراري وبھم أستمد عز  

 أخوتي الأعزاء

 

 إلي من یحلو بھم الإخاء تمیزوا بالوفاء والعطاء 

 إلي ینابیع الصدق إلي من سعدت برفقتھم 

 أصدقائي ورفقاء دربي

 

ً في  إلي من وھبوني الأمل والتفاؤل في الحیاة ونھلت من تجاربھم وكانوا ومازالوا عونا
 حیاتنا

 الأساتذة الأجلاء

مخ جامعة السودان للعلوم والتكنولوجیا إلي ذلك الصرح الشا  
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صدقاً وأمانة نطوقھا بالعھد والوفاء ... بحروف نكتبھا لكم من نور 

ً لفضائل وجلائل أعمالكم التي إشرأبت لھا ھامة  ً وتبجیلا نترجمھا شكرا
 الزمان وتظل أعمالكم شعلاً تضئ عزة وشموخاً 

 

تكون منبعاً للأصالة .. فعندما یتوارث الناس روائع الأشیاء   

ً ... ھكذا عرفناكم ... وفي ألق التھذیب  وانصھرت ھممكم العالیة بذلا
ً تحترق لتھب غیرھا  ً وامتزجت أرواحكم بالنبل والنقاء وكنتم قنادیلا وعطاء

 الضیاء

 

الشكر والعرفان     
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ً عن عیون القلم لأنھا طعم المستحیل  في التعبیر وتختبئ الكلمات بعیدا  

 عن الشكر والثناء ویبقى ما نكتب وثیقة للصدق والمحبة 

 إعترافاً لما قدمتھ لنا الأب الروحي وقائد السرب 

 

أحمد عبدالرحمن عبدالله.د  

 

 بكل فخر وإعزاز نتوجك الیوم ملكاً في بحور العلم والمعرفة 

 ونزف لك أسمى آیات الشكر المعبقة 

 بعطر الفل والیاسمین 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فھرس المحتویات



8 
 

 

 

 رقم الصفحة المحتویات
 أ البسملة
 ب الآیة الكریمة
 ج الإھداء 
 د الشكر والعرفان
 ه فھرست المحتویات

 الفصل الأول
)الإطـــار العام (  

 1 المقدمة
 2 مشكلة البحث
 2 أھمیة البحث
 2 أھداف البحث
 3 منھج البحث

 الفصل الثاني
)فى الجبر الخطي بعض المفاھیم الاساسیة(  

 4 جبر المصفوفات 
 4 انواع المصفوفات
 5 منقول المصفوفة 
 6 المصفوفة المفردة وغیر المفردة
 7 محددة المصفوفة المربعة 
 8 العملیات على المصفوفات
 10 معكوس المصفوفة
 11 حل المعادلات الخطیة بإستخدام المصفوفات
 15 الفضاء الخطى
 16 القیم الذاتیة والمتجھات الذاتیة 
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 الفصل الثالث
)بعض تطبیقات الجبر الخطي فى الریاضیات(  

 18 التطبیقات فى المعادلات التفاضلیة 
 24 التطبیقات فى الھندسة التحلیلیة
 27 التطبیقات على سلاسل ماركوف

 الفصل الرابع
)بعض تطبیقات الجبر الخطي فى العلوم الآخرى(  

)نموذج لیونتیف(التطبیقات فى علم الاقتصاد   34 
)الدوائر الكھربائیة (التطبیقات فى علم الفیزیاء  40 

)التعمیة (التطبیقات فى علم التشفیر  43 
 

 48 ملخص البحث
 49 المراجع
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 ـــــــــــار العامالإطـــــ

  

  :المقدمة ) 1ـ1(

استخدم الصینیون والیابانیون والمصریون الجبر قبل آلاف السنین وأول دلیل على إستخدام        
واشھر ماقام بھ بردیة أحمس  م  ،.ق1700مس الذى عاش حوالي الجبر بنود الریاضي المصري أح

یر التى تعد أقدم ماكتب عن الجبر فى ذلك الحین ، وبعد ذلك بقرون طویلة ساھم الأغریق فى تطو
الجبر حیث استخدم الریاضي الأغریقي دیوفاتشي الذى عاش فى القرن الثالث معادلات الدرجة 

  .الثانیة ورموز كمیات غیر معلومة 

إن فكرة المصفوفات جاءت مع محاولة البابلین والصینین فى القرن الثانى والثالث قبل المیلاد        
م فى 1683ددات فإنھا عرفت لأول مرة فى العام لحل أنظمة بسیطة للمعادلات الخطیة ، أما المح

تلا ذلك تطورات كثیرة فى دراسة المصفوفات والمحددات كانت دوافعھا . كل من الیابان وأروبا 
ً فى مفاھیم الجبر  ً كبیرا ً من الأفكار الھندسیة والجبریة، ولقد شھد القرن التاسع عشر تطورا مزیجا

یعتبر ھاملتون ، كوشي، جروسمان ولیبییاضیات من أھمھم الخطي على ید الكثیرین من علماء الر
علم الجبر  من العلوم القدیمة قدم البشریة ولاشك أنھ یشـكل ركیزة ھامة في حیاة الفرد ،وبالرغم 
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ً في مجال الحیاة  من أنھ تبلور في القرن السابع عشر المیلادي إلا أنھ كان من أكثر العلوم إستخداما
  .التطبیقیة 

ث جھد مبزول لإقتباس الأفكارالرئیسة للجبر بوجھ عام و الجبر الخطي بوجـھ خـاص ، في ھذا البح
الأبواب الأولى منھ تحدثنـا عن الجبر الخطي بصورة عـامة وھـذا سیكون مفیدا للأفراد الذین قـد 
 ً ً ویحتاجون إلى جرعة منشطة ،ھذا ربما أیضا نسـوا بعض مفاھیم الجبر الخطي الذي درس مسبقا

ً مختلفة من مقررات الجبر الخطي الأولى ی خدمنا بتزویدنا بخلفیة عـامة للطلبـة الذین درسوا أنماطا
ً فتناولنـا في تطبیقات الجبر الخطي فى  وفـي الأبـواب الأخیـرة نتطـرق لموضوعـات أكـثر تقدمـا

  .الریاضیات وتطبیقاتھ فى مناحى الحیاة العامة 

  

  

  

  

  

  :أھمیة البحث) 2ـ1(

  

اذدات أھمیة دراسة الجبر الخطي فى السنوات الأخیرة لما شھدتھ ھذه السنوات من تقدم مزھل لقد 
ً فى شتى العلوم فى مجالات الإتصالات ومعالجة البیانات ، حیث ی ً أساسیا لعب الجبر الخطي دورا

التى تستخدم فى  نظریة التشفیر الإقتصادیة والفیزیائیة وغیرھا كما یدخل بصورة مباشرة فى 
  .المجالات العسكریة 

  

    :أھداف البحث) 3ـ1(

  

  . ـ التعرف على الجبر الخطي

  .ـ التعرف على جبر المصفوفات 
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ـ التمكن من إستخدام مفاھیم الجبر الخطي في فروع الریاضیات المختلفة من معادلات تفاضلیة 
  .وھندسة تحلیلیة وغیرھا من الفروع

  .ي من خلال بعض نواحي الحیاة العامة ـ التطبیق على الجبر الخط

أعددنا ھذا البحث لدارس الجبر الخطي حیث أكثرنا فیھ بالأمثلة مع عرض النظریـات بصورة 
إلى أحدثالإكتشافات  ً مبسطة دون الإخلال بـالدقة الریـاضیة وھدفنا ھو نمو المفاھیم العلمیة وصولا

ي لدى الطلاب وتوسیع مداركھم إلى أبعد من والإختراعات وذلك بھدف غرس منھجیة التفكیر العلم
  .حدود الموضوعات الدراسیة

  

  

  

  

  

 :مشكلة البحث) 4ـ1(

على الرغم من أن الجبر الخطى من المواضیع المباشرة و البسیطة إلا انھ یستخدم فى الكثیر من 
وكیفیة التطبیق على الصفوفات الموضوعات المختلفة التى تشكل غموض فى كیفیة الحل 

، كما ان كثرة المجالات التى یستخدم فیھا الجبر الخطى الخطیة  المعادلات انظمةوالمحددات وحل 
ً من ال صعوبة فى تطبیق ھذه المعادلات فى بصفة عامة وجبر المصفوفات بصفة خاصة تثیر نوعا

بالعلوم الآخرى ولصعوبة ھذه  غیرھا لإختلاطھاالعسكریة والمجالات الھندسیة والفیزیائیة و
المجالات نفسھا أنھا متعددة الفروع وشاملة لكثیر من العلوم لذلك تطبیق ھذه المعادلات علیھا لیس 

  .بالأمر السھل

  :منھج البحث) 5ـ1(

  .استخدم الباحثین فى ھذا البحث المنھج التحلیلي الوصفى 
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 بعض المفاھیم الاساسیة فى الجبر الخطى

  :جبر المصفوفات ) 2-1(

تعرف المصفوفة بأنھا عبارة عن مجموعة من الأعداد مرتبة فى شكل صفوف وأعمدة   
  :كالآتى  ینوموضوعة داخل قوس

ܣ = ൦

aଵଵ aଵଶ …
aଶଵ aଶଶ …
⋮

a୬ଵ
⋮

a୬ଶ
⋱
…

aଵ୬
aଶ୬
⋮

a୬୬

൪ 

ܽ௜௝فى المصفوفة ً   .݆رقم والعمود  ݅رقم ویقع فى الصف  Aیسمى عنصرا

تسمى عناصر القطر ௜௜ܽكما أن العناصر . یعبر عن رقم العمود ݆و یعبر عن رقم الصف ݅أى أن 
والمصفوفة قد تكون مربعة إذا كان عدد الصفوف یساوى عدد الأعمدة وقد تكون ،  الرئیسى

المصفوفة بعدد الصفوف  درجةتحدد تمستطیلة إذا كان عدد الصفوف لا یساوى عدد الأعمدة، و
  . وعدد الأعمدة التى تحتویھا
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ً فى التعبیر عن العلاقات الریاضیة متعددة المتغیرات بشكل    ً ھاما وتلعب المصفوفات دورا
ً عن ذلك فإن المصفوفات لھا مجالات  بسیط یسھل فھمھ وبالتالى وضع الحلول لھذه العلاقات، فضلا

ا ومن ثم فإنن. تطبیقیة عدیدة فى الاقتصاد والإحصاء وبحوث العملیات وغیرھا من العلوم الأخرى
الھامة وأنواع المصفوفات ثم ننتقل إلى جبر  اریفالمفاھیم والتع ند بعضسوف نتناول فى ھذا الب

وبعدھا نتناول كیفیة إیجاد معكوس المصفوفة المربعة ) الجمع والطرح والضرب(المصفوفات 
ً لاستخدامھ فى حل المعادلات الخطیة   .بالطرق المختلفة تمھیدا

  : أنواع المصفوفات  )2-2(

وجد المصفوفات على أنواع كثیرة ومختلفة وكل نوع لھ ما یمیزه عن النوع الآخر بما ت  
  .یحتویھ من صفوف وأعمدة

ھى مصفوفة عدد صفوفھا یساوى عدد أعمدتھا ولذلك فھى تكون من : المصفوفة المربعة 
݊الرتبة × وفة وسوف نرى فیما بعد أن مصفوفة المعاملات لنظام المعادلات الخطیة ھى مصف، ݊

  .مربعة دائماً 

ولذلك فھى تكون من ھى مصفوفة عدد صفوفھا لا یساوى عدد اعمدتھا:  المصفوفة المستطیلة 
݉الرتبة × ݊ .  

وھى مصفوفة مربعة كل عنصر من عناصر قطرھا الرئیسى یساوى الواحد : مصفوفة الوحدة 
  .  ܫویرمز لھا بالرمز. الصحیح، وباقى عناصر المصفوفة أصفار

ھى مصفوفة مربعة عناصر قطرھا الرئیسى متساویة القیمة وباقى : المصفوفة القیاسیة 
  . عناصرھا أصفار 

ھى مصفوفة مربعة عناصر قطرھا الرئیسى مقادیر حقیقیة لیست : المصفوفة القطریة 
ً من مصفوفة الوحدة والمصفوفة القیاسیة ھى حالة خاصة . بالضرورة متساویة وعلى ذلك فإن كلا

  .المصفوفة القطریةمن 

صفوفة الصفریة مربعة ھى مصفوفة جمیع عناصرھا أصفار وقد تكون الم:  المصفوفة الصفریة 
  .أو مستطیلة

وھى مصفوفة مستطیلة تحتوى على صف واحد وأى ) :  متجھ الصف(وفة الصف الواحد مصف
  :وصورتھا العامة ھى عدد من الأعمدة 

[ܽଵଵ ܽଵଶ … ܽଵ௡]   1)الدرجةمتجھ صف من × ݊)  
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وھى مصفوفة مستطیلة تحتوى على عدة صفوف وعمود ) :  متجھ عمود(ة العمود الواحد مصفوف
  :صورتھا العامة ھى واحد فقط و

൦

ܽଵଵ
ܽଶଵ
⋮
ܽ௡ଵ

൪   الدرجةمن  عمودمتجھ(݊ × 1)  

  :المصفوفة منقول)2-3(

المصفوفة بتبدیل صفوفھا بأعمدتھا أى بجعل صفھا الأول مكان العمود  ولمنقنحصل على   
  :فإذا كان لدینا المصفوفة . الأول وصفھا الثانى مكان العمود الثانى وھكذا

ܣ = ൥
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

൩ 

 : یكون على الصورة الآتیة′ܣویرمز لھ بالرمز  ܣھذه المصفوفة مبدولفإن 

′ܣ = ൥
ܽଵଵ ܽଶଵ ܽଷଵ
ܽଵଶ ܽଶଶ ܽଷଶ
ܽଵଷ ܽଶଷ ܽଷଷ

൩ 

  :المصفوفة  ولمنق خصائص

   :فإن ܥ,ܤ,ܣإذا كان لدینا المصفوفات   

ᇱ(ᇱܣ) .1 =  ܣ
ᇱܣ) .2 + ᇱܤ + (ᇱܥ = ܣ) + ܤ +  ′(ܥ
ᇱܣ) .3 × ᇱܤ × (ᇱܥ = ܣ) × ܤ ×  ′(ܥ
ଵି(ᇱܣ) .4 =  ′(ଵିܣ)

  :ملاحظة 

ܣإذا كان  = المصفوفة  ولمنق ونلاحظ أنھ عند إیجادن المصفوفة تسمى مصفوفة متماثلة ، فإ ′ܣ
نجد أن عناصر القطر الرئیسى لا تتغیر وبالتالى فإنھ یمكننا القول أن المصفوفة القطریة  ܣ

كما . والمصفوفة القیاسیة ومصفوفة الوحدة والمصفوفة الصفریة المربعة جمیعھا مصفوفات متماثلة
متساویتان إذا كانتا  یقال لمصفوفتین أنھماو .أن المصفوفات المتماثلة تعطى معكوسات متماثلة أیضاً 

  .اوى نظیره فى المصفوفة الثانیةوكان كل عنصر فى المصفوفة الأولى یس الدرجةمن نفس 
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  : المفردةوغیر المفردةالمصفوفة)2-4(

݊الدرجةمن  ܣلأى مصفوفة مربعة    × إذا كان المحدد الذى  مفردةنھا غیر إ، یقال ݊
  :أى أنھ . لا یتلاشى݊درجتھ

|ܣ|إذا كان   ≠   .مفردةغیر  ܣالمصفوفةفإن 0

|ܣ|أما إذا كان  =   .مفردةتسمى مصفوفة ܣفإن المصفوفة 0

ً فى إیجاد معكوس المصفوفة (non-singular)المفردةوتلعب المصفوفة غیر ً ھاما   .دورا

  ) :1(مثال 

 :الآتیة مفردة أم غیر مفردة المصفوفةبین ما إذا كانت 

ܣ = ൥
3 2 1
4 3 2
7 5 3

൩ 

  :الحل

  :المصفوفة مفردة أم غیر مفردة ، نوجد محددھا كالآتىلتحدید ما إذا كانت ھذه 

|ܣ| = 3 ቚ3 2
5 3ቚ − 2 ቚ4 2

7 3ቚ + ቚ4 3
7 5ቚ 

3(9 − 10) + 2(12 − 14) − (20 − 21) = 0 

 .مفردةمصفوفة ܣالمصفوفة إذن 

  :  المصفوفة المربعة  همحدد)2-5(

كما سنوضحھ فى المثال  إذا كانت المصفوفة مربعة فإنھ یمكن تكوین محدد لھذه المصفوفة   
  :التالى 

  ):2(مثال 

  :أوجد محدد المصفوفة التالیة 

ܣ = ൥
3 2 1
0 1 2
5 1 3

൩ 
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  : یمكن إیجاده كالآتى|ܣ|والذى یرمز لھ بالرمز   ܣفإن محدد المصفوفة  

|ܣ| = 3 ቚ1 2
1 3ቚ − 2 ቚ0 2

5 3ቚ + ቚ0 1
5 1ቚ = 

3(3 − 2) − 2(0 − 10) − (0 − 5) = −18 

 

 

 

 

 

 

 

 

  :   العملیات على المصفوفات)2-6(

یمكن إجراء عملیات الجمع والطرح والضرب على المصفوفات ، ویشترط لجمع أو طرح   
ً جبریاً  الدرجةالمصفوفات أن تكون من نفس  أما فى . على أن یتم  جمع العناصر المتناظرة جمعا

  .لكى تتم عملیة الضرب اخاص طاحالة ضرب المصفوفات فإن  ھذه العملیات تتطلب شر

 ً   :  جمع وطرح المصفوفات :  أولا

  ) :3(مثال 

  :إذا كان 

ܣ = ൥
3 −2 5
4 1 6
2 −1 1

൩ ܤ, = ൥
7 −3 1
8 −1 0
3 4 2

൩ ܥ, = ൥
5 1 −2
9 0 −3
6 2 −1

൩ 

 : فأوجد

I. ܣ +   ܤ
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II. ܤ −  ܥ

 :الحل

ܣ + ܤ = ൥
3 −2 5
4 1 6
2 −1 1

൩ + ൥
7 −3 1
8 −1 0
3 4 2

൩ 

= ൥
10 −5 6
12 0 6
5 3 3

൩ 

࡮ − ࡯ = ൥
7 −3 1
8 −1 0
3 4 2

൩ − ൥
5 1 −2
9 0 −3
6 2 −1

൩ 

= ൥
2 −4 3
−1 −1 3
−3 2 3

൩ 

 

 

 :  ضرب المصفوفات :  ثانیاً 

یشترط لضرب مصفوفتین أن یكون عدد أعمدة المصفوفة الأولى یساوى عدد صفوف المصفوفة 
عدد أعمدة ×  عدد صفوف الأولى ( الدرجةالثانیة والمصفوفة الناتجة تكون فى ھذه الحالة من 

  .وضح كیفیة ضرب مصفوفتینالمثال الآتیی، ) المصفوفة الثانیة

  ) :4(مثال 

  :إذا كان 

ܣ = ቂ4 −1
6 −2ቃ ܤ,  =  ቂ3 2

5 −1ቃ 

 :أوجد 

I. ܣ ×  ܤ
II. ܤ ×  ܣ

   :الحل 
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ܣ × ܤ = ቂ4 −1
6 −2ቃ × ቂ3 2

5 −1ቃ 

= ൤
(4 × 3) + (−1 × 5) (4 × 2) + (−1 × −1)
(6 × 3) + (−2 × 5) (6 × 2) + (−2 × −1)൨ 

= ൤
(12 − 5) (8 + 1

(18 − 10) (12 + 2)൨ 

= ቂ7 9
8 14ቃ 

ܤ × ܣ = ቂ3 2
5 −1ቃ × ቂ4 −1

6 −2ቃ 

= ൤
(3 × 4) + (2 × 6) (3 × −1) + (2 × −2)

(5 × 4) + (−1 × 6) (5 × −1) + (−1 × −2)൨ 

= ൤
(12 + 12) (−3 − 4)
(20 − 6) (−5 + 2)൨ = ቂ24 −7

14 −3ቃ 

 

  : معكوس المصفوفة)2-7(

  :یمكن إیجاد معكوس المصفوفة بإحدى الطرق الآتیة   
  .باستخدام المحددات  -1

  .طریقة جاوس  -2

  .طریقة العملیات المختصرة على الصفوف  -3

  .طریقة العوامل المرافقة  -4

  .طریقة التقسیم  -5

غیر أننا سوف . وجمیع ھذه الطرق المستخدمة فى إیجاد معكوس المصفوفة تعطى نفس النتیجة
  :ھماویجاد معكوس المصفوفة نتناولھنا طریقتین فقط لإ

 ً   :  طریقة العوامل المرافقة :  أولا
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  :وتتخلص ھذه الطریقة فى الخطوات الآتیة 

 )i (   نوجد قیمة محدد المصفوفة.  

 )ii (  نوجد مصفوفة المرافقات.  

)iii(  نوجد مدور مصفوفة المرافقات.  

)iv(  وفة فنحصل على معكوس المصفوفة قیمة محدد المصف نقسم مدور مصفوفة المرافقات على.  

  :  طریقة العملیات المختصرة على الصفوف :  ثانیاً 

لإیجاد ) التحویلات الصفیة المختصرة(تستخدم طریقة العملیات المختصرة على الصفوف   
  :وتتلخص ھذه الطریقة فى الخطوات الآتیة . معكوس المصفوفة

 )i (   إیجاد معكوسھا بجوار مصفوفة الوحدة من نفس الدرجة ویفصل نضع المصفوفة المطلوب
  .الممتدة بینھما خط رأسى، وتسمى المصفوفة

 )ii (   نقوم ببعض العملیات)على الصفوف حتى تتحول المصفوفة الأولى إلى مصفوفة ) التحویلات
 الوحدة، وتتحول مصفوفة الوحدة إلى مصفوفة جدیدة ھى المعكوس المطلوب الحصول علیھ

  .للمصفوفة الأصلیة

  :حل المعادلات الخطیة باستخدام المصفوفات )2-8(
وسوف نكتفى ھنا بحل . تستخدم المصفوفات فى حل المعادلات الخطیة فى متغیرین أو أكثر  

ھذاویعتمد حل المعادلات الخطیة باستخدام . نظام من المعادلات فى متغیرین أو ثلاثة متغیرات
المصفوفة بإحدى الطریقتین اللتین تم دراستھما من قبل فى ھذا  المصفوفات على إیجاد معكوس

  .الباب

 ً   :حل نظام من المعادلات الخطیة فى متغیرین :  أولا

  :بافتراض أن لدینا المعادلتین الآتیتین 

ܽଵݔ + ܾଵݕ = ܿଵ 

ܽଶݔ + ܾଶݕ = ܿଶ 

  :فإنھ یمكن حل ھذا النظام من المعادلات الخطیة باستخدام المصفوفات كالآتى

ܣ:نوجد مصفوفة المعاملات   )1( = ൤ܽଵ ܾଵ
ܽଶ ܾଶ

൨  
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ܥ:نحدد عمود الثوابت   )2( = ቂ
ܿଵ
ܿଶቃ  

نوجد معكوس مصفوفة المعاملاتوذلك باستخدام طریقة العملیات المختصرة على الصفوف أو   )3(

൤ܽଵ:طریقة العوامل المرافقة ولیكن  ܾଵ
ܽଶ ܾଶ

൨
ିଵ

  

 :باستخدام المعادلة الآتیة  ݕ,ݔنحصل على قیمتى   )4( 

ቂ
ݔ
ቃݕ = ൤ܽଵ ܾଵ

ܽଶ ܾଶ
൨
ିଵ
ቂ
ܿଵ
ܿଶቃ 

 

 

 

 

  

  ) :5(مثال 

 .أوجد مجموعة الحل للنظام الآتى باستخدام المصفوفات  

ݔ2 + ݕ3 = 8 

ݔ4 + ݕ5 = 11 

  :الحل 

  .نوجد مصفوفة المعاملات  )1(

ܣ = ቂ2 3
4 5ቃ 

  .مصفوفة الثوابت   )2(

ܥ = ቂ 8
11ቃ 
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 :طریقة العوامل المرافقة كالآتى نوجد معكوس مصفوفة المعاملات باستخدام   )3(

|ܣ| = 10 − 12 = −2 

ቂ−4=مصفوفة المرافقات   5
2 −3ቃ  

ቂ−3=مبدول مصفوفة المرافقات  5
2 −4ቃ  

 معكوس المصفوفة  

ଵିܣ =
1
−2

ቂ−3 5
2 −4ቃ

 

 :باستخدام المعادلة التالیة ݕ,ݔنحصل على قیمتى   )4(

ቂ
ݔ
ቃݕ =  ܥ ଵିܣ

ቂ
ݔ
ቃݕ =

1
−2

ቂ−3 5
2 −4ቃ ቂ

8
11ቃ 

ቂ
ݔ
ቃݕ =

1
−2

ቂ 7
−10ቃ 

ቂ
ݔ
ቃݕ = ൥−

7
2

5
൩ 

ݔ:  أى أن    = − ଻
ଶ

ݕ,  = 5   

  :حل نظام من المعادلات الخطیة فى ثلاثة متغیرات :  ثانیاً 

 :بفرض أن لدینا نظام المعادلات التالى فى ثلاثة متغیرات   

ܽଵݔ + ܾଵݕ + ܿଵݖ = ݀ଵ 

ܽଶݔ + ܾଶݕ + ܿଶݖ = ݀ଶ 

ܽଷݔ + ܾଷݕ + ܿଷݖ = ݀ଷ 

  :فإنھ یمكن حل ھذا النظام من المعادلات باستخدام المصفوفات كالآتى 
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 )i (   ܣ:مصفوفة المعاملات = ൥
ܽଵ ܾଵ ܿଵ
ܽଶ ܾଶ ܿଶ
ܽଷ ܾଷ ܿଷ

൩  

 )ii (   ܦ:نحدد عمود الثوابت = ൥
݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ
൩  

)iii(   نوجد معكوس مصفوفة المعاملات بأیة طریقة ولیكن:  

ଵିܣ = ൥
ܽଵ ܾଵ ܿଵ
ܽଶ ܾଶ ܿଶ
ܽଷ ܾଷ ܿଷ

൩

ିଵ

 

)iv(    ቈ
ݔ
ݕ
ݖ
቉ = ൥

ܽଵ ܾଵ ܿଵ
ܽଶ ܾଶ ܿଶ
ܽଷ ܾଷ ܿଷ

൩

ିଵ

൥
݀ଵ
݀ଶ
݀ଷ
൩

 

 

  ) :6(مثال 

 :المعادلات الآتى باستخدام المصفوفات حل نظام   

ݔ + ݕ + ݖ = −1 

ݔ2 + ݕ3 − ݖ = 0 

ݔ3 − ݕ2 + ݖ = 4 

  :الحل 

 )i (   مصفوفة المعاملات: 

ܣ = ൥
1 1 1
2 3 −1
3 −2 1

൩ 

 )ii (   عمود الثوابت 
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ܦ = ൥
−1
0
4
൩ 

)iii(  ة معكوس مصفوفة المعاملات یتم الحصول علیھ بطریقة العوامل المرافق) أو بأیة طریقة
  :كالآتى ) أخرى

 :مصفوفة المعاملات  معكوس  

ଵିܣ = −
1

17
൥
−4 −3 1
3 −2 −5
1 5 −13

൩ 

ቈ
ݔ
ݕ
ݖ
቉ = −

1
17

൥
−4 −3 1
3 −2 −5
1 5 −13

൩ ൥
−1
0
4
൩ 

ቈ
ݔ
ݕ
ݖ
቉ = −

1
17

൥
−17
17
17

൩ = ൥
1
−1
1
൩ 

ݔ     = 1, ݕ = −1 , ݖ = −1  

  :الفضاء الخطى ) 2-9(

  :قبل دراسة ھذا البند سوف نسترجع بعض المفاھیم التى تدخل فى تعریف الفضاء الخطى وھى 

 (∗,ܸ)فإن النظام الریاضي ܸعملیة ثنائیة فى* خالیة وكانتمجموعة غیر ܸإذا كان :  الزمره
  :یسمى زمرة تبدیلیة إذا تحققت الشروط التالیة 

,ݑ∀  التجمیع  .1 ݓ,ݒ ∈ ܸ; ݑ) ∗ (ݒ ∗ ݓ = ݑ ∗ ݒ) ∗  (ݓ
,ݑ∀  الإبدال  .2 ݒ ∈ ܸ; ݑ) ∗ (ݒ = ݒ) ∗  (ݑ
ݑ∀  المحاید  .3 ∈ ܸ ;∃ ݁ ∈ ܸ , ݑ) ∗ ݁) = (݁ ∗ (ݑ =  ݑ
ݑ∀  المعكوس  .4 ∈ ଵିݑ ∃; ܸ ∈ ܸ , ݑ) ∗ (ଵିݑ = ଵିݑ) ∗ (ݑ = ݁ 

,×,ܨ)نقول للنظام الریاضى:  الحقل ً إذا كان  ( +   :حقلا

,ܨ) .1  زمرة تبدیلیة ( +
 زمرة تبدیلیة (×,ܨ) .2
ܾ)ܽتوزیع الضرب على الجمع  .3 + ܿ) = ܾܽ + ܽܿ ,∀ܽ, ܾ, ܿ ∈  ܨ
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حقل نقول ان ܨمجموعة غیر خالیة و  ܸإذا كانت: من ھنا یمكننا تعریف فضاء المتجھات على انھ 
  :إذا تحققت الشروط التالیة  ܨفضاء متجھات بالنسبة للحقلܸ

1. (ܸ,  .زمرة تبدیلیة  ( +
 .تحقق خواص الضرب القیاسي ܸ .2

مجموعة  ܹإذا كانتܨعلى الحقل  ܸأنھ فضاء جزئي من الفضاء ܹیقال على الفضاء
 :غیر خالیة وتحقق الشروط 

∋ ݒ,ݑ ∀ .1 ݑ, ܹ + ݒ ∈ ܹ 
2.  ∀݇ ∈ ݑ, ܨ ∈ ܹ , ݑ݇ ∈ ܹ 

ܸ:ܶیسمى التحویلܶللدالة  ܨفضائین على الحقل ܸ,ܷلیكن : تحویل خطى → ܹ 
ً إذا تحققت الشروط  ً خطیا   :تحویلا

ݑ)ܶ .1 + (ݒ = (ݑ)ܶ +  .(ݒ)ܶ
(ݑ݇)ܶ .2 =  .(ݑ)ܶ ݇

 

  : القیم الذاتیة والمتجھات الذاتیة) 2-10(

  :تعریف 

ܸ:ܶو  ܨفضاء متجھات بالنسبة للحقل ܸلتكن  → إذا وجدت  ܶقیمة ذاتیة للتحویلة ߣنقول ان ܸ
ݒقیمة  ∈  :تحقق الشرط ܸ

ܶ(ܸ) =  ܸߣ

  .بالقیمة الذاتیة λوتسمى 

  ):7(مثال 

ଶܴ:ܶلیكن  → ܴଶ  ݔ)ܶتحویل خطى معرف بـ, (ݕ = ݔ) + ,ݕ2 ݔ2 − جد القیم الذاتیة  (ݕ
  والمتجھات الذاتیة ؟

:الحل  

ݒنفرض أن  = ,ݔ) (ݕ ∈ ܴଶ 
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:من التعریف نجد  
ܶ(ܸ) =  ܸߣ

,ݔ)ܶ (ݕ = ݔ) + ,ݕ2 ݔ2 − (ݕ =  ߣ

ݔ + ݕ2 =  ݔߣ

ݔ2 − ݕ =  ݕߣ

:بالتالى نحصل على   

(1 − ݔ(ߣ + ݕ2 = 0 

ݔ2 − (2 + ݕ(ߣ = 0 

:یكون للمعادلتین اعلاه حل غیر صفري إذا كانت المحدده   

ฬ
(1 − (ߣ 2

2 −(2 + ฬ(ߣ = 0 

−(2 + 1)(ߣ − (ߣ − 4 = 0 

ଶߣ + ߣ − 6 = 0 

ߣ) + ߣ)(3 − 2) = 0 

 إذا القیم الذاتیة ھي 
ߣ = −3,2 

  فنحصل على ߣ نعوض عن قیم لإیجاد المتجھات الذاتیة

 
ݔ− +  ݕ2

ݔ2 −  ݕ4

ݔ =  ݕ2

ݕنفرض أن  = ݔونجد أن  ܾ = 2ܾ 

  :إذن المتجھات الذاتیة ھى 

(ݕ,ݔ) = (ܽ,−2ܽ) 
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 تطبیقات الجبر الخطى فى الریاضیات 

:التطبیقات فى المعادلات التفاضلیة ) 3-1(  

والإقتصاد بمصطلحات المعادلات التفاضلیة الفیزیاء والكیمیاء وعلم الاحیاءتوصف كثیر من قوانین 
الغرض من ھذه الوحدة ھو توضیح إحدى الطرق ت المتضمنة على دوال ومشتقاتھا ،أى المعادلا

. التى یطبق فیھا الجبر الخطى لحل أنظمة معینة من المعادلات التفاضلیة   

:تعتبر المعادلة التفاضلیة التالیة من أبسط المعادلات التفاضلیة    

ᇱݕ = →      ݕܽ (1) 

ݕحیث  = ݕدالة مجھولة  یراد تعیینھا ھى ومشتقاتھا (ݔ)݂ = ௗ௬
ௗ௫

ثابت مثل أغلب المعادلات ܽ، 
  :حلول لانھائیة العدد وھى دوال على الصورة ) 1(التفاضلیة ، للمعادلة 

ݕ = ܿ݁௔௫     → (2) 

ᇱݕكل دالة على ھذه الصورة حل للمعادلة .ثابت إختیاري ܿحیث =   حیثݕܽ
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ᇱݕ = ܿܽ݁௫ = ᇱݕوبالعكس كل حل للمعادلةݕܽ =  یجب أن یكون دالة على الصورةݕܽ
ݕ = ܿ݁௔௫  ݕتصف كل حلول المعادلة ) 2(لھذا فإنᇱ = الحل العام للمعادلة ) 2(، كما نسمى ݕܽ

. (1)  

فى بعض الأحیان تنص المسألة الفیزیائیة المنشئة لمعادلة تفاضلیة على بعض الشروط الإضافیة 
ً واحد من الحل العام  ً خاصا على سبیل المثال إذا افترضنا أن یكون .التى تسمح لنا أن نفرض حلا

ᇱݕحل المعادلة  = ً للشرط الإضافى ݕܽ  مستوفیا

(0)ݕ = 3      → (3) 

ݕبمعنى أن  = ݔعند 3 = ݕفبالتعویض عن ھذه القیم فى المعادلة العامة 0 = ܿ݁௔௫  نحصل
 وھى  ܿعلى قیمة الثابت

3 = ܿ݁଴ = ܿ 

ݕولذلك فإن = 3݁௔௫  

 

ً الشرط مثل   (1)ھى الحل الوحید للمعادلة ً إبتدائیا ) 3(الذى یستوفى الشرط الإضافى یسمى شرطا
مسألة ة تحت شرط إبتدائي تسمى مسألة حل معادلة تفاضلی. الذى یخصص قیمة الحل عند نقطة 

 .قیمة إبتدائیة

  :سنوجھھ إھتمامنا نحو حل أنظمة المعادلات التفاضلیة على الصورة 

yᇱଵ = aଵଵyଵ + aଵଶyଶ + ⋯+ aଵ୬y୬ 

yᇱଶ = aଶଵyଵ + aଶଶyଶ + ⋯+ aଶ୬y୬   → (4) 

 

yᇱ୬ = a୬ଵyଵ + a୬ଶyଶ + ⋯+ a୬୬y୬ 

(ݔ)ଵݕحیث = ଵ݂(ݔ),ݕଶ(ݔ) = ଶ݂(ݔ), … , (ݔ)௡ݕ = ௡݂(ݔ)  دوال یراد تعینھا والمعاملات
ܽ௜௝  كما یلى ) 4(یمكن كتابة  المصفوفاتثوابت بإستخدام:  

⎣
⎢
⎢
⎡
yᇱଵ
yᇱଶ
⋮

yᇱ୬⎦
⎥
⎥
⎤

= ൦

aଵଵ aଵଶ …
aଶଵ aଶଶ …
⋮

a୬ଵ
⋮

a୬ଶ
⋱
…

aଵ୬
aଶ୬
⋮

a୬୬

൪ ቎

yଵ
yଶ
⋮

y୬
቏ 
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ᇱݕأو بشكل أكثر إیجازاً  =   ݕ ܣ

  ):1(مثال 

 أكتب النظام التالى فى صورة مصفوفات   . أ
yᇱଵ =  ଵݕ3

yᇱଶ =  ଶݕ2−
yᇱଷ =  ଷݕ5

 أوجد حل النظام   . ب
ً للنظام یحقق الشروط الإبتدائیة   . ت   :أوجد حلا

ଵ(0)ݕ = 1, ଶ(0)ݕ = 4 , ଷ(0)ݕ = −2 

  

  

  

  :الحل

቎
yᇱଵ
yᇱଶ
yᇱଷ

቏ = ൥
3 0 0
0 −2 0
0 0 5

൩ ൥
ଵݕ
ଶݕ
ଷݕ
൩    → (5) 

بإستخدام یمكننا حل المعادلات كل على حده لأن كل معادلة تتضمن دالة مجھولة واحدة فقط 
  :نحصل على ) 2(المعادلة 

ଵݕ = ܿଵ݁ଷ௫ 

ଶݕ = ܿଶ݁ିଶ௫ 

ଷݕ = ܿଷ݁ହ௫ 

  :أو یمكننا التعبیر عنھا بصیغة المصفوفات كما یلى 

ݕ = ൥
ଵݕ
ଶݕ
ଷݕ
൩ = ቎

ܿଵ݁ଷ௫

ܿଶ݁ିଶ௫

ܿଷ݁ହ௫
቏ 
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  :نحصل من الشروط الإبتدائیة المعطاة على 

1 = ଵ(0)ݕ = ܿଵ݁଴ = ܿଵ 

4 = ଶ(0)ݕ = ܿଶ݁଴ = ܿଶ 

−2 = ଷ(0)ݕ = ܿଷ݁଴ = ܿଷ 

  بھذا یكون الحل المستوفى الشروط الابتدائیة ھو 

ଵݕ = ݁ଷ௫ 

ଶݕ = 4݁ିଶ௫ 

ଷݕ = −2݁ହ௫ 

  :أو بصیغة المصفوفات

ݕ = ൥
ଵݕ
ଶݕ
ଷݕ
൩ = ൥

݁ଷ௫
4݁ିଶ௫
−2݁ହ௫

൩ 

 

كان النظام فى ھذا المثال السابق سھل الحل لأن كل معادلة تتضمن دالة مجھولة واحدة فقط وكانت 
  للنظام كانت قطریة ولكن كیف نعالج نظامھا ) 5(ھذه الحالة لأن مصفوفة المعاملات 

ᇱݕ =  ݕܣ

لیست قطریة ؟ الفكرة بسیطة حاول أن تجرى تعویضھا عن المصفوفة یؤدي الى  ܣفیھ المصفوفة
حل ھذا النظام الابسط الجدید ومن ثم إستخدم ھذا الحل .معاملات قطریة ݕنظام جدید بمصفوفة 

  .لتعیین حل النظام الأصل 

 :نوع التعویض الذي نحفظھ ھو 

yଵ = pଵଵuଵ + pଵଶuଶ + ⋯+ pଵ୬u୬ 

 
yଶ = pଵଵuଵ + pଵଶuଶ + ⋯+ pଵ୬u୬           → (7)     

y୬ = pଵଵuଵ + pଵଶuଶ + ⋯+ pଵ୬u୬ 

:بصیغة المصفوفات   
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቎

ଵݕ
yଶ
⋮

y୬
቏ = ൦

pଵଵ pଵଶ …
pଶଵ pଶଶ …
⋮

p୬ଵ
⋮

p୬ଶ
⋱
…

pଵ୬
pଶ୬
⋮

p୬୬

൪ ቎

uଵ
uଶ
⋮

u୬
቏ 

 ً :أو بشكل أكثر إیجازا  

ݕ =  ݑܲ

ثوابت یراد تعیینھا بحیث یكون النظام الجدید المتضمن الدوال  p୧୧من ھذا التعویض
,uଵالمجھولة uଶ, … , u୬  نستنتج أن ) 6(مصفوفة معاملات قطریة وبعد إجراء التفاضل من:  

ᇱݕ =  ′ݑ݌

ݕإذا اجرینا التعویض = , ݑ݌ ᇱݕ = ᇱݕفى النظام االأصلى  ′ݑ݌ =   ′ݑ݌

 : قابلة للإنعكاس فإننا نحصل على  ݌وإذا افترضنا أن

ᇱݑ݌ =  (ݑ݌)ܣ

  

  :أى

ᇱݑ =  ݑ(݌ܣଵି݌)

  : بمعنى

ᇱݑ =  ݑܦ

ܦحیث  = ً فإذا اردنا لمصفوفة المعاملات ݌ویمكن الان إختیار ݌ܣଵି݌ ان تكون  ܦواضحا
 .الى مصفوفة قطریة  ܣلتكون مصفوفة تحول ݌قطریة فیجب ان تختار

  یقترح ماسبق الاسلوب التالى لحل نظام ما 

ᇱݕ =  ݕܣ

  :قابلة للتحویل الى الصورة القطریة  ܣلھ مصفوفة معاملات

  إلى الصورة القطریة  ܣتحول ܲأوجد مصفوفة): : 1(خطوة 

ݕأجر التعویض): 2(خطوة  = , ݑ݌ ᇱݕ = ᇱݑلتحصل على نظام قطري جدید  ′ݑ݌ = حیث ݑܦ
ܦ =   ݌ܣଵି݌
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ᇱݑحل ): 3(خطوة  =   ݑܦ

ݕمن المعادلة ݕعین ) : 4(خطوة  =   ݑ݌

  ):2(مثال 

 :حل النظام   . أ
ଵ′ݕ = ଵݕ +  ଶݕ
ଶ′ݕ = ଵݕ4 −  ଶݕ2

 
ଵ(0)ݕالشرطین الإبتدائیینأوجد الحل الذى یحقق   . ب = 1 , ଶ(0)ݕ = 6 

  :الحل

  :مصفوفة المعاملات للنظام ھى 

ܣ = ቂ1 1
4 −2ቃ 

َ للمناقشة  تكون قابلة للتحویل الى الصورة القطریة بواسطة أى مصفوفة أعمدة متجھات ) 6(وفقا
ً للمصفوفة حیث أن    :ذاتیة غیر مرتبطة خطیا

det(ܫߣ − (ܣ = ቂߣ − 1 −1
−4 ߣ + 2ቃ = ଶߣ + ߣ − 6 = ߣ) + ߣ)(3 − 2) 

ߣالقیم الذاتیة للمصفوفة ھى  إذاَ  = −3, ߣ =   بالتعویض یكون  2

ݔ = ቂ
ଵݕ
 ଶቃݕ

ً للمصفوفة ً ذاتیا ً للقیمة ܣمتجھا ً للمعادلة ݕإذا وفقط إذا كان  ߣمناظرا ً غیر صفریا ܫߣ)حلا −
  أى النظام ݔ(ܣ

ቂߣ − 1 −1
−4 ߣ + 2ቃ ቂ

ଵݕ
ଶቃݕ = ቂ00ቃ 

ߣإذا كانت  =   :ھذا النظام یصبح 2

ቂ 1 −1
−4 ߣ ቃ ቂ

ଵݕ
ଶቃݕ = ቂ00ቃ 

  إجراء الحل یعطى 
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ଵݔ = , ݐ ଶݔ =  ݐ

 :لھذا فإن 

ቂ
ଵݔ
ଶቃݔ = ቂݐݐቃ = ݐ ቂ11ቃ 

 :وإذن یكون 

ଵ݌ = ቂ11ቃ 

 

 

 

 

 

 

:ھندسة التحلیلیة التطبیقات فى ال) 3-2(  

: معطاهإیجاد معادلة منحنى مار بنقطة ) 3-2-1(  

نبین فى ھذا التطبیق كیفیة إستخدام المحددات لإیجاد معادلة منحنى مار بنقطة معینة فى المستوى 
سیقتصر تطبیقنا على معادلة المستقیم والدائرة ولكن ھذه الطریقة تصلح لإیجاد معادلة الإقلیدى ، 

أى قطع مخروطى مار بنقاط معینة كما أن ھذه الطریقة مفیده لإیجاد معادلة كل فى المستوى الكرة 
  .وبعض السطوح المارة بنقاط معطاة فى الفضاء الثلاثي 

ا كان لدینا نظام معادلات متجانس وفیھ عدد من المعادلات إن فكرة ھذا التطبیق ترتكز على انھ إذ
ً غیر تافھ إذا وفقط إذا كان عدد مصفوفة المعاملات یساوى  یساوى عدد المتغیرات فإن لھ حلا

 ً   .صفرا

  

  :معادلة المستقیم 
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,ଵݔ)إذا كان لدینا النقتطان  ,  (ଵݕ ,ଶݔ) ھذه فى المستوى ونرید إیجاد المستقیم المار بھما فإن (ଶݕ
ݔଵܽالمعادلة ھى  + ܽଶݕ + ܽଷ = ,ଵ,ܽଶܽعلى الصورة حیث0 ܽଷ ܽاعداد حقیقیة بحیث أنଵ 

  .لاتساوى صفر ଶܽأو 

  :أنظر الشكل 

,ݔ)إذا كان  :طة على ھذا المستقیم فإننا نحصل على نظام المعادلات المتجانس التالى اى نق (ݕ

ܽଵݔ + ܽଶݕ + ܽଷ = 0 

ܽଵݔଵ + ܽଶݕଵ + ܽଷ = 0 

ܽଵݔଶ + ܽଶݕଶ + ܽଷ = 0 

,ଵ,ܽଶܽحیث  ܽଷ لاحظ اننا نبحث عن حل حل غیر تافھ للنظام اعلاه لذا محدده ھى المجاھیل
 . المصفوفة یجب أن تساوى صفراً 

  :أى ان 

อ
ݔ ݕ 1
ଵݔ ଵݕ 1
ଶݔ ଶݕ 1

อ = 0 

  :أي أن 

อ
ݔ ݕ 1
2 3 1
−1 1 1

อ = 0 

:وبفك المحدده نحصل على المعادلة   

ݔ2 − ݕ3 + 5 = 0 

:معادلة الدائرة ) 3-2-2(  

,ଵݔ)الھندسة أن اى ثلاثة نقاطنعلم من دروس  ,(ଵݕ ,(ଶݕ,ଶݔ) ,ଷݔ) فى المستوى ولیست  (ଷݕ
  . على إستقامة واحده لحین دائرة وحیده

:أن معادلة الدائرة ھى على الصورة   

ܽଵ(ݔଶ + (ଶݕ + ܽଶݔ + ܽଷݕ + ܽସ = 0 

ଵܽحیث  ≠ 0 
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,ݔ)إذا كانت    :أى نقطة على الدائرة ، انظر الشكل  (ݕ

  :المتجانس التالى فإننا نحصل على النظام 

ܽଵ(ݔଵଶ + (ଵଶݕ + ܽଶݔଵ + ܽଷݕଵ + ܽସ = 0 

ܽଵ(ݔଶଶ + (ଶଶݕ + ܽଶݔଶ + ܽଷݕଶ + ܽସ = 0 

ܽଵ(ݔଷଶ + (ଷଶݕ + ܽଶݔଷ + ܽଷݕଷ + ܽସ = 0 

,ଵ,ܽଶܽحیث المجاھیل ھى  ܽଷ, ܽସ  وغننا نبحث عن حل غیر تافھ للنظام أى أن محدد المصفوفة
ً ، أى أن    :یجب أن یساوي صفرا

ተተ

ଶݔ + ଶݕ ݔ ݕ 1
ଵଶݔ + ଵଶݕ ଵݔ ଵݕ 1
ଶଶݔ + ଶଶݕ

ଷଶݔ + ଷଶݕ
ଶݔ
ଷݔ

ଶݕ
ଷݕ

1
1

ተተ = 0 

,ݔ)ومعنى ذلك أن  ً  (ݕ   .تقع على الدائرة إذا وفقط إذا كان المحدده اعلاه تساوى صفرا

  

  ):3(مثال 

,(1,1−)إستخدم المحددات لإیجاد معادلة الدائرة المارة بالنقاط  (1,−1), (1,0) .  

  :الحل 

,ݔ)النقطة    :تقع على الدائرة إذا وفقط إذا كان  (ݕ

ተ
ଶݔ + ଶݕ ݔ ݕ 1

1 1 0 1
2
2

1
−1

−1
1

1
1

ተ = 0 

:وبفك المحدده نحصل على المعادلة   

ଶݔ + ଶݕ อ
1 0 1
1 −1 1
−1 1 1

อ − ݔ อ
1 0 1
2 −1 1
2 1 1

อ + ݕ อ
1 1 1
2 1 1
2 −1 1

อ − อ
1 1 0
2 1 −1
2 −1 1

อ

= 0 
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ଶݔأى أن  + ଶ(−2)ݕ − ݔ + (2−)ݕ − (−4) =   :وبالتالى فإن  0

ଶݔ + ଶݕ + x + y − 2 = 0 

.ھى المعادلة المطلوبة   

  

  

  

  

  

  

  

  

  :التطبیق على سلاسل ماركوف ) 3-3(

فى ھذا البند سوف ندرس دور المصفوفات فى نموذج ریاضى للنظام یتحول فى حالة إلى          
آخرى وسنحتاج فى دراستنا إلى مفھوم نظام المعادلات الخطیة كما نحتاج غلى مفھوم نھایة متتالیة 

  .حقیقیة 

ً لنظام یتغیر من ً ریاضیا حالة إلى آخرى ، ولنفرض أن عدد حالات النظام  لنفرض أن لدینا نموذجا
ائمة الممكنة منتھ ، على سبیل المثال حالة الطقس فى منطقة ما من مناطق  العالم قد تكون ممطرة غ

فى أحد البلدان قد یكون منتعش أو مستقر أو راكد ، لو افترضنا مثل أو مغبرة أو حالة الإقتصاد 
من حالة إلى آخرى وأننا فى أوقات محددة قد سجلنا الحالة التى ھذه الأنظمة تتغیر مع مرور الزمن 

علیھا النظام ولكن لا یمكن التحدید بدقة الحالة التى سیكون علیھا النظام وإنما یمكن حساب إحتمال 
  .من معرفة الحالة السابقة لھا ما یكون علیھ النظام فى حالة معینة 

ً لھ  من ݇إن مثل ھذا الوضع یسمى سلسلة ماركوف ولوصف ماسبق بالرموز لنرض أن لدینا نظاما
، یمكن وضع ھذه ݆بعد أن كان فى الحالة  ݅ھو إحتمال أن یكون النظام فى الحالة௜௝݌الحالات ولیكن 

݌القراءات فى مصفوفة =   .نطلق علیھا مصفوفة الإنتقال لسلسلة ماركوف ௜௝൧݌ൣ

  ):4(مثال 



37 
 

ً لذلك بإستخدام مصفوفة الإنتقال    .إذا كان لدینا سلسلة ماركوف بثلاثثة حالات فقدم وصفا

  :الحل 

  :ھى  ݌المصفوفة المطلوبة  

݌ = ൥
ଵଵ݌ ଵଶ݌ ଵଷ݌
ଶଵ݌ ଶଶ݌ ଶଷ݌
ଷଵ݌ ଷଶ݌ ଷଷ݌

൩ 

  .وھكذا  2إلى الحالة  3ھو إحتمال تحول النظام من الحالة  ଶଷ݌حیث 

  

  

  

  

  

  ):5(مثال 

من المتبرعین فى  70%فى دراسة سجل التبرعات السنویة لإحدى الجمعیات الخیریة تبین أن 
من غیر المتبرعین فى إحدى السنوات  40%إحدى السنوات یتبرعون فى السنة اللاحقة وإن 

  . لایتبرعون فى السنة اللاحقة 

  .أكتب مصفوفة الإنتقال لسلسلة ماركوف 

  :الحل

 2×2التبرع للجمعیة والتالیھ عدم التبرع لھا إذن لدینا مصفوفة من الدرجة ھنالك حالتان الأولى ھى 
  :وھى 

ܲ = ቚ0.7 0.4
0.3 0.6ቚ 

لاحظ .حیث العمود الاول یمثل المتبرعین فى إحدى السنوات والعمود الثانى یمثل غیر المتبرعین 
وى الواحد لأن حاصل جمع الاعداد فى كل عمود یجب أن یساଶଵ݌فى الموقع 0.3اننا وضعنا العدد 

 :اى أن 
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  :تعریف

൦یسمى المتجھ 

ଵݔ
ଶݔ
⋮
௞ݔ

൪ من الحالات إذا كان ݇متجھ حالة لسلسلة ماركوف المكونة من 

ଵݔ + ଶݔ + ⋯+ ௞ݔ =   ݅ھو إحتمال كون النظام فى الحالة ௜ݔوكان 1

  :ملحوظة

  .أعمدة اى مصفوفة انتقال ھى متجھات حالة 

وحدة  ݐحیث ݐبصف إحتمالھ حالة النظام فى الزمن௧ݔإن فكرة متجھ الحالة مرتبطة بالزمن فالمتجھ 
ھو ݐوھكذا إذا جعلنا متجھ الحالة فى وحدة الزمن ) شھر –دقیقة  –ساعة (الزمن غیر كسریة 

 :كالاتى  ௧ାଵݔفیمكن حساب௧ݔ

௧ାଵݔ =  ௧ݔ݌

 .الإجتماعات الشرطیة  من قوانین. ھى مصفوفة الإنتقال ݌حیث 

  ):6(مثال 

أحسب متجھ الحالة لأحد الاعضاء الذى تبرع فى بدایة عضویتھ للجمعیة وذلك من المثال السابق 
  .بعد مرور ثلاث سنوات 

  :الحل

଴ݔ:أن متجھ الحالة فى البدایة ھو  = ቂ10ቃ  

یرمز لمتجھ الحالة ௧ݔاى أن العضو فى البدایة كان فى الحالة الأولى وھى حالة التبرع إذا جعلنا 
ଵݔمن السنین فإن ݐبعد مرور = ଶݔ, ଴ݔ݌ = ଵݔ݌ = ଷݔ, ଴ݔଶ݌ = ଶݔ݌ =   ଴ݔଷ݌

  ھى مصفوفة الإنتقال  ݌حیث

݌ = ቂ0.7 0.4
0.3 0.6ቃ 

 لذا فإن 
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ଵݔ = ቂ0.7 0.4
0.3 0.6ቃ ቂ

1
0ቃ = ቂ0.7

0.3ቃ 

ଶݔ = ቂ0.7 0.4
0.3 0.6ቃ ቂ

0.7
0.3ቃ = ቂ0.61

0.39ቃ 

ଷݔ = ቂ0.7 0.4
0.3 0.6ቃ ቂ

0.61
0.39ቃ = ቂ0.583

0.417ቃ 

 58.3%أو 0.583وھذا یعنى انھ بعد ثلالھ سنوات سیكون احتمال تبرعھ فى تلك السنة ھو 
  .41.7%أو 0.417وإحتمال عدم تبرعة ھو 

  :نجد مایلى  ݐلقیم علیا للمتغیر ௧ݔفى المثال السابق إذا استمرینا فى حساب

௧ݔ = ቂ0.571429
0.428571ቃ 

عد مرور زمن معین وھنا نسأل ھل ھذا صحیح فى ونجد أن متجھ الحالة قد استقر عند قیمة ثابتة ب
 .جمیع سلاسل ماركوف ؟ الجواب بالنفى والمثال التالى یوضح ذلك 

  

  

  ):6(مثال 

  :لنفرض أن مصفوفة الإنتقال ھى 

݌ = ቂ0 1
1 0ቃ 

଴ݔوأن   = ቂ10ቃݔأحسب قیم௧  , ݐ ≥   لكل  1

  : الحل

ଶ݌لاحظ ھنا ان  = ቂ0 1
1 0ቃ = ௧݌مصفوفة الوحدة لذا فإن ܫ = ௧݌الزوجیة وݐلقیم ܫ = لقیم  ݌

  الفردیة ݐ

  :وعلیھ یكون  
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௧ݔ = ௧ିଵݔ݌ = ଴ݔ௧݌ = ቐ
ቂ10ቃ  , زوجى

ቂ01ቃ  ,  فردى
 

ً ھذا النظام یتأرجح مابین الحالتین ቂ10ቃإذا , ቂ01ቃ  ولا یستقر على حال ثابتھ  

لضمان الوصول إلى حالة ݌ھل ھناك شروط على مصفوفة الإنتقال : وھنا ینشأ سؤال ھو 
  الاستقرار ؟ 

  :ؤال نحتاج إلى التعریف الآتى على ھذا السوللإجابة 

  :تعریف 

  .موجبة ௡݌انھا منتظمة إذا كانت جمیع عناصر إحدى قواھا  ݌یقال عن مصفوفة الانتقال

  

  

  

  

  

  : نتیجة 

݊متجھ حالة فإنھ عندما  ݔمصفوفة انتقال منتظمة و݌إذا كانت  →  ݍیؤل إلى ௡݌فإن المقدار∞
 :حیث 

ݍ = ቎

qଵ
qଶ
⋮

q୩
቏ 

  :البرھان

௡݌نعلم أن  → ݊ عندماݍ → ݔ௡݌حالة یكونإذن لأي متجھ  ∞ → ݔܳولكن ݔܳ = وھذا ݍ
 .یبرھن النتیجة 

  :تعریف 
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نحتاج إلى  ݍالوارد فى النتیجة السابقة یسمى متجھ حالة الإستقرار ، لاجل حساب المتجھ ݍالمتجھ
  :المبرھنة التالیة 

  :مبرھنة 

 :ھو الحل الوحید للمعادلة ݍفإن ݌متجھ حالة الإستقرار لمصفوفة الانتقال المنتظمة ݍإذا كان 

ݔ݌ =  ݔ

  :البرھان 

lim௡→ஶلاحظ أن ௡݌ = lim௡→ஶوكذلك  ܳ ௡ାଵ݌ = ܳ  

lim௡→ஶولكن  ௡݌ = ܳ݌من وحدانیة النھایة نستنتج أن ܳ݌ = ݍ݌ومن ھذا نجد أن ݌ =
  : ھو حل آخر لذا فإنݎلمعادلة نفرض أن ھو الحل الوحید لھذه ا ݍولإثبات ان݌

ݎଶ݌ = (ݎ݌)݌ = ݎ݌ = ݎ௡݌ت أن اثبوبالإستقراء الریاضي نستطیع إ ݎ = ݊لكل ݍ ≥ إذن 1
ݍ = 1)ھو الحل الوحید لنظام المعادلات المتجانسݍولكن إذنݎ − ݔ(݌ = 0 .  

  . (ݍ)ونستخدم المبرھنة أعلاه لإیجاد متجھ حالة الاإستقرار

  

  

  ):7(مثال 

یمكن لأى شخص ان یستعیر 1,2,3فى مدینة ما توجد مكتبة عامة بھا ثلاثة فروع یرمز لھا بالرمز 
ً من اى فروع المكتبة ویعیده  إلى أحد الفروع عند دراسة وضع المكتبة تم التوصل إلى كتابا

  :مصفوفة الانتقال التالیة 

݌ = ൥
0.7 0.5 0.1
0.2 0.3 0.6
0.1 0.2 0.3

൩ 

 (ݍ)إستخدم المبرھنة لإیجاد متجھ حالة الاستقرار 

  : الحل

ً ان ھو  رالمصفوفة منتظمة مما یتیح لنا استخدام المبرھنة ولذا فإن متجھ حالة الاستقرا ݌لاحظ اولا
1)الحل الوحید للمعادلة المتجانسة  − ݔ(݌ =   حیث 0
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݌ = ൥
0.7 0.5 0.1
0.2 0.3 0.6
0.1 0.2 0.3

൩ 

 :ومنھ فإن 

൥−
0.3 −0.5 −0.1
0.2 0.7 −0.6
−0.1 −0.2 0.7

൩ ൥
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൩ = ൥

0
0
0
൩ 

  :وبالتالى فإن 

ଵݔ0.3 − ଶݔ0.5 − ଷݔ0.1 = 0   → (8) 

ଵݔ0.2− − ଶݔ0.7 − ଷݔ0.6 = 0   → (9) 

ଵݔ0.1− − ଶݔ0.2 + ଷݔ0.7 = 0   → (10) 

ଵݔبالإضافة الى العلاقة  + ଶݔ + ଷݔ = 1  

  

  نجد أن الحل ھو  1,2,4إذا اخذنا المعادلات

ଵݔ = 0.544117 

ଶݔ = 0.294118 

ଷݔ = 0.161765 

  1,2,3مع اى معادلتین اخریتین من بین 4وكذلك الحال بالنسبة للمعادلة 

 ھو  (ݍ)إذا متجھ الاستقرار

ݍ = ൥
0.544117
0.294118
0.161765

൩ 
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  تطبیقات الجبر الخطى فى المجالات الآخرى
ً فى التعبیر عن العلاقات الریاضیةالجبر الخطى و لعب ی ً وھاما ً حیویا متعددة  المصفوفات دورا

ً عن ذلك . المتغیرات بشكل بسیط یسھل فھمھ وبالتالى إیجاد الحلول المناسبة لھذه العلاقات فضلا
فإن المصفوفات لھا تطبیقات فى مجالات عدیدة، فى الاقتصاد، والإحصاء وبحوث العملیات 

ً نجد أن المصفوفات ھى الأساس فى صیا. والعملیات الإداریة وغیرھا من المجالات غة نماذج فمثلا
  .المنتج والمستخدم ، وكذلك صیاغة سلاسل ماركوف 

 مس الدارس مدى الاستفادة منومن ھذا المنطلق سوف نقدم بعض الأمثلة التطبیقیة حتى یل  
  .المجال التطبیقى والواقع العملىالمصفوفات فى 

  :علم الإقتصاد  التطبیقات فى) 4-1(

ات الجبر الخطى فى الإقتصاد وینسب ھذان النموذجان نعرض فى ھذا البند نموذجیین لتطبیق        
إلى عالم الإقتصاد لیونتیف یسمى النموذج الاول نموذج لیونتیف المغلق والثانى یسمى نموذج 
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لیونتیف المفتوح ، فى كلا النموذجین نتعامل مع بعض القراءات الإقتصادیة لوحدات الإنتاج فى 
  .ویكون الغرض منھا بعض الاھداف الاقتصادیة . وغیرھا  إقتصاد معین مثل الاسعار، كمیة الناتج

  :ونتیف المغلق وذج لینم(1-1-4) 

ً بالنموذج المغلق ونقدمھ من خلال المثال المبسط التالى    :نبدأ اولا

  ):1(مثال 

إتفق نجار ، كھربائي وسباك على إنجاز بعض اعمال الصیانة فى بیوتھم الثلاثة على أن یعمل كل 
ً للآخر دون اھمال إحتساب أجر  10 منھم مجموعة أیام فقط ، كما اتفقو ان یدفع كل منھم اجرا

الشخص الذى یعمل فى بیتھ وذلك لضمان الدقة فى اجراءات المحاسبة ، إن الاجر الیومى المعتاد 
ریال ولكن تم الاتفاق على تعدیل ھذا الاجر بحیث یصبح المبلغ المدان بھ كل شخص بعد  100ھو 

  .مال الصیانھ یعادل المبلغ الذى لھ إنتھاء اع

  :احسب الاجر الیومى لكل عامل إذا علمت ان توزیع ایام العمل كما فى الجدول التالى 

  
  عدد ایام العمل فى بیت

  العمل المنجز من قبل
  النجار  الكھربائي  السباك

  3  5  2  النجار
  3  2  4  الكھربائى
  4  3  4  السباك

  

  :الحل 

العامل الاول وھو النجار علیھ أن  ଷ݌و السباك ଶ݌وللكھربائيଵ݌لنفرض ان الاجر الیومى للنجار 
ଵ݌3یدفع مبلغ  + ଶ݌5 +  :ولذا فإننا نحصل على المعادلة  ଵ݌10وھو یستلم لقاء عملھ ଷ݌2

ଵ݌3 + ଶ݌5 + ଷ݌2 = ଵ݌10   → (1) 

  :وبالمثل نحصل على المعادلتین التالیتین للكھربائي والسباك 

ଵ݌3 + ଶ݌2 + ଷ݌4 = ଶ݌10   → (2) 

ଵ݌4 + ଶ݌3 + ଷ݌4 = ଷ݌10   → (3) 

 :وإستخدام المعادلة المصفوفیھ المقابة نحصل على  10على  1,2,3بقسمة المعادلات 
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൥
0.3 0.5 0.2
0.3 0.8 0.4
0.4 0.3 0.6

൩ ൥
ଵ݌
ଶ݌
ଷ݌
൩ = ൥

ଵ݌
ଶ݌
ଷ݌
൩ 

 :ومن ذلك نحصل على 

൥
   0.3 −0.5 −0.2
−0.3    0.8 −0.4
−0.4 −0.3    0.6

൩ ൥
ଵ݌
ଶ݌
ଷ݌
൩ = ൥

0
0
0
൩  → (4) 

 حیث اعتبرنا 

൥
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൩ ൥
ଵ݌
ଶ݌
ଷ݌
൩ = ൥

ଵ݌
ଶ݌
ଷ݌
൩ 

 وبإستخدام طریقة جاوس لحل النظام المتجانس نجد أن مجموعة الحل ھى 

൜൬ݐ,
17
18

,ݐ
41
36

൰ݐ : ݐ ∈  ௧ൠ݌

ً وھو الحل الذى ݐلاحظ اننا اشترطنا أن تكون  ً لكي لایكون الحل تافھا موجبة ولیست صفرا
 ً  .لایتقاضى اى من العمال اجرا

ً كذلك لاحظ  ً معقولا ً غیر منتھ من الحلول للمسألة ولكن علینا ان نختار حلا ان ھنالك عددا
ݐوالمقصود بذلك ھو حل قریب من الاجرة الیومیة المعتادة للعمال لذا یمكن ان نأخذ = 100 

ଵ݌جور فتكون الإ = ଶ݌,100 = ଷ݌, 94.40 = 113,89.  

ً على ان المثال السابق یوضح السمات الرئیسیة لنموذج لیونتیف ا ً معتمدا لمغلق فھو یمثل اقتصادا
ان الوصف العام لھذا النموذج المغلق . ذاتھ وھو فى حالة توازن ینتج مایستھلكھ ویستھللك ماینتجھ 

  :ھو كالاتى 

من الصناعات والخدمات وولنفرض انھ فى فترة زمنیة معینة ݊لنفرض ان ھنالك نظام اقتصادى 
  .دمات ضمن قطاعات الاقتصاد نفسھ وبنسب محدده ثابتھ یتم استھلاك كل ناتج الصناعات والخ

المطلوب ھو تحدید اسعار ناتج الصناعات والخدمات بحیث یكون مجموع المصروفات یساوى 
 ً   .مجموع الدخول وبذلك یكون الاقتصاد متوازنا

عة أو الخدمة نسبة ماتشتریھ أو تستھلكھ الصنا௜௝ܽولتكن  ݅مة ناتج الصناعة أو الخدمةھى قی ௜݌لتكن
  :إذن لدینا الخصائص التالیة ݆من الصناعة او الخدمة ݅

௜݌ .1 ≥ 1لكل0 ≤ ݅ ≤ ݊  
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2. ܽ௜௝ ≥ 1لكل 0 ≤ ݅, ݆ ≤ ݊ 
3. ܽଵ௝ + ܽଶ௝ + ⋯+ ܽ௡௝ = 1لكل 1 ≤ ݆ ≤ ݊ 

቎المتجھ 

pଵ
pଶ
⋮

p୬
቏یسمى متجھ السعر والمصفوفة التالیة: 

ܣ = ൦

aଵଵ aଵଶ …
aଶଵ aଶଶ …
⋮

a୬ଵ
⋮

a୬ଶ
⋱
…

aଵ୬
aଶ୬
⋮

a୬୬

൪ 

  .تسمى مصفوفة النسب  

 1یساوى ܣاعلاه بمعنى أن حاصل جمع العناصر فى كل عمود من ) 3(لاحظ أن الشرط 
مشابھ للمصفوفات فى سلاسل ماركوف ولكن قیمة المصفوفة فى ھذا البند تختلف ܣالمصفوفة (

الذى یعطینا التوازن  ݌كما وجدنا فى المثال السابق لكى نحصل على متجھ السعر) عنھا 
  :ان یحققیجب ݌الإقتصادى فإن 

݌ܣ = →  ݌ (5) 

(1 − ݌(ܣ = 0  → (6) 

ھى عبارة عن نظام معادلات متجانس وان ھذا النظام لھ حل غیر تافھ إذا وفقط إذا ) 6(ان المعادلة 
1كان محدد المصفوفة  −  یساوى صفراً ܣ

 :ونتیف المغلق وذج لینم(2-1-4)

ً فیھ  وان ناتج . الصناعیة والخدمیة  من وحدات الإنتاج݊فى ھذا النموذج نفترض أن لدینا اقتصادا
ً من قبل وحدات الانتاج . ھذه الوحدات یفیض عن الحاجة المحلیة  كما نفرض ان ھنالك إلتزاما
ان الغرض من ھذا النموذج لیس تحدید سعر بیع ناتج . بتصدیر كمیة محدده من إنتاجھا للخارج 

لإنتاج مع افتراض وجود سعر محدد الوحدة كما رأینا فى النموذج المغلق وإنما ھو تحدید كمیة ا
ً لكل منتج ، من أجل وصف ھذا النموذج نستخدم الترمیز التالى    :مسبقا

  .݅القیمة المالیة لإنتاج الوحده ௜ݔ

݀௜ والواجب تصدیرھا للخارج ݅القیمة المالیة من ناتج الوحده.  

ܿ௜௝ تاج ماقیمتھ وحده نقدیة واحدة لإن ݆والذى تحتاجھ الوحده ݅القیمة المالیة لناتج الوحده.  
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݀لنفرض ان  = ൦

dଵ
dଶ
⋮

d୬

൪   , ݔ = ቎

xଵ
xଶ
⋮

x୬
቏ و ان مصفوفة ھما متجھا الإنتاج والطلب على التوالى

 :الاستھلاك ھى 

ܥ = ൦

cଵଵ cଵଶ …
cଶଵ cଶଶ …
⋮

c୬ଵ
⋮

c୬ଶ
⋱
…

cଵ୬
cଶ୬
⋮

c୬୬

൪ 

  :حیث 

ݔ .1 ≥ 0 , ݀ ≥ 0  
2. ܿ௜௝ ≥ 0 
3. ܿଵ௝ + ܿଶ௝ + ⋯+ ܿ௡௝ ≤ 1لكل1 ≤ ݆ ≤ ݊ 

ଵݔ௜ଵܿمما تقدم یمكن ان نستنتج ان القیمة  + ܿ௜ଶݔଶ + ⋯+ ܿ௜௡ݔ௡݅تمثل قیمة ناتج الوحده 
  :إذن الفائض ھو . والذى تحتاجھ جمیع الوحدات فى ھذا النظام الإقتصادى 

௜ݔ − (ܿ௜ଵݔଵ + ܿ௜ଶݔଶ + ⋯+ ܿ௜௡ݔ௡) 

  :من ھذا نحصل على العلاقة  ௜݀وھذا الفائض یجب ان یساوي

(1 − ݔ(ܿ = ݀ ↔ ݔ − ݀ݔ = ݀  → (7) 

 ً ً توضیحیا   .لنأخذ مثالا

  ) :2(مثال 

لنفرض ان ھنالك مدینة فیھا ثلاث وحدات انتاجیة ھى منجم للفحم ، شركة تولید الطاقة الكھربائیة و 
  .شركة سكة حدیدیة 

اذا كان انتاج . ریالات  10ولنفرض ان الوحدة النقدیة فى ھذه المدینة ھى الدینار الذى یعادل 
ً من الفحم یتطلب  ً واحدا دینار نقل فى السكة  0.25دینار تیار كھربائي و  0.25ماقیمتھ دینارا

ینار د 0.05دینار من الفحم و 0.65الحدیدیة وانتاج ماقیمتھ دینار واحد من الكھرباء تحتاج غلى 
نقل ، ولغرض توفیر خدمة النقل فى السكة الحدیدیة بقیمة دینار واحد تحتاج  0.05تیار كھربائي و 

ً من الفحم و  0.55الشركة إلى    .دینار من الكھرباء  0.100دینارا
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دینار من الفحم إلى الخارج والتزمت  50.000فى أحد الاسابیع إلتزم منجم الفحم بتصدیر ما قیمتھ 
دینار من الكھرباء ، ولم تلتزم شركة السكة  25.000لكھرباء بتزوید مدن مجاورة بما قیمتھ شركة ا

  .الحدیدیة بتقدیم اى خدمة إلى الخارج 

كم یجب على وحدات الانتاج الثلاثة أن تنتج فى ذلك الإسبوع لكى تفى بإلتزاماتھا المحلیة 
  والخارجیة ؟

  :الحل 

  لتكن

  .لفحم فى ذلك الاسبوع القیمة المالیة لإنتاج ا ଵݔ

  . القیمة المالیة لإنتاج الكھرباء فى ذلك الاسبوع ଶݔ

  . فى ذلك الاسبوع مالیة لخدمات النقلالقیمة ال ଷݔ

  :من المعلومات الواردة فى نص المثال نستنتج أن 

ܿ = ൥
0 −0.65 0.55

0.25 0.05 0.10
0.25 0.05 0

൩ 

1)النظام الخطى   − ݔ(ܿ =   یصبح  ݀

൥−
1 −0.65 −0.55

0.25 0.95 −0.10
0.25 −0.05 1

൩ ൥
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൩ = ቎

50.000 
25.000 

0
቏ 

ً للنظام ھو ) غیر شاذه( نلاحظ ان المصفوفة على الیسار لھا معكوس  ً وحیدا   :مما یعطینا حلا

ݔ = (1 − ܿ)ିଵ݀ =
1

503
൥
756 542 470
220 690 190
200 170 630

൩ ቎
50.000 
25.000 

0
቏ 

 56.163دینار وعلى شركة الكھرباء انتاج ماقیمتھ  102.087إذن على منجم الفحم ان ینتج ماقیمتھ 
.دینار  28.330دینار وعلى شركة السكك الحدیدیة تقدیم خدمة قیمتھا   

1لاحظ انھ فى حالة وجود معكوس للمصفوفة) 7(لنعود الان الى المعادلة  −  ݔفإنھ یمكن إیجاد  ܿ
ݔبالعلاقة  = (1 − ܿ)ିଵ݀  .1)إضافة إلى ذلك إذا كانت عناصر − ܿ)ିଵ  كلھا غیر سالبة فإن

ݔھذا یضمن ان یكون  ≥ ݀لكل  0 ≥ ان الشرط الاخیر اعلاه امر محبز لانھ یعنى ان النظام .  0
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الاقتصادى قید الدراسة یستطیع أن یلبى اي طلب خارجى وذلك إذا تجاھلنا معوقات الإنتاج 
  .الآخرى

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  : )الدوائر الكھربائیة(علم الفیزیاء التطبیقات فى) 4-2(

فى ھذا التطبیق نبین كیفیة استخدام انظمة المعادلات الخطیة لإیجاد قیم التیار فى الاجزاء المختلفة 
ستقتصر دراستنا فى ھذا التطبیق على الدوائر الكھربائیة الحاویة على ما .من الدائرة الكھربائیة 

.نتطرق الى دوائر التیار المتناوب لكونھا تتبع لقوانین فیزیائیة مختلفة یسمى بالتیار ولن   

. تتكون الدائرة الكھربائیة من بطاریات ھى مصدر التیار ومقاومات تستھلك الطاقة مثل المصابیح 
:ولغرض تسھیل وصف الدائرة الكھربائیة نستخدم الرموز التالیة   
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ومةبطاریة                          مقا  

:ھنالك ثلاثة مقادیر فیزیائیة تتعلق بدراسة الدوائر الكھربائیة ھى   

ً ان قیمة .  ܸویقاس بوحدة الفولت أوܧفرق الجھد ویرمز لھ بالرمز  .1 بین قطبى ܧفمثلا
 . 1.5ܸالتى تباع فى الاأسواق ܣܣبطاریة من نوع

 .ߗوتقاس بوحدة الأوم والتى یرمز لھا بالرمز  ܴالمقاومة ویرمز لھا بالرمز .2
 .ܣویقاس بوحدة الأمبیر والتى یرمز لھا بالرمزܫالتیار ویرمز لھ بالرمز  .3

تحكم المقادیر الثلاثة أعلاه ثلاثھ قوانین فیزیائیة تستخدم فى دراسة الدوائر الكھربائیة للتیار المباشر 
  :وھى 

ܧقانون أوم ونعبر عنھ بالمعادلة   . أ =  ܫܴ
وھو أن مجموع قیم التیارات الكھربائیة الداخلة فى أى : قانون كركوف للتیارات المباشرة   . ب

 .نقطة من الدائرة الكھربائیة یساوى مجموع قیم التیارات الخارجھ عنھا 
فى كل مسار مغلق فى الدائرة الكھربائیة یكون مجموع فروقات : قانون كركوف للجھد   . ت

ً للصفر   .الجھد مساویا

توضیح القوانین الثلاثة اعلاه وبیان كیفیة إستخدام أنظمة المعادلات الخطیة فى إیجاد قیم لأجل 
 :التیار الكھربى فى اجزاء الدائرة الكھربائیة  نورد المثال التالى 

 

 

  ) :3(مثال 

,ଵܫأحسب قیم التیارات ,ଶܫ   :فى الدائرة الموضحة فى الشكل ادناه  ଷܫ
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  :الحل 

ً اننا عینا إتجاھا لإنسیاب التیار فى اجزاء الدائرة ویتم ذلك حسب إختیار الشخص وذلك  لاحظ أولا
لغرض وضع اساس یتم بناءً علیھ اعتبار قیمة التیار بالإتجاه المعین موجب وبالاتجاه المعاكس 

ً نعتبره الاإتجاه ا الان . لموجب سالب ، كذلك لاحظ اننا عینا ثلاثة مسارات مغلقة ووضعنا اتجاھا
  :فنحصل على  ܤ,ܣنطبق قانون كركوف للتیارات فى النقتطین 

A ܫ للنقطةଵ = ଶܫ +  ଷܫ

B ܫ للنقطةଷ + ଶܫ =  ଵܫ

 ان كلتا المعادلتین اعلاه تتبسط إلى المعادلة الخطیة

ଵܫ − ଶܫ − ଷܫ = 0  → (8) 

من أجل إیجاد قیم نحتاج إلى معادلتین أخریتین نحصل علیھما من قانون كركوف للجھد ، ولأجل 
  :تطبیق القانون فى المسارات الموضحة فى الدائرة یجب مراعاة مایلى 

التیار المار فى مقاومة بالإتجاه الموجب للمسار یولد فرق جھد سالب والتیار المار بالإتجاه  .1
 .موجب السالب یولد فرق جھد 

 –إلى + التیار المار فى البطاریة بالإتجاه الموجب للمسار یولد فرق جھد سالب إذا مر من  .2
، اما التیار المار بالاتجاه السالب للمسار فیولد فرق + إلى  –وفرق جھد موجب إذا مر من 

اى عكس الحالة + إلى  –وفرق جھد سالب إذا مر من  –إلى + جھد موجب إذا مر من 
 .الأوولى 

مع إستخدام قانون أوم المذكور أعلاه ) 2(و ) 1(الان نطبق قانون كركوف للجھد على المسارین 
  :على ) 1(فنحصل من المسار 

30 − ଵܫ8 − ଷܫ5 = 0 → (9) 
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  :ومن المسار الثانى نحصل على 

40 + ଷܫ5 − ଶܫ7 = 0 → (10) 

  :نحصل على النظام ) 10) (9(و ) 8(من المعادلات 

ଵܫ − ଶܫ − ଷܫ = 0   

ଵܫ8 − ଷܫ5 = 30  

ଷܫ5 − ଶܫ7 = 40  

  :ومنھ نحصل على الحل 

قد یسأل . سالب ویعنى أن اتجاھھ ھو عكس الاتجاه الموضح فى رسم الدائرة الكھربائیة ଷܫلاحظ أن 
القانون والجواب أن تطبیق ھذا . عند تطبیق قانون كركوف للجھد ) 3(القارئ لماذا نستخدم المسار 

ً من اى من المعادلتین ) 3(على المسار  یعطینا معادلة مكرره بمعنى أنھ یمكن استخدامھا بدلا
  .وتعطینا الجواب السابق نفسھ ) . 2(و ) 1(المشتقتین من المسار 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : )التعمیة(التطبیق فى علم التشفیر ) 4-3(

نقدم فى ھذا البند إحدى الطرق المستخدمة فى الحفاظ على سریة الرسائل المرسلة عبر قنوات 
سنحتاج . إن العلم المعنى بھذا الأمر یسمى التعمیة ویسمیھ البعض علم التشفیر . الإتصال المختلفة 
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جاوس  كما نستخدم فكرة التحویلات الخطیة وطریقة ݊قیاس فى ھذا البند إلى حساب المصفوفات 
  .فى الحذف 

كما . یھتم علم التعمیة بالمحافظة على سریة الرسائل المھمة المرسلھ عبر قنوات الإتصال المختلفة 
أن جانب من ھذا العلم یعنى بتحلیل الرسائل المعماه لغرض كسر نظام التعمیة المستخدم أو على 

نبدأ ھذا البند بتعریف . نھا الأقل الحصول على أكبر قدر من المعلومات التى یمكن الإستفادة م
  .بعض المصطلحات المستخدمة فى علم التعمیة 

 .ویُعنى بھ الرسالة قبل تعمیتھا أو بمعنى آخر النص دون تغیر أو تبدیل : النص الواضح  .1
 .وھو النص الذي نحصل علیھ بعد إجراء عملیة التعمیة : النص المعمى  .2
 .الواضح إلى نص معى  وھى عملیة تحویل النص: التعمیة أو التشفیر  .3
ھو القیمة أو مجموعة القیم التى تستخدم فى وصف عملى : مفتاح التعمیة أو الشفرة  .4

 .التعمیة

إن ابسط الطرق فى التعمیة طریقة التعویض وھو عبارة عن إبدال كل حرف من حروف الھجاء 
  :بحرف آخر كما فى الجدول التالى 

الحرف   الحرف
  المقابل

الحرف   الحرف
  المقابل

الحرف   الحرف
  المقابل

الحرف   الحرف
  المقابل

  ز  ك  و  ض  أ  د  ت  أ
  خ  ل  ث  ط  ت  ذ  ل  ب
  ز  م  ج  ظ  ي  ر  ق  ت
  ض  ن  ه  ع  ش  ز  م  ث
  ذ  ه  ص  غ  ب  س  س  ج
  ح  و  ن  ف  ظ  ش  ط  ح
  غ  ي  ر  ق  ع  ص  ك  خ

  

ت ي ب خ ت ت خ أ ل ت : أرسل الدبابات إلى المعمى : بإستخدام ھذا الجدول یمكن تعمیة النص 
  .ت ق ل 

  

  

اى من السھل فك الشفرة ومعرفة النص الواضح وذلك من . إن طریقة التعمیة ھذه سھلة الكسر 
فى النص المعمى ومقارنتة وذلك بالنسب المعروفة للتكرار فى حساب نسبة التكرار فى كل حرف 

ً نسبة تكرار الحرف ج فى اللغة العربیة ھى حوالى . اللغة العربیة  ا وجدنا وعلى إذ% 1.02فمثلا
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ً فى النص المعمى ھى نفس النسبة فإن ھذا یقودنا إلى التخمین أن  ان نسبة تكرار حرف  الفاء مثلا
  .وھكذا بالنسبة لبقیة الحروف . حرف الفاء على الأرجح احتمال یقابل الحرف جیم 

ذكرناھا ولكن علینا أن ننوه أن ھذه الطریقة فى كسر الشفرة لا تصلح لكسر جمل قصیرة كالتى 
  اعلاه لأن حساب التكرار لایكون دقیقاً 

للتغلب على مشكلة ضعف طریقة التعمیةھذه ھى أن تقسم النص ان إحدى الطرق المستخدمة
وتعرف ھذه . الواضح إلى مجموعات متساویة من الحروف ثم تشفر كل مجموعة على حده 

حدى الطرق التعددیة المسماه بطریقة فى ھذا البند سندرس إ. الطریقة فى التعمیة بالطریقة التعددیة 
م وتعتمد ھذه الطریقة على إستخدام المصفوفات  1929ھِل فى التعمیة نسبة إلى مكتشفھا فى العام 

ً بترقیم حروف . كتحویلات خطیة  لغرض شرح طریقة ھِل للتعمیة فى اللغة العربیة ، نقوم اولا
 :اللغة العربیة كما فى الجدول الآتى 

  

  ر  ذ  د  خ  ح  ج  ث  ت  ب  أ
1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  

  

  ف  غ  ع  ظ  ط  ض  ص  ش  س  ز
11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  

  

  ي  و  ه  ن  م  ل  ك  ق
21  22  23  24  25  26  27  0  

  

28فیھا ଶ଼ܼلاننا نستعمل داخل الحلقة 0نلاحظ أننا اعطینا الحرف ي الرقم  ≡ .  (28 ݀݋݉)0
 .على الحلقة  2×2لكى نوضح طریقة ھِل نقدم المثال التالى الذى یستخدم المصفوفات من الدرجھ 

 

 

 

 

  ) :4(مثال 
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 ً   :إستخدم المصفوفة التالیة لتعمیة الرسالة الھجوم غدا

ܣ = ቂ2 5
1 4ቃ 

  :الحل 

 ً   :نحول الرسالة إلى متتالة من الاعداد بإستخدام الجدول السابق فنحصل على : أولا

  . على التوالى  1،23،26،5،27،24،19،8،1

 ً   :فإننا نجمع كل عددین متتالین فإن متجھ كما یلي 2×2لتكوین المصفوفة من الدرجة : ثانیا

ቂ11ቃ , ቂ19
8 ቃ , ቂ27

24ቃ , ቂ26
5 ቃ , ቂ 1

23ቃ  → (11) 

  .لاحظ كررنا العدین فى المتجھ الآخر لكون عدد حروف الرسالة فردیاً 

 ً   : نقوم بتعمیة الرسالة كما یلى : ثالثا

ܣ = ቂ
ݔ
ቃݕ = ቂ

ଵݔ
 ଵቃݕ

ቂحیث 
ݔ
  :فنحصل على ) 11(ھو أحد المتجھات الواردة فى  ቃݕ

ቂ2 5
1 4ቃ ቂ

1
23ቃ = ቂ59ቃ 

ቂ2 5
1 4ቃ ቂ

26
5 ቃ = ቂ21

18ቃ 

ቂ2 5
1 4ቃ ቂ

27
24ቃ = ቂ 6

11ቃ 

ቂ2 5
1 4ቃ ቂ

19
8 ቃ = ቂ22

23ቃ 

ቂ2 5
1 4ቃ ቂ

1
1ቃ = ቂ75ቃ 

  . ଶ଼ܼاى اننا نعمل فى الحلقة ) . 28(لاحظ اننا قمنا بعملیة الجمع والضرب قیاس العدد 

 ً ج ز ق :حروف فنحصل على الرسالة المشفره  نستخدم الجدول السابق لتحویل الرسالة إلى: رابعا
  ع ح ز ك ل خ ج 
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لاحظ أن عدد أحرف الرسالة المشفرة ھو عشرة أحرف وذلك نتیجة لتكرار الحرف الاخیر من 
 ً   .النص الواضح كما ذكرنا فى ثانیا

  :ملحوظة 

تجمیع ارقام لعملیة التعمیة مما دعانا إلى  2×2ال السابق إستخدمنا مصفوفات من الدرجة من المث
ل من الرتبة  ان ھذه الطریقة فى التعمیة. الحروف فى متجھات ثنائیة   اما فى . 2تسمى طریقة ھِ

݉مصفوفات من الدرجةلمنا احالة إستخد × من الرتبة  اتفإننا نجمع ارقام الحروف فى متجھ ݉
ل من الرتبة طریقة التعمیة وتسمى ݉   .݉عندئذ بطریقة ھِ

، ویمكن للقارئ الإستعانة ௡ܼفى التعمیة تتطلب إجراء حسابات داخل الحلقة ان استخدام طریقة ھل 
  .باى كتاب فى نظریة الاعداد للتعرف على ھذه الحسابات ، فإذا لم یكن قد درسھا من قبل 

  ) :5(مثال 

إذا استطعنا ان نحصل على الرسالة المشفرة ص ل ن ر ذ ذ وعرف بطریقة ما أنھا تقابل كلمة     
فإستخدم ھذه المعلومات  2×2وان طریقة التعمیة المستخدمة ھى طریقة ھِل من النوع " م اسلا" 

  .لإیجاد الشفره 

  :الحل 

  :نحول الرسالة المشفرة إلى ارقام بإستخدام اللجدول السابق ونحصل على 

14  ،22 ،25  ،10  ،17  ،24  

ل المستخدمة ھى من النوع    :المتجھات الثنائیة التالیة فنكون  2×2كما كانت طریقة ھِ

ܿଵ = ቂ14
23ቃ  , ܿଶ = ቂ25

10ቃ   , ܿଷ = ቂ99ቃ 

  :إلى ارقان فنحصل على " اسلام "الان نحول الكلمة المقابلة 

1 ،25 ،12  ،23  ،1  ،24  

  :فنكون المتجھات 

ଵ݌ = ቂ 1
23ቃ  , ଶ݌ = ቂ12

23ቃ ଷ݌,   = ቂ 1
24ቃ 

ً على  . ଶ଼ܼالحلقة نختار متجھین فقط من ببین الثلاثھ أعلاه ونتأكد انھما مستقلان خطیا
,ଵ݌المتجھان ,ଵܿیفیان بالشرط نختار المتجھین  ଶ݌ ܿଶ المقابلین ونكون المصفوفتان:  



57 
 

݌ = ,ଵ݌] [ଶ݌ = ቂ 1 12
23 23ቃ 

ܿ = [ܿଵ, ܿଶ] = ቂ14 25
23 10ቃ 

,ଵ݌یمكن التأكد أن  ً على ଶ݌ ,(݌)gcd(detمن ملاحظةଶ଼ܼمستقلان خطیا  ଵି݌الآن نحسب ( 28
 :فنجد 

ଵି݌ =
1

det(݌)
ቂ 23 −12
−23 1 ቃ =

1
−253

ቂ23 16
5 1 ቃ = 27 ቂ23 16

5 1 ቃ

= ቂ 5 12
23 27ቃ݉28 ݀݋ 

  :إذن حسب الصیغة الواردة اعلاه نجد ان المفتاح 

ܣ = ଵି݌ܿ ቂ14 25
23 10ቃ ቂ

5 12
23 27ቃ = ቂ1 5

9 14ቃ  28 ݀݋݉

من معرفة ھذا المفتاح نستطیع تحویل بقیة النص المشفر فى الؤسالة إلى نص واضح عن طریق 
  . ଵିܣالضرب بالمصفوفة 
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  :ملخص البحث 

تحدثنا في ھذا البحث عن الجبر الخطى بصفة عامة وعن جبر المصفوفات بصفة 
خاصة وعن مدى اھمیة الجبر الخطى فى الریاضیات وفى الحیاة العامة ؟ وللإجابة 
على ھـذا السؤال تطرقنــا لمفاھیم عدة من خلال البحث فتناولنا في  الفصل  الأول 

 .لمحددات مقدمة عن الجبر الخطى وجبر المصفوفات وا

ومن ثـم بعض العملیات على المصفوفات وطرق إیجاد معكوس المصفوفة و طرقة 
إستخدامھ لحل الانظمة الخطیة فى متغیرین ولأكثر من متغیر ومن ثم إیجاد القیم الذاتیة 
  .  والمتجھات الذاتیة وإستخدام كل ماسبق فى حل الانظمة الخطیة فى كثیر من التطبیقات

لتعریفات وثیقة الصلة بالموضوع  وكذلك الأساسیات ارات ونصوص واضحة ل باب یبدأ بعبك
والنظریات سویا مع مادةعلمیة موضحة وأخرى وصفیة لھا ویتبع ھذا فئاتمصنفة من 
المسـائلالمحلولة توضح وتفصل النظریـات ثم أعقبناھـا ببعض تطبیقــات الجبر الخطي فى 

التطبیقات ، وكذلك كان علینا كتابة ما خلصنا إلیھ من  الإقتصاد والدوائر الكھربائیة وغیرھا من
  .خلال تناولنا لموضوع البحث
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