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تمھد لنا الطریق وتنثر على جانبیھ الورود .....فما نملك إلا أن نخلع نعلینا أمام بساطھا 

  ونبتھل إلى اللھ بالدعوات لھا دوماً 
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  الشكروالتقدیر

  جھلت عیون الناس ما في داخلي ......فوجدت ربي بالفؤاد بصیرا

  ربي معي فمن الذي أخشي إذا.......ما دام ربي یحسن التدبیرا

ً ونصیرا   وھو الذي قد قال في قرآنھ.......وكفى بربك ھادیا

ً بأن وفقنا وسدد خطانا  ً كثیرا ً نحمد اللھ ونشكره شكرا وأتم شكر نعمتھ علینا بأن أتممنا ھذا بدءا
  البحث المتواضع.

ً بالعلم والأخلاق. ً على فمي یأیھا العملاق فتحت لي آفاقا ً لحنا   شكرا معلمي شكرا یظل دائما

الشكر موصول الى حاملي مشاعل النور لیضیئوا لنا الدروب أساتذتي الأجلاء والذین حملوا 
  أقدس رسالة في الحیاة.

  التربیة قسم الریاضیات: أساتذتي بكلیة

ً ولكم منا جزیل  ً وتقدیرا یا دار العلم تحیاتي .......یا زاد الحاضر والآتي أنحنى لكم احتراما
  شكرنا وامتناننا ونخص بالشكر أستاذنا ومشرفنا الفاضل 

  الأستاذ عمر خلیل عثمان

ً ولھ منا كل  ً یوجھنا ویرشدنا فجزاه اللھ عنا خیرا   التقدیر والإحترام.الذي كان دوما

  والشكر إلى كل من ساعدنا في إتمام ھذا البحث.
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  المستخلص
تناول ھذا البحث دراسة علم حساب المثلثات وعلاقتھ ببعض فروع الریاضیات مثل          

  الحسبان ، الھندسة التحلیلیة ، التحلیل المركب وتحلیل المتجھات.
قام الباحثون في الفصل الأول بطرح مشكلة التي تتمثل في أھمیة علم المثلثات في جمیع          

فروع الریاضیات. و یحتوي على أسئلة البحث التي تتمثل في ھل ھناك أھمیة لدراسة علم 
المثلثات بشكل عام؟ وما مدى أھمیة مشتقات الدوال المثلثیة وتكاملاتھا ؟وما مدى أھمیة علم 

مثلثات في دراسة الھندسة التحلیلیة والتحلیل المركب؟ وما مدى أھمیة حسا ب المثلثات في ال
  دراسة الحسبان وإستخدم الباحثون المنھج الوصفي والتجریبي.

وفي الفصل الثاني تناول الباحثون مقدمة عن حساب علم المثلثات وتطوره عبر العصور         
  والعلماء البارزین في كل عصر.

اما في الفصل الثالث فتناول الباحثون الحسبان والھندسة التحلیلیة وفي التفاضل والتكامل        
أدخلوا بعض النظریات المثلثیة التي تساعد في حل المسائل المعقدة وفي الھندسة التحلیلیة إستفاد 

صل الرابع فالباحثون من علم المثلثات في التحویل بین الإحداثیات الكارتیزیة والقطبیة وفي ال
تناول الباحثون المتجھات والتحلیل المركب وفي تحلیل المتجھات إستخدم الباحثون معادلتا كوشي 
وریمان في الصورة القطبیة والعلاقة بین الإحداثیات الإسطوانیة والكارتیزیة وفي التحلیل 

  فیھا. تالمركب تناول الباحثون مبرھنھ ستوكس وبعض التطبیقات التي تم إستخدام المثلثا
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Abstract  

This research study trig and its relationship to some branches of 
mathematics, such as account, analytic geometry, complex analysis and 
vector analysis. 

 Researchers in the first quarter by asking a problem that is the importance 
of trigonometry in all branches of mathematics. And it contains the 
research questions that are in Is there a significance to the study of 
trigonometry in general? And how important derivatives of trigonometric 
functions and Taladtha? And how important trigonometry in the study of 
analytic geometry and analysis compound? And how important 
calculation of triangles in the study account the researchers used the 
descriptive and experimental. 

In the second chapter, the researchers dealt with an introduction to the 
expense of trigonometry and its evolution through the ages, prominent 
scientists in every age. 

But in the third quarter, the researchers handled the account, engineering, 
analytical and in calculus admitted some trigonometric theories that help 
resolve complex issues and the analytical geometry, the researchers took 
advantage of trigonometry in the conversion between the coordinates 
Rtezih and polar In the fourth chapter, the researchers dealt with Vector 
composite analysis and vector analysis, the researchers Madlta Use 
Cauchy and Riemann in the polar image and the relationship between the 
cylindrical coordinates and Rtezih theorem in complex analysis, the 
researchers dealt with Stokes and some of the applications that have been 
using the triangles. 
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  الفصل الاول

  :  المقدمھ) 1-1( 

الجیب ك  وزوایا المثلث والتوابع المثلثیة ضلاععلم حساب المثلثات ھو علم یدرس أ              

ي لوالأساس الذي أدى إ. سب المثلثیة تسمى الدوال المثلثیةمن الن وھو مجموعة وجیب التمام

ضلاع بین الزوایا والأ علماء الریاضیات أن ھنالك علاقة ثابتة كتشافالعلم ھو إنشوء ھذا 

ت لثا،لحساب المث المثلثات الكرویةوحساب  لثات یشمل حساب المثلثات المستویة.حساب المث

ورث ساسیة علاقة فیثاغومن علاقاتھا الأن الكمیتین متساویتان.وھي تعني أمتطابقات مثلثیة 

 ومن تلك العلاقاتخرى.الریاضیات الأ بفروع یضا توجد لھا علاقةالمقلوب وأ قةوعلا والقسمة

ونصف قطرھا  c التي مركزھا للدائرة  حداثیات القطبیةالتحلیلیة تتمثل في الإقتھا بالھندسةعلا

a  ةحداثیاتإو(r, θ )ننجد أ  

x = r cosߠ            , y = r sinߠ 

  القطبیة القطع الناقص معادلتھ ةما في القطوع المخروطیأ

ݎ =
݁

1 + ߠݏ݋ܿ݁
 

                                           ھي والقطع الزائد معادلتھ القطبیة

ݎ                                   =  ௘ೖ

ଵା௘௖௢௦ఏ
        

حصل على في الصوره القطبیة ت z ن العدد المركببالتحلیل المركب نجد أ وأیضا لھا علاقة 

  ھذه العلاقة

ݖ                                            = ߠcos)ݎ + ݅ sinߠ)  



2 
 

شتقاق للإ اي قابلة(ي نقطة دوال المثلثیة متصلة ومعرفة عند أبالحسبان نجد كل العلاقة  ولھا 

  نواع التكاملات.بإستخدام كل أ المثلثیة ویمكن تكامل الدالة )اقشتقفي كل أنواع الإ

  مشكلة البحث:) 1-2(

تنبع مشكلة البحث من حیث أن علم المثلثات لھ أھمیة فى جمیع فروع الریاضیات            

 المسدودة لحل بعضخرى فھو یساعد على تبسیط العملیات الحسابیة والخروج من النھایة الأ

  . المسائل

  البحث: أھمیة)1-3( 

والھندسة التحلیلیة  لریاضیات مثل الحسبانمن خلال دراستنا لعدد من فروع ا              

علم حساب المثلثات فى ھمیة دراسة وغیرھا إستشعرنا أوالتحلیل المركب وتحلیل المتجھات 

لذلك سنعمل على جمع ھذه العلاقات في مكان   حل كثیر من المسائل لتذلیل الصعوبات فى حلھا

  واحد للوقوف على ھذه الأھمیة .

  ھداف البحث:أ )1-4(

  براھینھا.ووالدوال المثلثیة والمتطابقات المثلثیة یجب التعرف على النقطة المثلثیة  - 1       

   .خرىالریاضیات الأوع یجاد العلاقة الاساسیة بین الدوال المثلثیة وعلاقتھا بفرإ-2       

  . یجاد صیغ عامة لتكامل وتفاضل الدوال المثلثیة المعقدةإ-3        

  سئلة البحث:أ)1-5(

  . ھمیة لدراسة علم المثلثات بشكل عامھنالك أ-1       

  .   الھندسة التحلیلیةالحسبان و ھمیة علم المثلثات فى دراسةمدى أ -2       
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  . المثلثات فى دراسة التحلیل المركبیة علم ھممدى أ -3       

  جھات .تحلیل المتلثات في دراسة مدى أھمیة علم المث-4       

  منھج البحث:) 1-6(

  .  والتجریبي ستخدم فى ھذا البحث المنھج الوصفيسن

 ) مصطلحات البحث :1-7(

  الإحداثیات الكارتیزیة :

, ݔ)في نظام الإحداثیات الكارتیزیة یتعین موضع النقطة في الفراغ بالإحداثیات  , ݕ    (ݖ

في نظام الإحداثیات الكارتیزیة یعبر عنھا  (݌)بالنسبة لثلاث محاور ثابتة متعامدة . أى نقطة 

ه النقطة إلى ثلاث خطوط ثابتة بثلاث أعداد حقیقیة ، تعبر عن مواضع المساقط العمودیة من ھذ

   . (ݏ݁ݔܽ)ومتعامدة تسمى المحاور 

  :  الدالة التحلیلیة

تحلیلیة    (ݖ)fنھ یقال أن  إف   ܦمعرفة عند كل النقاط في منطقة ،  ᇱ(z)݂إذا كانت المشتقة     

  .ܦأو تحلیلة في   ܦ. وتسمى دالة تحلیلیة في المنطقة  (ܦ)في المنطقة 

ݖ| ذا كان یوجدإ  ଴ݖتحلیلیة عند  النقطة(ݖ)݂ ویقال أن الدالة    − |଴ݖ < ߜ بحیث  ߜ > 0   

  .(ݖ)ᇱ݂ھاعند كل النقاط  التى توجد عند

  الدالة التوافقیة :

,ݕبالنسبة ل     ݒ,  ݑذا وجدت المشتقات الجزئیة الثانیة لكل من  إ وكانت متصلة  في       ݔ

 معادلتي كوشي ـ ریمان :ننا نجد من إف ܦ
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డమ௨
డ௫మ

+ డమ௨
డ௬మ

= 0         ,       డ
మ௩

డ௫మ
+ డమ௩

డ௬మ
= 0 

ن لة تحلیلیة یحققاالد حقیقي والجزء التخیليالجزء ال منویلي ذلك تحت ھذه الشروط أن كل 

  : معادلة "لابلاس"

డమఝ
డ௫మ

+  డ
మఝ
డ௬మ

= ߮∇  أو        0 = 0   ,   ∇= డమ

డ௫మ
+ డమ

డ௬మ
  

والتي تحقق معادلة    ,ݔ)ݑ , (ݕ ,ݔ)ݒ (ݕ الدوالمى تسعادة بمؤثر لابلاس و    ∇ଶ   ویسمي 

 . ܦ  لابلاس في منطقة ما ܦ بالدوال التوافقیة، ویقال إنھا توافقیة في 
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  الفصل الثاني  

   : تاریخیھة ) نبذ2-1(

علم حساب المثلثات ھو علم عربي إسلامي ویعترف علماء الریاضیات الأوربیین  

في ھذا العلم والأساس الذي أدى إلى نشؤ ھذا العلم ھو إكتشاف بإسھامات العلماء المسلمین 

  علماء الریاضیات أن ھنالك علاقة ثابتة بین الزوایا والأضلاع.

انینھا ومن أھمھا الزوایا قو الإغریق الذین وضعویعود تاریخ علم حساب المثلثات إلى ا         

  .مة والحادة والمنفرجةئالقا

 یعتبر قدماء المصریین أول من إستخدموا قواعد حساب المثلثات في بناء الإھرامات        

ً أ  نيوایا بالدرجات والدقائق والثواوالمعابد وكما قام البابلیون بقیاس الز ً طور الھنود نظاما یضا

ى علیھ الیونانیون وعل مدإعتلحساب المثلثات یعتمد على دالة الجیب ولیس على الوتر الذي 

الدالة الحدیثة ،لم تكن دالة الجیب ھذه نسبھ إنما كانت ببساطة طول الضلع المقابل للزاویة في 

  ذو وتر ثابت ومحدد. مثلث قائم الزاویة

   )ریجیومانتوس (العربیة عن طریق إسبانیا إلى الغرب ویعزى إلى الحضارةنتقلت إ          

ً عن     . القوستوحید وتبسیط حساب المثلثات عن طریق التعویض للزاویة بدلا

قانون جیب التمام في الھندسة المستویة وقد  ةم)لأول مر1630-م1540عام()فیتا (وقدم  

اوجلرد (،م)1508عام ( )رویتس(وقانون نصف الزاویة في  )فیتا(ظھر قانون الظل في عمل 

م) 1807عام( )جاوس ودلامیرت(م) بینما قدم 1619عام ( )نابییر(م) و1657عام ()

م) قوانینھم التي كانت من أوائل 1783-م1707عام( )اویلر(م) و1754-م1667عام( )یموافي(و

على  )فوریر(یلي أما عمل الدراسات التي فتحت الطریق لدراسة حساب المثلثات التحل

   ) .م1822-م1807المتسلسلات ظھر في عام (
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ن منزلة مھمة بین العلوم الحدیثة والدوال المثلثیة والدوال یحتل علم حساب المثلثات الآ 

عن أعداد مركبة وقد أدى ھذا إلى جعل مادة حساب المثلثات تطبیق واحد من  عبارةالمثلثیة 

جرد نتائج مللأعداد المركبة وأظھر أن القوانین الأساسیة للریاضیات  الكثیرةالتطبیقات العملیة 

لحساب ھذه الأعداد ففي جمیع التحلیلات الریاضیة في جمیع المسائل العلمیة في الوقت الحاضر 

 م حساب المثلثات في أغراض السلمیةتتضمن معادلات دالة أو أكثر من الدوال المثلثیة ویستخد

فاعات والإنخفاضات وفي دراسة حركة الصواریخ والأقمارالصناعیة والحربیة وقیاس الإرت

ً في الریاضیات البحتة  ً مھما والمركبات الفضائیة وفي الملاحة والھندسة لكنھا تلعب درا

  )1(والتطبیقیة . 

  : علماء علم حساب المثلثات بعض) 2-2(

المثلثات لھم إسھامات كبیرة في حساب ھناك عدد كبیر من العلماء الذین  

 سنأخذ بعض منھم على سبیل التمثیل ولیس الحصر .

  : البتاني) 2-2-1(

العلماء إذ وضع نظریات مھمة في الجبر وحساب المثلثات كما عرف ھو من أعظم            

البتاني قانون تناسب الجیوب وإستخدام معادلات المثلثات الكرویة الأساسیة كما أدخل إصطلاح 

زوایا قیم الجیب التمام وتمكن من إیجاد حل ریاضي لكثیر من العملیات والمسائل مثل تعیین 

ع اطووالقواطع وق الخطوط المماسیة للأقواس وظلال التمامستخدم ابطرق جبریة وھو من 

لعلاقات اقام بإیجاد قیاس الزوایا والمثلثات كما لھا في حساب الأرباع الشمسیة وفي ادخإوالتمام 

ستخراج مساحة في إستنبط القانون الأساسي االعلاقات وھو من  ونظم جداول ھامة بھذه

ھ غالبیة مؤسس لإكتشاف (ستحق بذلك لقباالمثلثیة وقد كما بسط علم النسب المثلثات الكرویة 

  وقد توصل إلى معرفة القانون الأساسي للمثلثات الكرویة.)النسب المثلثیة الأساسیة 

                                                             
 ( 1 ) .حساب المثلثات_د.فرانك أیرز – روبرت موید
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  : أحمدبن عبداللھ المعروف ب(حبش الحاسب)) 2-2-2( 

لتمام جدول الظلال وا قام بإیجاداء علم المثلثات عند العرب فقد ساھم بشكل كبیر في إرس  

  والظل ومجموعة العلاقات المھمة .

  م ) :998 - 1888البوزجاني (ت بن یحیى  بن حمد أبوالوفاء محمد) 2-2-3(

لقد برع أبوالوفاء بعملھ في حساب المثلثات الكرویة وھو أول من إستخدم المماسات            

ائرھا في قیاس المثلثات والزوایا وألف كتاب تطرق فیھ إلى حساب المثلثات ونظوالقواطع 

 30الكرویة وإبتكر طریقة جدیدة في حساب جداول الجیب وفي تلك الجداول حساب زاویة 

درجة بطریقة فائقة الدقة صحیحة إلى ثمانیة منازل عشریة ،كما  15درجة وكذلك جیب زاویة 

م حساب المثلثات وھو مایعرف الیوم بالعلاقة جا(أ+ب) عرف لأول مره الصلات في عل

وغیرھا من الصلات بین الجیب والظل والقاطع ولقد واصل أبو الوفاء بجد وإخلاص فصل علم 

ً على تقدم علم الفلك، كما أوجد جداول حساب المثلثات عن علم الفلك بطریقة  نظامیة لم تؤثر أبدا

لجیب الزاویة (جا) وظل الزاویة (ظا) وجیب التمام (جتا) لكل عشر دقائق وقد أوجد أبو الوفاء 

 ً ً في علم حساب المثلثات وقد إبتكر عددا ً ھاما المتطابقات المثلثیة عنایة كبیرة وھي التي لھا دورا

ً منھا كذلك  ً إضافة للزوایا إككبیرا   تشاف قانون مھما

  

  

وفي حساب المثلثات الكرویة إستعاض عن المثلث القائم الزاویھ من الرباعي التام   

ً بقاعدة ً بقاعدة المقادیر الأربعة . مستعینا   مستعینا

: م)1036 -ـ ھ425أبو النصر إبن عراف (ت) 2-2-4(  

 جتاأ = جتاب جتاج + جاب جاج جتاأ

  جا(س+ص) = جاس جتاص + جتاس جاص
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 من الأوائل الذین إكتشفوا نظریة الجیوب.یعتبر         

  : إبن یونس المصري) 2-2-5(

برع إبن یونس في المثلثات وقد حل مسائل صعبة في المثلثات الكرویة وإخترع حساب    

المثلثات وھو أول من وضع قانون في حساب المثلثات الكرویة كانت لھ أھمیة كبرى عند علماء 

ة ذلك القانون تحویل عملیات الضرب في إذ یمكنھ بواسطالفلك قبل إكتشاف اللوغریثمات 

  حساب المثلثات إلى عملیة جمع 

  

  

وكانت النتیجة التي توصل إلیھا  درجةكما إستطاع إیجاد القیمة التقریبیة إلى جیب أو  

  إلى جانب كبیر من الدقة مقارنة بنتائج الجیب في الوقت الحاضر .

  : جابر بن افلح) 2-2-6(

ترك مجموعة من الكتب الفلكیة المھمة كان أولھا في المثلثات الكرویة التي توصل إلیھا    

  ة.لمثلثات الكرویة القائمفي إكتشاف قانون الخامس من قوانین الستھ التي تستخدم في حل ا

  : الخواجھ الطوسي) 2-2-7(

أول من وضع كتاب في المثلثات مستقل عن الفلك فأخرج كتاب فرید إسمھ(الشكل          

القطاع) ترجع أھمیتھ إلى أنھ یكون الكتاب الأول الذي یتعامل مع حساب المثلثات في وضعھ 

ً من الأشكال  ً بذاتھ وقد جاء في الكتاب خمسھ مقالات كل منھا یتضمن عددا ً بان مستقلا علما

ଵ جتاأ جتاب =  
ଶ

  ب)) -(جا(أ+ ب) + جا(أ
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ھا موضوعات عن شكل القطاع السطحي والقطاع الكروي وأخرى تنوب والفصول ویتدرج تحت

  )2(عن شكل القطاع في معرفة أقواس الدوائر وغیرھا من المفردات تنتمي إلى علم المثلثات .

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                                                             
 ( 2) ویكبیدیا – الوافي في حساب المثلثات – د. إسلام عبدالرحیم
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  الفصل الثالث

  حساب المثلثات في الحسبان والھندسة التحلیلیة

  : الحسبان  ) 3-1(

بات عند إستخدام طرق الحل الحسبان یجد الطالب بعض الصعوعند حل بعض مسائل      

فیلجأ الطالب إلى إستخدام حساب بسبب التعقید كما ھو الحال في التفاضل والتكامل  العادیة

المثلثات لفك طلاسم المسائل مثل إستخدام المتطابقات المثلثیة الأساسیة أوغیرھا من نظریات 

  . لجزء من الفصلحساب المثلثات كما ھوموضح في ھذا ا

  ) التفاضل :3-1-1(

  ) :1-1-1-3تطبیق (

ً إلى أعلى وروقب من كامیرا تصویرتبعد عن محطة إطلاقھ            أطلق صاروخ رأسیا

θقدم جد معدل سرعة إرتفاع الصاروخ عندما تكون زاویة إرتفاعھ 3000 = π
ସ

ومعدل إزدیاد  

  ث/راد0,2زاویة الإرتفاع 

 :الحل
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݊ܽݐ  ߠ = ௛
ଷ଴଴଴

  

ℎ = 3000 ݊ܽݐ ߠ  → (1) 

  )بالنسبة للزمن 1نشتق طرفي المعادلة (

 ௗ௛
ௗ௧

= 3000 ݊ܽݐ ߠ ௗఏ
ௗ௧
→ (2)  

ߠ = గ
ସ
        , ௗఏ

ௗ௧
= ݏ/݀ܽݎ0,2 → (3)  

  ) نجد2) في (3بتعویض (

 ௗ௛
ௗ௧

= 3000 ଶܿ݁ݏ గ
ସ

× 0,2 → ௗ௛
ௗ௧

= 3000(√2)ଶ × ଶ
ଵ଴

  

 ௗ௛
ௗ௧

=  (3)  . ݏ/݈݁݅݉ 1200

 ) :2-1-1-3(تطبیق 

وإذا  θضلعي القائمة والمقابلین للزاویةݕ,ݔزاویة حادة في مثلث قائم الزاویة إذا كان  ߠلتكن

وتتزاید  θ x=2عندماجد معدل التغیر في الزاویة  tمتغیرین بالنسبة للزمن ݕ,ݔكان كل من 

ଵوتتناقص بمعدل  y=2ث و/وحده1بمعدل 
ସ

  في حالة تزاید أم في حالة تناقص؟ θث ھل/وحده

 :الحل

                                                             
 ( 3) أساسیات التفاضل والتكامل – د. خالد قاسم سمور – دار الفكر – الطبعة الثانیة 2004 – ص (323-322).



12 
 

  

ߠ ݊ܽݐ  = → ݔ/ݕ (1) 

  t)بالنسبة للزمن 1نشتق طرفي المعادلة (

ଶܿ݁ݏ  ߠ ௗఏ
ௗ௧

=
௫ ೏೤೏೟  – ௬ ೏ೣ೏೟

௫మ
  

 ௗఏ
ௗ௧

=
௫ ೏೤೏೟  – ௬ ೏ೣ೏೟
௫మ ௦௘௖మ ఏ

  

 ௗ௬
ௗ௫

=
ଶቀషభర ቁିଶ(ଵ)

ଶమೞ೐೎
మഏ
ర

ߠ,      = గ
ସ
   

  متساوي الساقین وقائم الزاویة  a b cحیث المثلث 

ݏ  ௗ௬
ௗ௫

=
ିቀభమቁ×ିଶ

ସ(√ଶ)మ
=  

షఱ
మ
଼

  →  ௗఏ
ௗ௧

= ିହ
ଵ଺
  ܿ݁/݀ܽݎ

θ في     )4(حالة تناقص  ∴

  ) :3-1-1-3تطبیق (

                                                             
 ( 4) أساسیات التفاضل والتكامل (مرجع سابق)
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صنع وعاء للماء وكما ھو مبین في الشكل التالي حدد الزاویة التي تحقق أكبر حجم للماء یمكن 

 وضعھ في الوعاء .

  

 :الحل

  

ܤ = 20 ݏ݋ܿ ℎ                        ߠ = 20 ݊݅ݏ   ߠ

ܣ = 20ℎ + 2(
1
2
ܾℎ) = 400 ݊݅ݏ ߠ + (20 ݏ݋ܿ 20)(ߠ ݊݅ݏ   (ߠ

                                      = ݊݅ݏ)400 ߠ + ݊݅ݏ ߠ ݏ݋ܿ  (ߠ

(0)\ܣ  = ݏ݋ܿ)400 ߠ ଶݏ݋ܿ + ߠ − ଶ݊݅ݏ    (ߠ

            = ݏ݋ܿ)400 ߠ + ଶݏ݋ܿ ߠ − (1− ଶݏ݋ܿ   (ߠ

             = 400(2 ଶݏ݋ܿ ߠ + ݏ݋ܿ ߠ − 1) = 400(2 ݏ݋ܿ ߠ − ݏ݋ܿ)(1 ߠ + 1)  

2 ݏ݋ܿ ߠ − 1 = 0 → ݏ݋ܿ ߠ =
1
2
→ ߠ  =

ߨ
3

  

ݏ݋ܿ  ߠ + 1 = 0 → ݏ݋ܿ ߠ = −1 → ߠ  =   ߨ



14 
 

(0)ܣ = (3/ߨ)ܽ                  0 = 519,6152 

A(గ
ଶ

) = 400  

 ∴ ߠ  = గ
ଷ
    (5) .    

  ) :4-1-1-3تطبیق (

  جد محیط المثلث . °60سم والزاویة المحصورة بینھما 10سم ،6مثلث طول ضلعیھ 

   :الحل  

  

ݏcoولكن یوجد لدینا ضلعین فقط فنخرج قیمة الضلع الثالث عن طریق قانون ال   كالاتي  

 ݈ଶ = ଶݔ + ଶݕ − ݕݔ2 ݏ݋ܿ   ߠ

10ଶ + 6ଶ − 2 × 6 × 10 × ଵ
ଶ

ݏ݋ܿ) 60° = ଵ
ଶ
)  

 ݈ଶ = 136 − 60 = 76  

 ∴ ݈ = √76      (6)  

) التكامل :3-1-2(  

في التكامل توجد بعض العملیات الحسابیة التي یتم الإنتقال إلى حساب المثلثات   

  . وھنالك صیغ عامة یمكن تطبیقاتھا في إیجاد حلول المسائل منھا :لحلھا

                                                             
 ( 5) التفاضل والتكامل – د.مصباح جمعة عقل – محمد خلیل أبوزلطة – زیاد عبدالكریم – دار النشر – الطبعة الأولى – ص(292).

 ( 6) أساسیات التفاضل – د. بدرالدین محمد – عمان –الاردن –الطبعة الاولى – ص(272).

  لثالثا الضلع+ الثاني الضلع+ الأول الضلع طول= المثلث محیط
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  : لإیجاد تكامل بعض الدوال المعقدة مةالصیغ العا) 3-1-2-1(

  : التعویضات المثلثیة) 3-1-2-1-1(

ଶݔඥى نستخدم التعویضات المثلثیة في التكاملات التي تحتوي عل    ± ܽଶ  

ඥaଶو ± xଶ  لتبسیط العملیات الحسابیة .  

aଶ√إذا كان التكامل یحتوي على ) 3-1-2-1-1( − xଶ  فإننا نعوض  

ܺ = ܽ ݊݅ݏ  ݑ

aଶ√إذا كان التكامل یحتوي على ) 3-1-2-1-2( + xଶ  فإننا نعوض  

ܺ = ܽ ݊ܽݐ  ݑ

ଶݔ√إذا كان التكامل یحتوي على ) 3-1-2-1-3( − aଶ  فإننا نعوض  

ܺ = ܽ ܿ݁ݏ    ݑ

    :) 1(تطبیق 

9√∫ ݔ݀                   الآتي جد تكامل  + xଶ 

 الحل

ݔ = 3 ݊ܽݐ ݑ   , ݔ݀ = 3 ଶܿ݁ݏ    ݑ݀ ݑ

නඥ9 + ଶݔ ݀ܺ = නඥ9 + 9 ଶ݊ܽݐ ݑ   3 ଶܿ݁ݏ  ݑ݀ ݑ

                            = න3ඥ1 + ଶ݊ܽݐ ݑ ଶܿ݁ݏ 3  ݑ݀ ݑ = 9නݑ ܿ݁ݏ ଶܿ݁ݏ  ݑ݀ ݑ
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                            = නܿ݁ݏ −1)ݑ ଶ݊ܽݐ  ݑ݀ (ݑ

                            = 9නܿ݁ݏ ݑ − ܿ݁ݏ ݑ ଶ݊ܽݐ ݑ݀(ݑ → (1) 

= 9secݑ tanݑ + 9(secݑ + න secଷ  (ݑ݀ ݑ

⟹න secଷ ݑ݀ ݑ = 9[secݑ tanݑ + ln | secݑ + tanݑ|] 

    න secଷ ݑ݀ ݑ =
1
2 ൣ

secݑ tanݑ + ln√secݑ + tanݑ൧ ⟶ (2) 

   

 نجد )1)في (2ض (یعوبت

∫√9 + xଶ  dx = 9∫ secଷ u du    

                           =
9
2
ܿ݁ݏ ݑ ݊ܽݐ ݑ + 9 ݈݊ ܿ݁ݏ√ ݑ + ݊ܽݐ ݑ + ܿ 

  التكاملات التي ھي على صورة  ) 3-1-2-2(

න݊݅ݏ௠ ݔ ௡ݏ݋ܿ  ݔ݀ ݔ

  ثل ھذه الإقترانات ھنالك عدة حالات لكي نكامل م

  الأولى : حالةال
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عدد فردي.في مثل ھذه الحالة نتبع الأسس التالیة لتبسیط ݊عدد فردي أوزوجي و ݉  

  العملیات الحسابیة والخروج من النھایة المسدودة

  رة) نحول التكامل على الصو1(

න݊݅ݏ௠ ݔ ௡ݏ݋ܿ ݔ = න݊݅ݏ௠ ݔ ௡ିଵݏ݋ܿ ݔ ݏ݋ܿ   ݔ݀ ݔ

݊عدد فردي إذن݊)وحیث أن 2( − عدد زوجي إذن نستطیع أن نكتب التكامل السابق على 1

  الصورة:

න݊݅ݏ௠ ݔ ௡ݏ݋ܿ ݔ ݔ݀  = න݊݅ݏ௠ ݔ ଶݏ݋ܿ) (ݔ
௡ିଵ
ଶ ݏ݋ܿ  ݔ݀ݔ

cosଶ)وحیث أن 3( ݔ = 1 − sinଶ   : فإن التكامل یصبح على الصورة ݔ

න݊݅ݏ௠ ݔ (1 − ଶ݊݅ݏ (ݔ
௡ିଵ
ଶ ݏ݋ܿ  ݔ݀ ݔ

  .) نكامل 4(

  : الثانیة الحالة

  : عدد فردي في مثل ھذه الحالة نتبع الأسس التالیة݉عدد فردي أوزوجي و ݊    

  )نضع التكامل على الصورة 1(

න sin୫ x cos୬ x ݔ݀  = න cos୬ ݔ sin୫ିଵ ݔ sin  ݔ݀ ݔ

التكامل السابق على عدد زوجي إذن نستطیع أن نكتب m-1عدد فردي إذن m)وحیث أن 2(

  الصورة
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න݊݅ݏ௠ ݔ ௡ݏ݋ܿ ݔ݀ ݔ = නܿݏ݋௡ ݔ ଶ݊݅ݏ) (ݔ
௠ିଵ
ଶ ݊݅ݏ   ݔ݀ ݔ

  )یكتب التكامل السابق على الصورة التالیة3(

   

න݊݅ݏ௠ ݔ ௡ݏ݋ܿ ݔ ݔ݀  = නܿݏ݋௡ ݔ (1− ଶݏ݋ܿ (ݔ
௠ିଵ
ଶ ݊݅ݏ   ݔ݀ ݔ

  

  . ) نكامل4(

  : الثالثة الحالة

  أعداد زوجیة . ݊,݉

  :) 2(تطبیق  

  جد تكامل

 ∫ ݔଶଶ4݊݅ݏ ݔଷ4ݏ݋ܿ  ݔ݀ 

 الحل

න݊݅ݏଶଶ ݔ4 ݔ݀ ݔଷ4ݏ݋ܿ =න݊݅ݏଶଶ ݔ4 ଶݏ݋ܿ ݔ4 ݏ݋ܿ  ݔ݀  ݔ4

                        =  න݊݅ݏଶଶ ݔ4 (1− ଶ݊݅ݏ (ݔ4 ݏ݋ܿ  ݔ݀ ݔ4

                                         = න݊݅ݏଶଶ ݔ4 ݏ݋ܿ ݔ݀ ݔ4 − න݊݅ݏଶସ ݔ4 ݏ݋ܿ  ݔ݀ ݔ4
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                                          =  
1

92
ଶଷ݊݅ݏ ݔ4 −

1
100

ଶହ݊݅ݏ ݔ4 + ܿ 

  التكاملات التي ھي على الصورة  ) 3-1-2-3(

 ∫ ௠݊ܽݐ ݔ ௡ܿ݁ݏ  ݔ݀ ݔ

    لكي نكامل مثل ھذه التكاملات ھنالك عدة حالات:

  الحالة الأولى:

M فردي أو زوجي وعددn:عدد زوجي ففي مثل ھذه الحالة ولتبسیط التكامل نتبع الأسس التالیة  

න tan୫ ݔ sec୬ ݔ ݔ݀  = න tan୫ ݔ (sec୬ିଶ ݔ secଶ  ݔ݀ (ݔ

                                                 = න݊ܽݐ௠ ݔ ௡ିଶܿ݁ݏ ݔ ଶ݊ܽݐ) ݔ +    ݔ݀ (1

    الحالة الثانیة:

ً فردیاً mإذا كان  ً ،ففي مثل ھذه الحالة ولتبسیط التكامل نتبع الأسس التالیة:nو عددا ً زوجیا   عددا

(1)න݊ܽݐ௠ ݔ ௡ܿ݁ݏ ݔ ݔ݀  = න݊ܽݐ௠ିଵ ݔ ௡ିଵܿ݁ݏ ݔ ܿ݁ݏ ݔ ݊ܽݐ  ݔ݀ ݔ

(2)න݊ܽݐ௠ ݔ ௡ܿ݁ݏ ݔ ݔ݀  = න(݊ܽݐଶ (ݔ
௠ିଵ
ଶ ௡ିଵܿ݁ݏ ݔ ܿ݁ݏ ݔ ݊ܽݐ  ݔ݀ ݔ

(3)න݊ܽݐ௠ ݔ ௡ܿ݁ݏ ݔ  ݀  = න(ܿ݁ݏଶ ݔ − 1)
௠ିଵ
ଶ ௡ିଵܿ݁ݏ ݔ ܿ݁ݏ ݔ ݊ܽݐ ݔ   ݔ݀ 

  الحالة الثالثة:
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,mإذا كان n:أعداد فردیة ففي مثل ھذه الحالة ولتبسیط التكامل نتبع الأسس التالیة 

න݊ܽݐ௠ ݔ ௡ܿ݁ݏ ݔ ݔ݀  =න݊ܽݐ௠ିଵ ݔ ௡ିଵܿ݁ݏ ݔ ܿ݁ݏ ݔ ݊ܽݐ  ݔ݀ ݔ

                                        = න(݊ܽݐଶ)
௠ିଵ
ଶ ௡ିଵܿ݁ݏ ݔ ܿ݁ݏ ݔ ݊ܽݐ  ݔ݀ ݔ

                                               = න(ܿ݁ݏଶ ݔ − 1)
௠ିଵ
ଶ ௡ିଵܿ݁ݏ ݔ ܿ݁ݏ ݔ ݊ܽݐ  ݔ݀ ݔ

  :) 3(تطبیق 

 التكامل الآتي  جد 

 ∫ ଷ݊ܽݐ ݔ ܿ݁ݏ  ݔ݀ ݔ

 الحل

 ∫ ଷ݊ܽݐ ݔ ܿ݁ݏ ݔ݀ ݔ = ∫ ଶ݊ܽݐ ݔ ݊ܽݐ ݔ ܿ݁ݏ  ݔ݀ ݔ

         = න݊ܽݐ ݔ ܿ݁ݏ ݔ ଶܿ݁ݏ) ݔ −  ݔ݀(1

 ∴ න tanଷ ݔ secݔ =  ݔ݀
1
3
ଷܿ݁ݏ ݔ − ܿ݁ݏ ݔ + ܿ 

  التكاملات التي على الصورة  ) 3-1-2-4(

 ∫ ௠݊ܽݐ   ݔ݀ ݔ

 في ھذه الحالة ولتبسیط التكامل نتبع الأسس التالیة 
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 ∫ ௠݊ܽݐ ݔ ∫= ݔ݀  ௠ିଶ݊ܽݐ ݔ ଶ݊ܽݐ ݔ  ݔ݀

                          = ∫ ௠ିଶ݊ܽݐ ݔ ଶܿ݁ݏ) ݔ −   ݔ݀(1

                          = ∫ ௠ିଶ݊ܽݐ ݔ ଶܿ݁ݏ ݔ ݔ݀ − ∫ tan୫ିଶ ݔ    ݔ݀

  : )4( تطبیق

  الآتي تكاملالجد 

  ∫ ଻݊ܽݐ ݔ   ݔ݀

 الحل

 ∫ ଻݊ܽݐ ݔ ݔ݀ = ହ݊ܽݐ)∫ ݔ ଶ݊ܽݐ  ݔ݀(ݔ

                        = න݊ܽݐହ ݔ ଶܿ݁ݏ) ݔ −  ݔ݀(1

                       = න(݊ܽݐହ ݔ ଶܿ݁ݏ ݔ − ହ݊ܽݐ  ݔ݀(ݔ

                    = ∫ ହ݊ܽݐ ݔ ଶܿ݁ݏ ݔ ݔ݀  − ∫ ଷ݊ܽݐ ݔ ଶܿ݁ݏ) ݔ −  ݔ݀(1

                      = න݊ܽݐହ ݔ ଶܿ݁ݏ ݔ ݔ݀  − න݊ܽݐଷ ݔ ଶܿ݁ݏ ݔ ݔ݀ +න݊ܽݐଷ ݔ  ݔ݀

                   = න݊ܽݐହ ݔ ଶܿ݁ݏ ݔ ݔ݀

−න݊ܽݐଷ ݔ ଶܿ݁ݏ ݔ ݔ݀ + න݊ܽݐ ݔ ଶܿ݁ݏ ݔ ݔ݀  −න tan ݔ  ݔ݀

   ∴  ∫ tan଻ ݔ =  ݔ݀  ଵ
଺
଺݊ܽݐ ݔ − ଵ

ସ
ସ݊ܽݐ ݔ − ଵ

ଶ
ଶ݊ܽݐ ݔ − ݈݊ | ݏ݋ܿ |ݔ + ܿ 
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  التكاملات التي على الصورة ) 3-1-2-5(

 ∫ ௠ݐ݋ܿ ݔ  ݔ݀ 

 النوع نتبع الأسس التالیةلتبسیط التكامل من ھذا 

 ∫ ௠ݐ݋ܿ ݔ ݔ݀  = ∫ ௠ିଶݐ݋ܿ ݔ ଶݐ݋ܿ ݔ  ݔ݀

                         = නܿݐ݋௠ିଶ ݔ ଶܿ݁ݏ݋ܿ) −  ݔ݀(1

    = නܿݐ݋௠ିଶ ݔ ݔ݀ ݔ ଶܿ݁ݏ݋ܿ  −නܿݐ݋௠ିଶ ݔ    ݔ݀ 

 : )5( تطبیق

  الآتيتكامل الجد   

 ∫ ଺ݐ݋ܿ ݔ3  ݔ݀ 

 الحل

 ∫ ଺ݐ݋ܿ ݔ3 ݔ݀ = ∫ ସݐ݋ܿ ݔ3 ଶݐ݋ܿ  ݔ݀ ݔ3

                          = නܿݐ݋ସ ݔ3 ݔଶ3ܿ݁ݏ݋ܿ) −  ݔ݀(1

                          = න ସݐ݋ܿ) ݔ3 ݔଶ3ܿ݁ݏ݋ܿ  − ସݐ݋ܿ  ݔ݀(ݔ3

        = −
1

15
ହݐ݋ܿ ݔ3 −නܿݐ݋ଶ ݔ3 ݔଶ3ܿ݁ݏ݋ܿ) −  ݔ݀(1
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= −
1

15
ହݐ݋ܿ ݔ3 − නܿݐ݋ଶ ݔ3 ݔ݀ ݔଶ3ܿ݁ݏ݋ܿ  − නܿݐ݋ଶ  ݔ݀ ݔ3

             = −
1

15
ହݐ݋ܿ ݔ3 +

1
9
ଷݐ݋ܿ ݔ3 − න(ܿܿ݁ݏ݋ଶ3ݔ −  ݔ݀(1

 ∴  ∫ cot଺ ݔ3 ݔ݀  = − ଵ
ଵହ
ହݐ݋ܿ ݔ3 + ଵ

ଽ
ଷݐ݋ܿ ݔ3 − ଵ

ଷ
ଷݐ݋ܿ ݔ3 − ݔ + ܿ  

  واسطة الضرب بالمرافقالتكاملات ب) 3-1-2-6(

 یلجأ الطالب لھذه الطریقة إذا كان التكامل على الصورة التالیة  

            ∫ ଵ
ଵ±௖௢௦ ௫

∫         ,ݔ݀ ଵ
ଵ±௦௜௡௫

∫,        ݔ݀ ଵ
ଵ±௧௔௡ ௫

                                     ݔ݀

  :) 6(تطبیق 

  الآتيتكامل الجد 

 ∫ ଵ
ଵି௧௔௡௫

  ݔ݀ 

 الحل

 ∫ ଵ
ଵି௧௔௡௫

ݔ݀ = ∫ ଵ
ଵି௧௔௡ ௫

× (1 + 1)/(ݔ ݊ܽݐ +  ( ݔ ݊ܽݐ

                        = න
1 + ݊ܽݐ ݔ
1− ݊ܽݐ ݔ

ݔ݀  = න
1 + ݊݅ݏ ݔ

ݏ݋ܿ ݔ
1 − ଶ݊݅ݏ ݔ

ଶݏ݋ܿ ݔ

  ݔ݀ 

න
ݏ݋ܿ ݔ + ݊݅ݏ ݔ

ݏ݋ܿ ݔ
ଶݏ݋ܿ ݔ − ଶ݊݅ݏ ݔ

ଶݏ݋ܿ ݔ

ݔ݀  = න
ଶݏ݋ܿ ݔ + ݊݅ݏ ݔ ݏ݋ܿ ݔ
ଶݏ݋ܿ ݔ − ଶ݊݅ݏ ݔ

 ݔ݀
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                                           =
1
2
න

1 + ݏ݋ܿ ݔ2 + ݊݅ݏ ݔ2
ݏ݋ܿ ݔ2

 ݔ݀ 

                                           =
1
2

 න(ܿ݁ݏ ݔ2 + ݊ܽݐ ݔ2 +  ݔ݀(1

                                           =  
1
2
න(1 + ݊ܽݐ ݔ2 + ܿ݁ݏ  ݔ݀(ݔ2

                                  =
1
2

ݔ] −
1
2
݈݊( ݏ݋ܿ (ݔ2  +

1
2

ܿ݁ݏ)݈݊  ݔ2 + ݊ܽݐ (ݔ2 + ܿ 

         =  ଵ
ଶ
ቈݔ + lnටୱୣୡ ଶ௫ା୲ୟ୬ଶ௫

ୡ୭ୱଶ௫
 ቉+ ܿ 

 ∴  ∫ ଵ
ଵି୲ୟ୬௫

ݔ݀  = ଵ
ଶ
ݔ + ln ටୱୣୡ ଶ௫ା୲ୟ୬ଶ௫

ୡ୭ୱଶ௫
ర + ܿ  (7)   

   : الھندسة التحلیلیة ) 3-2(

تھتم الھندسة التحلیلیة بالمواضیع ذاتھا التي تھتم بھا الھندسة التقلیدیة غیر أنھا تتیح  

ً في حساب  ً مھما المثلثات عند حل بعض طرق أیسر لبرھان العدید من النظریات ،وتلعب دورا

ً في ذلك المتطابقات أو النظریات كما ھو موضح في ھذا الجزء من  المسائل المعقدة مستخدما

  الفصل.

  عند كتابة المعادلة الكارتیزیة المناظرة لكل من المعادلات مثلاً 

(1) r=a݊݅ݏ ଶݎ(2)                                         ߠ ݊݅ݏ ߠ2 = 16 

  ففي مثل ھذا النوع من المسائل یجب تحقیق متطلبات العلاقة القیاسیة 

                                                             
 ( 7) أساسیات التفاضل والتكامل (مرجع سابق).
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ଶݎ  = ଶݔ + ,         ଶݕ ݊ܽݐ ߠ = ௬
௫

ݔ,           = ݎ ݏ݋ܿ ߠ ݕ,            = ݎ ݊݅ݏ    ߠ

  قبل إستخدامھا ،بمعنى أن نحقق مایلي:

ߠrsinجمیع الدوال المثلثیة في المسألة یجب أن تكون على صورة  -1   .rcos θ أو 

xଶ  ب   ستبدلت ଶݎكل  -2 + yଶأوكل  r   تستبدل ب ඥݔଶ +   .ଶݕ

  )1في المعادلة(

ݎنضرب طرفي المعادلة  = ܽ sinفي   ߠr 

ଶݎ  = ݎܽ ݊݅ݏ   ߠ

  بإستخدام العلاقة القیاسیة نجد

ଶݎ  = ݎܽ ݊݅ݏ ߠ ⟹ ଶݔ + ଶݕ =   ݕܽ

  . وھي الصورة الكارتیزیة للمعادلة المزكورة

  بإستقلال العلاقة المثلثیة  )2في المعادلة(

݊݅ݏ     ߠ2 = 2 ݊݅ݏ ߠ ݏ݋ܿ        ߠ

       نجد أن 

ଶ(2ݎ  ݊݅ݏ ߠ ݏ݋ܿ (ߠ = 16 ⟹ 2൫(ݎ ݊݅ݏ ݎ)(ߠ ݏ݋ܿ ൯(ߠ = 16 

∴ (ݕ ݔ)2  = 16 ⟹ ݕ ݔ = 8  

  معادلة الخط المستقیم:) 3-2-1(
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  في الإحداثیات الكارتیزیة 

ݔܣ + ݕܾ + ܿ = 0 

ݔبإستخدام   = ݎ ݏ݋ܿ ݕو ߠ = ݎ ݊݅ݏ في المعادلة العامة للخط المستقیم نحصل على  ߠ

  المعادلة القطبیة

ܴ (ܽ ݏ݋ܿ ߠ + ܾ ݊݅ݏ (ߠ + ܿ = 0  

  ھو طول البعد العمودي النازل من نقطة الأصل على المستقیم  ܾإذا كان 

ܤ = |
ܿ

√ܽଶ + ܾଶ
| 

  لمحور السیني نجد أن مع ا αبوضع 

ߠ)ݏ݋ܿ) ܴ − ((ߙ = ,݌ ݊ܽݐ ߙ =
ܽ
ܾ

   

  وھي الصورة العامة للخط المستقیم في الإحداثیات القطبیة 

 : المعادلة القطبیة للقطع المخروطي) 3-2-2(

نحدد مجموعة الإحداثیات القطبیة   

منطبقة على القطب (݂)بحیث تكون البؤرة 

ً على محور القطع  ݔܿ والخط القطبي منطبقا

  فإن المعادلة للقطع ھي 

ܴ = ௣
ଵି௘ ௖௢௦ ఏ
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كنقطة أصل ومحور  وھذه ھي معادلة القطبیة للقطع المخروطي منسوبة إلى البؤرة  

  الإختلاف المركزي .(݁)ھو نصف طول الوتر البؤري العمودي و(݌)القطع كخط قطبي حیث 

  : ملاحظة

݁إذا كان  > أي في حالة القطع الزائد فإن المعادلة تمثل فرع واحد فقط من فروع القطع  1

  الزائد وشرط ذلك ھو 

ݏ݋ܿ ߠ <
1
݁

−1       أو     ݁ ݏ݋ܿ ߠ > 0 

  فإذا أخذنا الدلیل البعید عن القطب نستنتج أنھ

ܴ = ௣
ଵା௘ ௖௢௦ ఏ

  

  عندما یكون الخط القطبي عمودي 

ً للخط القطبي أي أنھ مر بالدلیل بالنقطة أما إذا كان  ,݁/݌)موازیا గ
ଶ

,݁/݌) أو ( ଷగ
ଶ

فإن  (

  المعادلة ھي

ܴ = ௣
ଵ±௘ ௦௜௡ ఏ

  

,x)وقد نحتاج لدراسة المنحنیات بإستخدام الإحداثیات الكارتیزیة عند النقطة  y) على المنحنى

ً نأخذ   كدالة ،فمثلا

ܻ = ℎ݊݅ݏ ݔ,          ߠ =  ߠ ℎݏ݋ܿ

 مستخدمین العلاقة

ℎଶݏ݋ܿ ߠ − ℎଶ݊݅ݏ  1=ߠ
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  نحصل على

ଶݔ − ଶݕ = 1 

  وھي معادلة قطع زائد

  :) 7(تطبیق 

سم 5جد المعادلة القطبیة للقطع المكافئ الذي بؤرتھ في القطب وتبعد عن الدلیل مسافة   

  والدلیل عمودي على المحور القطبي ویقع إلى یسار البؤرة.

  الحل

݁الإختلاف المركزي للقطع المكافئ  = ݀،وقیمة 1 = 5   

ܴ = ௘ௗ
ଵି௘ ௖௢௦ ఏ

 ⟹ ݎ = ହ
ଵି௘ ௖௢௦ ఏ

  

  بتحویل المعادلة السابقة إلى الصورة الدیكارتیة نجد أن

ܴ − ݎ ݏ݋ܿ ߠ = 5 ⟹ඥݔଶ + ଶݕ − ݔ = 5  

 ඥݔଶ + ଶݕ = ݔ + 5 ⟹ ଶݔ + ଶݕ = ݔ) + 5)ଶ  

ଶݔ  + ଶݕ = ଶݔ + ݔ10 + 25  

 ∴ ଶݕ = ݔ10 + 25  

    : )8( تطبیق

ݎصنف القطع المخروطي     = ଻
ଷିସ௖௢௦ ఏ

  ثم جد معادلتھ 

  الحل
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ܴ = ௘ௗ
ଵି௘ ௖௢௦ ఏ

 ⟹ ݎ =
ళ
య

ଵିరయ௖௢௦ ఏ
  

ܧ =  ସ
ଷ

> 1  

  زائد  ∴ القطع

  ولإیجاد معادلتھ 

 ଻
ଷ

= ݁݀ = ଷ
ସ
݀ ⟹ 12݀ = 21 ⟹ ݀ = ଻

ସ
  

ܴ =
7
3

1 − 4
3 ݏ݋ܿ ߠ

 ⟹ ݎ −
4
3
ݎ ݏ݋ܿ ߠ =

7
3

  

 ඥݔଶ + ଶݕ − ସ
ଷ
ݔ = ଻

ଷ
⟹ ଶݔ + ଶݕ = (ସ

ଷ
ݔ − ଻

ଷ
)ଶ  

                               = ଵ଺
ଽ
ଶݔ − ହ଺

ଽ
ݔ − ସଽ

ଽ
  

ଶݕ  = ଻
ଽ
ଶݔ − ହ଺

ଽ
ݔ − ସଽ

ଽ
  

∴ ଶݕ9  = ଶݔ7 − ݔ56 − 49 

 : )9(تطبیق 

ݎصنف القطع المخروطي     = ହ
ସି௖௢௦ ఏ

  ثم جد معادلتھ 

  الحل
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ܴ =
݁݀

1 − ݁ ݏ݋ܿ ߠ
  ⟹ ݎ =

5
4

1− 1
4 ݏ݋ܿ ߠ

  

ܧ =
1
4

< 1  

  القطع ناقص ∴ 

  ولإیجاد معادلتھ

 ହ
ସ

= ݁݀ = ଵ
ସ
݀ ⟹ 4݀ = 20 ⟹ ݀ = 5 

ܴ =
5
4

1 − 1
4 ݏ݋ܿ ߠ

 ⟹ ݎ =
1
4
ݎ ݏ݋ܿ ߠ =

5
4

  

 ඥݔଶ + ଶݕ − ଵ
ସ
ݔ = ହ

ସ
⟹ ଶݔ  + ଶݕ = (ଵ

ସ
ݔ + ହ

ସ
)ଶ  

                               = ଵ
ଵ଺
ଶݔ + ହ

ଵ଺
ݔ + ଶହ

ଵ଺
  

ଶݕ  = ିଵହ
ଵ଺

ଶݔ + ହ
ଵ଺
ݔ + ଶହ

ଵ଺ 
 

 ∴ ଶݕ16 = ଶݔ15− + ݔ5 + 25  

  : علاقات الجیوب وجیوب التمام في مثلث) 3-2-3(

  : )1(نظریة 

,aل أضلاعھ مثلث أطوا abcإذا كان  b, c  :ومقاسات زوایاه ھيα β γ  
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|ܾℎ| = ܽ + ݀ 

  فإن

ܿଶ = ܽଶ +  ܾଶ − 2ܾܽ cosߛ
ܽଶ = ܾଶ + ܿଶ − 2ܾܿ ݏ݋ܿ ߙ
ܾଶ = ܽଶ + ܿଶ − ߚ ݏ݋ܿ 2ܽܿ

ቑ  ⟹ 

 علاقات جیوب التمام في المثلث

  البرھان

ً على الضلع المقابل فیقطعھ عند  ܽنسقط من     ℎعمودا

 لنضع 

|ܿℎ| = ݀ , |ܽℎ| = ݈ 

   أن: ܾ ℎ ܽمن الملاحظ في المثلث القائم 

 ܿଶ = ݈ଶ + (ܽ + ܾ)ଶ = ܾଶ − ݀ଶ + ܽଶ + 2ܽ݀ + ݀ଶ   

 ݈ଶ = ܾଶ − ݀ଶ:   ) ℎܿܽفي المثلث القائم  (لأن
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 ܿଶ = ܽଶ + ܾଶ + 2ܾܽ  

݀لكن   = ܾ ݓݏ݋ܿ = −ܾ ݏ݋ܿ   ) yمكملة  w(لاحظ أن  ݕ

 ∴  ܿଶ = ܽଶ + ܾଶ − 2ܾܽ ݏ݋ܿ   ݕ

  وھو المطلوب إثباتھ

  : )2( نظریة

ً أطوال أضلاعھ  a b cإذا كان  ,aمثلثا b c  وقیاس زوایاهα β γ فإن  

= ߙ ݊݅ݏ/ܽ  = ߚ ݊݅ݏ/ܾ  { ߛ ݊݅ݏ/ܿ

 (علاقات الجیوب في مثلث)

 

  البرھان

المارة  الدائرةمركز  oإلى  aنصل  a b cندعو ھذه العلاقات بعلاقات الجیوب في مثلث   

.لاحظ أن قیاس  dعند النقطة  الدائرة a oیقطع نصف المستقیم  a b cبروؤس المثلث لا

,b dالزاویة  b a یساويπ
ଶ
  .قطر في الدائرة[ad]لأن   

ً أن  ߜمن الملاحظ أیضا =   نفسھ   a bلأنھما محیطیتان تحصران القوس  ݕ
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݊݅ݏ ߜ = ݊݅ݏ ߜ = ݊݅ݏ ߛ =
ܿ

ݎ2
 ⟹   

ܿ
݊݅ݏ ߛ

=  ݎ2

)rبروؤس المثلث) طول نصف القطر للدائرة المارة  

  بالمثل نجد 

 ௕
௦௜௡ ఉ

= ,        ݎ2 ௔
௦௜௡ ఈ

=   ݎ2

 ∴ ௔
௦௜௡ ఈ

= ௕
௦௜௡ ఉ

= ௖
௦௜௡ఊ

=   ݎ2

 بروؤس مثلث إذا علمنا طول ضلع الدائرة المارةوھذه العلاقة تسمح بحساب طول نصف قطر 

  )8(من أضلاعھ وقیاس الزاویة المقابلة لھذا الضلع .

  

    

  

   

  

    

 

 

 

                                                             
 ( 8) حساب التفاضل والھندسة التحلیلیة – د. ابراھیم دیب سرمیني - الریاض
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  الفصل الرابع

  حساب المثلثات في التحلیل المركب وتحلیل المتجھات

 ) مقدمة :4-1(

وثیقة بین حساب المثلثات وكل من تحلیل المتجھات والتحلیل المركب ففي ھناك علاقة   
التحلیل المركب إستعنا بحساب المثلثات في التحویل بین الاحداثیات القطبیة والكارتزیة لتسھیل 

ریمان القطبیة إما فى تحلیل المتجھات نجد ان حساب المثلثات -حل المسائل مثل معادلتا كوشي
من المبرھنات مثل مبرھنة استوكس.والتى سنتطرق إلیھا بالتفصیل في  یساعد في حل كثیر

  ھذا الفصل. 

  )  التحلیل المركب :4-2(

یتم إستخدام حساب المثلثات في كثیر من مسائل التحلیل المركب  والبراھین لذلك نرید   
  ان نقف على ھذه الإستخدامات .

   ریمان في الصورة القطبیة :-) معادلتا كوشي4-2-1(

  ریمان في الصورة القطبیة ھما -معادلتا كوشي
డ௨
డ௥

= ଵ
௥
డ௩
డఏ

                             ,డ௩
డ௥

= ିଵ
௥
డ௨
డఏ

 

 البرھان :
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 ضع 

ݔ = ݎ cosݕ ,              ߠ = ݎ sinߠ  

ݎ = ඥݔଶ + ߠ  ,        ଶݕ = tanିଵ ௬
௫

 

డ௨
డ௫

= డ௨
డ௥

× డ௥
డ௫

+ డ௨
డఏ

× డఏ
డ௫

   = ௫
ඥ௫మା௬మ

 డ௨
డ௥
− ௬

(௫మା௬మ)
 డ௨
డఏ

 

     = డ௨
డ௥

 cosߠ −  ଵ
௥

 డ௨
డఏ

 sinߠ  ⟹ (1)  

డ௨
డ௬

= డ௨
డ௥

× డ௥
డ௬

+ డ௨
డఏ

× డఏ
డ௬

= ௬
ඥ௫మା௬మ

 డ௨
డ௥

+ ௫
(௫మା௬మ)

 డ௨
డఏ

  

     = డ௨
డ௥

 sinߠ + ଵ
௥

 డ௨
డఏ

 cosߠ  ⟹ (2)  

డ௩
డ௫

= డ௩
డ௥

 ×  డ௥
డ௫

+ డ௩
డఏ

× డఏ
డ௫

= డ௩
డ௥

 ቀ௫
௥
ቁ + డ௩

డఏ
 ቀି௬
௥మ
ቁ  

     = డ௩
డ௥

 cosߠ −  ଵ
௥

 డ௩
డఏ

 sinߠ  ⟹ (3)     

డ௩
డ௬

= డ௩
డ௥

 ×  డ௥
డ௬

+  డ௩
డఏ

 ×  డఏ
డ௬

   

     = డ௩
డ௥

 sinߠ + డ௩
డఏ

 ቀଵ
௥
ቁ cosߠ  → (4)  

 بالتالي فإن 
డ௨
డ௫

= డ௩
డ௬

    

డ௨
డ௥

 cosߠ − ଵ
௥

 డ௨
డఏ

 sinߠ = డ௩
డ௥

 sinߠ + డ௩
డఏ

 ଵ
௥

 cosߠ  

∴  డ௨
డ௥

= ଵ
௥

 డ௩
డఏ

                    ,  ∴  డ௩
డ௥

=  ିଵ
௥

 డ௨
డఏ

   

) :01تطبیق (  
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                         ݊ ∈  ܰା ة .   حیث  تحلیلی دالة ݓ =  أثبت أن ௡ݖ

 الحل

ݔ)  + فإن فك المقدار   ୬(ݕ݅ ݖ  = ݔ + نلاحظ أنھ إذا إستعملنا الصورة الكارتیزیة    ݕ݅       

أمر صعب ولكن بإستعمال الصورة القطبیة فإن الأمر أیسر بكثیر   والحصول على ݒ,ݑ

ݖحیث = ௜ఏ݁ ݎ   . 

௡ݖ = ௡ ݁௜௡ఏݎ = ݏ݋ܿ) ௡ݎ ߠ݊ + ݊݅ݏ ݅   ( ߠ݊

ݑ = ௡ݎ   cos݊ݒ ,          ߠ = ௡ݎ  sin݊ߠ  

డ௨
డ௥

= ௡ିଵݎ ݊  cos݊ߠ            , డ௨
డఏ

= ௡ݎ ݊−  sin݊ߠ    

 డ
మ௨
డ௥మ

= ݊ ( ݊ − ௡ିଶݎ ( 1  cos݊ߠ  

డమ௨
డఏమ

= −݊ଶ ݎ௡  cos݊ߠ  

∴ ௥௥ݑ  + ଵ
௥

௥ݑ  + ଵ
௥మ

ఏఏݑ    

= ݊(݊ − ௡ିଶݎ(1  cos݊ߠ + ௡ିଶݎ ݊   cos݊ߠ − ݊ଶ ݎ௡ିଶ  cos݊ߠ = 0  

∴  ∇ଶݑ = 0   

 وكذلك 
డ௩
డ௥

= ௡ିଵݎ ݊  sin݊ߠ                      ,డ௩
డఏ

= ௡ݎ ݊  cos݊ߠ  

డమ௩
డ௥మ

= ݊ ( ݊ − ௡ିଶݎ(1  sin݊ߠ  

డమ௩
డఏమ

= −݊ଶ ݎ௡  sin݊ߠ  

௥௥ݒ + ଵ
௥

௥ݒ  + ଵ
௥మ

ఏఏݒ     
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= ݊( ݊ − ௡ିଶݎ( 1  sin݊ߠ + ௡ିଶݎ ݊   sin݊ߠ −  ݊ଶ ݎ௡ିଶ  sin݊ߠ = 0   

∴  ∇ଶݒ = 0  

ݒ, ݑ دوال توافقیة   ∴ 

ݓ  دالة تحلیلیة     = ௡ݖ  ∴ 

  ) :11تطبیق (

(ݖ)݂ أثبت أنھ إذا كان  = (ߠ,ݎ)ݑ +     دالة تحلیلیة (ߠ,ݎ)ݒ ݅

  فإن 
ୢ୤
ୢ୸

=  ப୤
ப୰

 cosθ −  ப୤
ப஘

 ୱ୧୬஘
୰

  

 الحل 

 بإستعمال 
ௗ௙
ௗ௭

= డ௨
డ௫

+ ݅ డ௩
డ௫

  

 فإن 
డ௨
డ௫

=  డ௨
డ௥

 ×  డ௥
డ௫

+ డ௨
డఏ

 ×  డఏ
డ௫

 = ௥ݑ   cosߠ − ଵ
௥

ఏݑ   sinߠ   

డ௩
డ௫

= డ௩
డ௥

 ×  డ௥
డ௫

+ డ௩
డఏ

 ×  డఏ
డ௫

 = ௥ݒ  cosߠ −  ଵ
௥

ఏݒ   sinߠ  

∴  ௗ௙
ௗ௭

= ௫ݑ + ௫ݒ݅  = ௫ݑ) + (௫ݒ ݅ cosߠ −  ଵ
௥

ఏݑ)  +   ߠఏ) sinݒ ݅

                                 = డ௙
డ௥

 cosߠ −  డ௙
డఏ

 ୱ୧୬ఏ
௥

  

) :12تطبیق (   

݊ ∈ ܰା حیث     (ݖ)݂      = ௡ݖ  ௙ୢ  إذا كان 
ୢ୸

 أوجد 
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  الحل 

(ݖ)݂ = ௡ݎ  ݏ݋ܿ  ߠ݊ + ௡ݎ ݅ ݊݅ݏ    ߠ݊

డ௙
డ௥

= ௡ିଵݎ ݊ ݏ݋ܿ  ߠ݊ + ௡ିଵݎ ݊ ݅  ݊݅ݏ    ߠ݊

డ௙
డఏ

= ௡ݎ ݊− ݊݅ݏ  ߠ݊ + ௡ݎ ݊ ݅ ݏ݋ܿ    ߠ݊

 بإستعمال الصیغة 
ௗ௙
ௗ௭

=  డ௙
డ௥

ݏ݋ܿ  ߠ −  డ௙
డఏ

 ௦௜௡ ఏ
௥

  

 نجد أن 
ୢ୤
ୢ୸

= ௡ିଵݎ ݊)  cos݊ߠ + ௡ିଵݎ ݊ ݅   sin݊ߠ) cosߠ − ௡ݎ ݊−)   sin݊ߠ +

௡ݎ ݊ ݅   cos݊ߠ) ୱ୧୬ఏ
௥

  

    = ߠ௡ିଵ (cos݊ݎ ݊ +  ݅ sin݊ߠ) cosߠ − −) ௡ିଵݎ݊ sin݊ߠ +
 ݅ cos݊ߠ) sinߠ  

    = ௡ିଵ ݁௜௡ఏݎ ݊ ݏ݋ܿ  ߠ − ݏ݋ܿ)݅ ௡ିଵݎ ݊  ߠ݊ + ݊݅ݏ ݅ (ߠ݊ ݊݅ݏ   ߠ

    = ௡ିଵ ݁௜௡ఏݎ ݊ ݏ݋ܿ  ߠ − ݅ ௡ିଵ ݁௜௡ఏݎ݊  ݊݅ݏ   ߠ

    = ݏ݋ܿ) ௡ିଵ ݁௜௡ఏݎ ݊ ߠ −  ݅ ݊݅ݏ   (ߠ

  ௗ௙
ௗ௭

  = ௡ିଵ ݁௜௡ఏ ݁ି௜ఏݎ ݊ = ௡ିଵ ݁௜(௡ିଵ)ఏݎ ݊  =         ௡ିଵ      (9)ݖ ݊

 

 

                                                             
 ( 9) علم التحلیل المركب _ أ.د. مجدي الطویل _ص(65-60)

ௗ
ௗ௭

(௡ݖ) =   ௡ିଵݖ ݊
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:) تحلیل المتجھات 4-3(   

ً حیث أنھ یساعد في تحویل   یستخدم حساب المثلثات في تحلیل المتجھات أیضا
ً یستخدم في تیسیر البراھین .  المتجھات من صوره إلى صوره أخرى وأیضا

) الإحداثیات الإسطوانیة :4-3-1(   

  . ߠ , ݎ)  (ݖ ,في الفراغ بالإحداثیات ݌ھي الإحداثیات التي یتعین فیھا موضع النقطة   

  : ) العلاقة بین الإحداثیات الإسطوانیة والإحداثیات الكارتیزیة4-3-1-1(

للتحویل من نظام الإحداثیات الكارتیزیة إلى نظام الإحداثیات الإسطوانیة نستخدم   
  الصیغ التالیة

ݎ = ඥݔଶ + ݖ ,                  ଶݕ =  ݖ

ߠ = ൞
tan ܿݎܽ

ݕ
ݔ

                   , ݂݅ 0 ≤ ;ݔ

ߨ − tan ܿݎܽ
ݕ
ݔ

   , ݂݅ 0 >           ;ݔ
             

: ) 14(تطبیق  

إلى إحداثیات إسطوانیة   , ݕ, ݔ) ( ݖ = ( 0 ,ିଵ
ଶ

 , ଵ
ଶ
 حول الإحداثیات الكارتیزیة ( 

  الحل

ݎ = ඥݔଶ + ଶݕ = ට(0)ଶ + (ିଵ
ଶ

)ଶ = ିଵ
ଶ

  

ߠ = tan ܿݎܽ ௬
௫

= tan ܿݎܽ
షభ
మ
଴

=  ଷగ
ଶ

    

ݖ =  ଵ
ଶ
      (10) 

                                                             
 ( 10 )  المتجھات والممتدات التطبیقیة _ د. صفوت السیوفي _ الطبعة الأولى _ القاھرة _ دار الكتب العلمیة للنشر والتوزیع _ ص(24-20)
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) الإحداثیات الكرویة :4-2-2(  

اغ ذي الثلاثة أبعاد بالإحداثیاتیتم تعیین موضع نقطة مادیة متحركة أوثابتة في الفر    

 ( ∅, ߠ, ݎ) والتي تسمى بالإحداثیات الكرویة . 

) العلاقة بین الإحداثیات الكرویة والإحداثیات الكارتیزیة :4-2-2-1(  

نظام الإحداثیات الكارتیزیة إلى نظام الإحداثیات الكرویة نستخدم الصیغ التالیة :للتحویل من    

ݎ = ඥݔଶ + ଶݕ + ߠ ,             ଶݖ = tan ܿݎܽ ௬
௫

   

∅ = cos ܿݎܽ
ݖ

ඥݔଶ + ଶݕ
 

:) 15تطبیق(  

 حول المعادلات الكارتیزیة التالیة إلى نظام كروي 

zଶ =  xଶ  ∓  yଶ   

 الحل 

ݔ = ∅sin ݎ  cosݔ ,                                         ߠଶ = ଶݎ  sinଶ ∅  cosଶ   ߠ

ݕ = ∅sin ݎ  sinݕ ,                                         ߠଶ = ଶݎ   sinଶ ∅  sinଶ    ߠ

ݖ = ଶݖ ,                                                   ߠcos ݎ = ଶݎ   cosଶ   ߠ

إلى الشكل التالي في نظام   ଶݖ = ଶݔ  −  بإستخدام العلاقات السابقة تتحول المعادلة ଶݕ 

 الإحداثیات الكرویة 

cosଶ ∅ = sinଶ ∅  cosଶ θ −  sinଶ ∅  sinଶ θ   

             = sinଶ ∅  (cosଶ ߠ −  sinଶ   ( ߠ

             =  sinଶ ∅  cos   ߠ2
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ୡ୭ୱమ ∅
ୱ୧୬మ ∅

=  cos ߠ2   ⟹  cotଶ∅ =  cos   ߠ2

∴  cos2∅ −  cos ߠ2 = 0     (11)    

تتحول إلى الشكل التالي في الإحداثیات الكرویة   ଶݖ = ଶݔ  +  بالمثل المعادلة ଶݕ 

cosଶ ∅ =  sinଶ ∅  cosଶ θ + sinଶ ∅  sinଶ θ    

             =  sinଶ ∅  ( cosଶ ߠ + sinଶ ( ߠ =  sinଶ ∅  

∴  cosଶ ∅ −  sinଶ ∅ = 0 →  cos2∅ = 0  

 (4-3-3) مبرھنة ستوكس :

ھو :  L حول المنحنى   A دوران المتجھ    

ර ݎ݀  ܣ
௖

= ඵ ݊. ܣ ݈ݎݑܿ
௦

 ݏ݀

إلى تكامل ثنائي    c تحول ھذه المبرھنة التكامل الخطي لحقل متجھي حول المنحنى المغلق 

 . C لسطح محدود بالمنحنى 

 ، C  السطح المحصور أو المحدود بالمنحنى S ، منحنى مغلق C   ، متجھ A  

و      ݀s متجھ الوحدة لجزء السطح   n 

ݎ݀ = ݅ ݔ݀ + ݆ ݕ݀ +   ݇ ݖ݀ 

 ( S ھو المنحنى المحیط بالسطح   c المنحنى   )  

  : )16( تطبیق

ଶݔھي نصف كره  sنفرض  +  yଶ + zଶ = ݖو   1 ≥   ھي : Aوالمتجھ  0

ܣ⃗ = ݔ2 ) − ݅( ݕ − ݆ ଶݖ ݕ −   ݇ ݖ ଶݕ 

                                                             
 ( 11)  المتجھات والممتدات التطبیقیة (مرجع سابق) – ص(30-25).
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 المطلوب تحقیق صحة مبرھنة ستوكس 

 الحل

ومعادلة ھذه الدائرة ھي كذلك :  ଶݔ ଶݕ + = ھو دائرة معادلتھا  1 c المنحنى 

ݔ  =  cos ݕ ,                           ݐ =  sin   ݐ

ݎ݀. ܣ = ݔ2)] − ݅(ݕ − ݆ ଶݖ ݕ − ݅ݔ݀][݇ ݖ ଶݕ  + ݆ݕ݀ +   [݇ݖ݀

= ݔ2) − ݔ݀ (ݕ − ݕ݀ ଶݖ ݕ −   ݖ݀ ݖ ଶݕ 

∮ ௖ݎ݀. ܣ =  ∮ ݔ2) − ௖ݔ݀(ݕ  − ݕ݀ ଶݖݕ  −    ݖ݀ ݖଶݕ 

=  ∫ (2 cos ݐ −  sin ଶగ( ݐ
଴ (− sin ݐ݀ (ݐ =   ߨ 

∴  ∮ ௖ݎ݀. ܣ =   ߨ 

ܣ ݈ݎݑܿ =  ∇  × ܣ⃗  =  ൦

݅ ݆ ݇
డ
డ௫

డ
డ௬

డ
డ௭

ݔ2 − ݕ ଶݖݕ− ݖଶݕ−
൪ = ݇  

∬ ௦݊. ܣ ݈ݎݑܿ ݏ݀  = ∬ ݇ .݊௦ ݏ݀  =  ∬ ௦ݏ݀   

݇ .݊ = 1  

C والذي كان الدائرة    ھو مساحة الدائرة المحدودة بالمنحنى   ∬ ௦ݔ݀ التكامل الأخیر    

ଶݔ + ଶݕ  = 1  

∴ ∬ ௦݊. ܣ ݈ݎݑܿ ݏ݀  =     ߨ 

 تساوي ھذه النتیجتین تأكد صحة مبرھنة ستوكس لھذه المتجھھ وھذا السطح(12) .

) الفیض :4-3-4(  

                                                             
 ( 12 ) تحلیل المتجھات _ جلال الحاج _ ص(33-32).
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تصور متجھ تنفذ من سطح خاص ، یمكن أن تكون تلك المتجھ سرعة مائع أو تشعشع حراري 
النافز من جزء السطح   σ݀ ھي : ܣ للمتجھ    أو مغناطیسي ، الفیض المتجھي ݂݀

݂݀ = ߪ݀. ܣ = → ݏ݀ ݊. ܣ ݂݀ = ߠcos ܣ   ݏ݀ 

متجھ الوحده )  n   )  

 : ) 17(تطبیق 

ومركز القاعدة السفلي منطبق  Hوإرتفاعھا  Rة نصف قطرھا سطوانالفیض على إ        
  على مركز الإحداثي . 

ଵݎ = ܴ →  ܽଵ .݊ = ଵݎ   cos గ
ଶ

= 0   

ଶݎ =  ோ
ୡ୭ୱఉ

 →  ܽଶ .݊ = ଶݎ   cosߚ = ܴ    

ଷݎ =  ு
ୡ୭ୱఏ

 →  ܽଷ .݊ = ଷݎ   cosߠ =   ܪ

∯ ܽ௦ ߪ݀  = ∬ ܽ௦ଵ ߪ݀  +  ∬ ܽ௦ଶ ߪ݀  + ∬ ܽ௦ଷ    ߪ݀ 

وسطح القاعدة  ܵଶ والسطح الجانبي   ܵଷ  یساوي مجموع سطح القاعدة العلیا S سطح الإسطوانة 

 . ଵܵالسفلى 

∴ ∯ ܽ௦ ߪ݀  =  ∬ ܽଵ .݊௦ଵ ݏ݀  + ∬ ܽଶ .݊௦ଶ ݏ݀  +  ∬ ܽଷ .݊௦ଷ   ݏ݀ 

∯ܽ ߪ݀  = 0 + ܴ∬ ௦ଶݏ݀ + ∬ܪ  ௦ଷݏ݀   

∯ܽ ߪ݀  = (ܪܴߨ2) ܴ + (ଶܴߨ) ܪ  =   ଶܴߨܪ3 

(13) .  3HπRଶ الفیض على سطح الإسطوانة یساوي ∴ 

  

                                                             
 ( 13 ) تحلیل المتجھات (مرجع سابق)- ص(33-32).
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  الفصل الخامس

  النتائج والتوصیات

  ) تمھید :5-1( 

في الفصول السابقة دراسة علم حساب المثلثات وعلاقتھ  الباحثون  بعد أن تناول  

  بالحسبان والھندسة التحلیلیة والتحلیل المركب وتحلیل المتجھات .

ً في فصلھ الخامس والذي یتضمن النتائج والتوصیات .   نصل إلى نھایة ھذا البحث ممثلا

  ) النتائج :5-2(

الحسبان وذلك بتبسیط حل مسائل التفاضل ھمیھ لعلم المثلثات في دراسة ھنالك أ -1       

  والتكامل عن طریق المتطابقات الأساسیة.

لتحلیلیة وذلك في التحویل بین وجد الباحثون دور لعلم المثلثات في دراسة الھندسة ا -2      

  والعكس . الإحداثیات من كارتیزیة إلى قطبیة

تجھات في برھنة بعض المبرھنات مثل ستفاد الباحثون من علم المثلثات في تحلیل المإ -3     

  مبرھنة ستوكس وفي التحلیل المركب في معادلتي كوشي ریمان القطبیة .
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وجد الباحثون أھمیة لدراسة علم المثلثات كعامل مساعد في فروع الریاضیات المختلفة  -4     

  . وحل المسائل المعقدة

  ) المقترحات والتوصیات :5-3(

 رتباط عدد منم المثلثات وذلك لإسة یوصي الباحثون بدراسة شاملة لعلمن خلال الدرا -1      

  العلوم بھ .

  ت .ھرامالإادراسة تطبیقات علم المثلثات مثل إستخدامھا في بناء یوصي الباحثون ب -2     

  یوصي الباحثون أیضا بدراسة شاملھ للزوایا الحافظة . -3     
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