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 الباب الأول 
 و الفضاءات الناظمية )السوية(   الفضاءات 

 (: 1-1تعريف )

   و اذا تحقق الشرط التالً : أٌاً كانت المجموعتان    أنه فضاء       ٌقال عن فضاء طبولوجً 

. وٌقال عن         بحٌث    ل     و جوار   ل    ، فثمة جوار   المغلقتان و المنفصلتان فً 

 فً آن واحد.   و    إنه ناظمً )أو سوي( إذا كان فضاء        الفضاء 

 مثال :  

 ً  ، بل و ناظمً كذلك.   إن اي فضاء متري هو فضاء طبولوج

 مثال :

   و منتظم و    و    و    و    خواص فهو فضاء الٌتمتع بجمٌع       إن اي فضاء متقطع  

بالضرورة .     فضاء       لا ٌترتب علٌه أن     فضاء      ناظمً.وتجدر بنا الإشارة الً أن كون 

 .  فضاء       أن ٌكون    فضاء       و بالعكس ، فلا ٌنجم عن كون 

ناظمٌاً . وكمثال علً الحالة الأخٌرة نورد الفضاء التافه الذي ٌحوي أكثر من    كذلك ، فلٌس كل فضاء 

 دون أن ٌكون ناظمٌاً.   نقطة ؛ فهذا الفضاء هو 

 ممثلاً بالمبرهنة التالٌة :   سنقدم الآن معٌاراً للفضاءات 

 ( : 2-1مبرهنة )

و اٌاً   المغلقة فً   هو التالً : أٌاً كانت المجموعة    فضاء         الشرط اللازم و الكافً كً ٌكون

 .       بحٌث   ل   ، فثمة جوار   ل   كان الجوار 

 البرهان :

. إن       فً   جوار اختٌاري لمجموعة مغلقة ما   ، و أن    فضاء      ولاً ان ألنفترض  

    ل   و جوار   ل   ؛ لذا ثمة جوار   مجموعة مغلقة منفصلة عن المجموعة المغلقة     

      . و ٌترتب علً هذه العلاقة أن         . نستنتج من هذا أن      بحٌث 

. وبما أن           مغلقة إذن     لان             . لكن        

 .        ، فإننا نجد أن      

  فثمة جوار   ل   و اٌاً كان الجوار       المغلقة فً   و بالعكس ، لنفترض أنه اٌاً كانت المجموعة 

مجموعتٌن مغلقتٌن و منفصلتٌن     و  . لتكن    فضاء       ، و لنثبت أن         بحٌث   ل 

بحٌث   ل   ؛ و بالتالً فهنالك جوار    وحة نحوي مجموعة مفت    فً هذا الفضاء. إذن 

   ل   قد وجدنا جواراً  ن. و هكذا نكو         ، الأمر الذي ٌترتب علٌه أن           

ً فإن     (       )، وهذان الجواران منفصلان لأن   ل          و جواراً  . و بالتال

 .  فضاء       

كذلك . ونعبر    هو فضاء       ، فإن اي فضاء جزئً من           ،    فضاء       إذا كان 

  ة ما ٌوراثٌة ، ذلك أننا نقول عن خاص   ة كون الفضاء الطبولوجً فضاء ٌعن هذا عادة بالقول إن خاص

ً ع ة أن اتسم بها اي فضاء جزئً ٌبهذه الخاص      ضاء تمتع فضاء طبولوجًفنها وراثٌة إذا ترتب عل
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وراثٌة. و كان أن    ة كون الفضاء ٌبٌعً أن ٌرد السؤال حول ما إذا كانت خاص. ومن الط      من 

إلا أنه ترد    فضاء    وُجد بأنْ الأمر لٌس كذلك ، إذ لٌس لزاماً أن ٌكون كل فضاء جزئً من فضاء 

 المبرهنة الخاصة التالٌة :

 (:3-1مبرهنة )

ً       مجموعة جزئٌة مغلقة فً   وكانت    اً فضاء طبولوجٌ      إذا كان   ، فإن الفضاء الجزئ

 .  فضاء        

 البرهان :

مجموعتان منفصلتان و    و   نجد أن        مجموعتٌن منفصلتٌن و مغلقتٌن فً    و   لتكن  

و    نرمز لهما ب      ، فثمة مجموعتان مفتوحتان فً    فضاء       . لما كان      مغلقتان فً 

ً هذا أن         علً الترتٌب بحٌث   و    نحوٌان      و           . و ٌترتب عل

؛ و         علً الترتٌب بحٌث   و   تحوٌان        مجموعتان مفتوحتان فً         

ً ان   .  فضاء        هذا ٌعن

 ( :4-1مبرهنة ) 

       طبولوجٌة فضاء ناظمٌاً ، فإن لجماعة قابلة للعد من الفضاءات ال         اذا كان فضاء الجداء 

 .Iمن  iفضاء ناظمً أٌاً كان 

 البرهان : 

من  iلانه ٌمكن إعادة البرهان نفسه أٌاً كان         لن نفسد عمومٌة المبرهنة لو اثبتناها من أجل الفضاء 

I أٌاً كان    فضاء         . و بالتالً فإن   فضاء فضاء ناظمٌاً ، فهو فضاء           . لما كانi من

I  من فضاء         بٌن  هومومورفٌزم. هنالك   فضاء         ، بوجه خاص فإن ً و الفضاء الجزئ

{  }   {  }     الجداء             عناصر مثبتاً من             حٌث     

وهكذا فضاء ناظمً .        مجموعة مغلقة فً فضاء الجداء . لذا فإن   علً الترتٌب . من السهل أن 

فضاء ناظمً        و أن  هومومورفٌزمٌانفضاءان        و         قد نكون قد توصلنا إلً أن 

 فضاء ناظمً .        ( أن4-1و بالتالً ، فإننا نجد وفق المبرهنة )

 :الفضاءات المنتظمة تماما   وسمات الفضاءات الناظمية 
اي فضاء جزئً       ، و كان        فً الفضاء        تطبٌقاً مستمراً للفضاء       اذا كان 

 .      فً الفضاء        تطبٌق مستمر للفضاء   علً  f، فإن مقصور      من 

فً        تطبٌق مستمر للفضاء  gو أن       فضاء جزئً من الفضاء        نفرض أن 

؟ و بعبارة آخري ،      علً  gعدد مستمر للتطبٌق ، و لنطرح السؤال التالً : هل ثمة       الفضاء 

؟ من الممكن  Wمن  wأٌاً كان  f(w)=g(w)بحٌث ٌكون        فً       ل  fهل ٌوجد تطبٌق مستمر 

أن الفضاءات الناظمٌة  وجدناإٌراد أمثلة ٌكون التمدٌد فٌها ممكناً و أمثلة آخري ٌكون فٌها التمدٌد مستحٌلاً . 

ٌقات . و تمثل المبرهنة التالٌة أول المبرهنات و أهمها فً هذا تتسم ببعض الخواص الهامة فً تمدٌد التطب

 الصدد .
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 :) تمهيدية أوريسون((5-1مبرهنة )

ً : اٌاً    فضاءً ناظمٌاً هو أن ٌكون       الشرط اللازم و الكافً كً ٌكون  و أن ٌتحقق الشرط التال

، فثمة تطبٌق مستمر للفضاء       المنفصلتان و المغلقتان فً     كانت المجموعتان غٌر الخالٌتٌن 

ً من  [0,1]فً الفضاء             بحٌث ٌكون        ) المزود بطبولوجٌا الفضاء الجزئ

{ }      { }. 

ممثلاً باجتماع مجموعتٌن غٌر خالٌتٌن       فضاءً جزئٌاً من        فضاء ناظمٌاً و       لٌكن 

     المعرف ب  g:W [0,1]. عندئذٍ ٌكون التطبٌق      منفصلتٌن و مغلقتٌن فً     

ً [0,1]فً   ل  fقابلاً للتمدٌد الً تطبٌق مستمر  { }      { } . و فضلاً عن هذه المبرهنة ) الت

 تمثل واحدة من ىاهم مبرهنات علم الطبولوجٌا ( هناك مبرهنة آخري لا تقل عنها أهمٌة هً مبرهنة تٌتس 

 () مبرهنة تيتس في التمديد ( :6-1مبرهنة )

تطبٌقاً مستمراً ما للفضاء  gو       مجموعة جزئٌة مغلقة فً   بولوجٌاً ناظمٌاً و فضاء ط      لٌكن 

 ً من  g. عندئذٍ هنالك ممد مستمراً للتطبٌق       فً فضاء الأعداد الحقٌقٌة المعتاد       الجزئ

 .      الً الفضاء       

 مثال : 

من فضاء الاعداد الحقٌقٌة المعتاد   ، و لنزود هذه المجموعة بالطبولوجٌا النسبٌة  X=[0,1]لنفرض 

      . من الواضح أن g(x)=1/xمحدداً بالدستور  g:F Rو لنختر التطبٌق  [F=]0,1. لنأخذ       

 gمستمر واضح أن اي ممد  gوأن       لٌست مغلقة فً  Xمن  Fفضاء ناظمً وأن المجموعة الجزئٌة 

 لا ٌمكن أن ٌكون مستمراً. xالً 

 (:7-1تعريف )

، و تحقق فضلاً    إنه منتظم تماماً )أو إنه تٌخونوف (إذا كان فضاء       ٌقال عن فضاء طبولوجً  

 x، وأٌاً كانت النقطة    غٌر الخالٌة و المغلقة فً  Fعن ذلك الشرط التالً : أٌاً كانت المجموعة الجزئٌة 

) المزود بطبولوجٌا القٌمة  [0,1]فً الفضاء       للفضاء  f، فثمة تطبٌق مستمر  Fالخارجة عن  Xمن 

 . { }            المطلقة ( بحٌث

 (:8-1مبرهنة )

 كل فضاء منتظم تماماً هو فضاء منتظم. 

 ملاحظة :

 إن عكس هذه المبرهنة غٌر صحٌح ، مثالاً علً فضاء منتظم دون أن ٌكون منتظماً تماماً.

لرابطة بٌن الفضاءات المنتظمة و الفضاءات المنتظمة تماماً ، فثمة رابطة بٌن الفضاءات و فضلاً عن ا

الناظمٌة و الفضاءات المنتظمة تماماً ، ذلك أن كل فضاء ناظمً منتظم تماماً . إن هذه حقٌقة تنتج من 

هو  f، و التطبٌق مجموعة و حٌدة العنصر }وهذا ممكن {  Aتمهٌدٌة اورٌسون إذا أخذنا المجموعة المغلقة 

نفس التطبٌق الوارد فً تعرٌف الفضاءات المنتظمة تماماً .أما العكس فغٌر صحٌح ، ذلك أن الفضاء 

 المنتظم تماماً لٌس فضاءاً ناظمٌاً بالضرورة .

ً فضاء ناظمٌاً لٌست خاصٌخاص ة وراثٌة ، بمعنً أنه لٌس لزاماً علً اي فضاء ٌة كون الفضاء الطبولوج

ء ناظمً أن ٌكون ناظمٌاً . ألا أنه ٌبرهن بأن كل فضاء جزئً من فضاء منتظم تماماً } جزئً من فضا
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                وبالتالً من فضاء ناظمً { هو فضاء منتظم تماماً .                                                                              

وصف الفضاءات الجزئٌة من  مع منتظمة تماماً ٌتطابقصف الفضاءات الووقد بٌن تٌخونوف  أن 

ً خاصٌة وراثٌة.ٌاصخالفضاءات الناظمٌة . و بالتالً فإن   ة كون الفضاء فضاء منتظماً تماماً ه

لتحلٌل الرٌاضً ، ذلك أنه ٌمكن أن نعرف علً كل اوتشغل الفضاءات المنتظمة تماماً مركزاً مرموقاً فً 

الفضاءات " عدداً كبٌراً " ، من التطبٌقات المستمرة ، إذ إنه ٌقابل اي نقطتٌن مختلفتٌن فً فضاء  همن هذ

ر علً هذا الفضاء ، بحٌث ٌكون لهذا التطبٌق قٌمتان مختلفتان فً هاتٌن ممنتظم تماماً تطبٌق حقٌقً مست

 النقطتٌن.

 قابلية العد في الفضاءات الطبولوجية
 : ىلية العد الأولة بقابعالفضاءات المتمت

 (:9-1تعريف) 

منه ، أو أنه ٌحقق الموضوعة  xفً نقطة  ىإنه ٌتمتع بقابلٌة العد الأول      ٌقال عن فضاء طبولوجً 

للطبولوجٌا بحٌث تكون    فً قابلٌة العد فً هذه النقطة ، اذا وجدت جملة جوارات أساسٌة محلٌة  ىالأول

 قابلة للعد.   الجماعة 

 نه ٌتمتع بقابلٌة العد الأولى اذا كان ٌتمتع بهذه القابلٌة فً كل نقطة منه.أ      ونقول عن 

 مثال:

 الجماعة Xمن  xاي فضاء متري ، و لنسند الً كل نقطة       لٌكن  

   {    
 

 
تشكل جملة جوارات أساسٌة    . من السهل التحقق بأن جملة الجماعات {     

قابلة للعد ، فإننا نستنتج أن اي فضاء متري    . ولما كانت D يللطبولوجٌا المولدة بالمتر xمحلٌة فً 

 ٌتمتع بقابلٌة العد الأولى فً كل نقطة منه ، اي انه ٌتمتع بقابلٌة العد الأولى.

 (:11-1مبرهنة )

ً        إن الشرط اللازم و الكافً كً ٌكون التطبٌق  المتمتع بقابلٌة العد الاولى فً الفضاء الطبولوج

متتالٌة    ربة من امتق Xفً      {  }، هو أن ٌقابل كل متتالٌة   فً النقطة  مستمراً        

 .     متقاربة من      {     }

 البرهان : 

 (:11-1مبرهنة )

 ً  تمتع بقابلٌة العد الاولى  لابد ان ٌتمتع بقابلٌة العد الاولى.مإن اي فضاء جزئً من فضاء طبولوج

 البرهان:  

   فإن الجماعة   من   فضاء طبولوجٌاً متمتعاً بقابلٌة العد الاولى . إذن اٌاً كانت النقطة       لٌكن 

 فإن جملة المجموعات  من        قابلة للعد . الفضاء الجزئً 

  
           

بأكملها بشكل جملة جوارات أساسٌة للطبولوجٌا   المجموعة   عندما ٌمسح  { 

 ً   . و لما كان من الواضح أن المجموعة  النسبٌة عل
ٌتمتع        قابلة للعد ، فإن الفضاء الجزئً   

 بقابلٌة العد الاولً كذلك.
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 الفضاءات المتمتعة بقابلية العد الثانية
 (:12-1تعريف )

ة لموضوعة الثانٌة فً قابلٌاإنه ٌتمتع بقابلٌة العد الثانٌة ، أو انه ٌحقق       ٌقال عن فضاء طبولوجً  

 العد، إذا و جدت قاعدة قابلة للعد للطبولوجٌا.

 مثال:

}  . الجماعة القابلة للعد       لنأخذ فضاء الاعداد الحقٌقٌة المعتاد   تشكل  {           [

قاعدة للطبولوجٌا المولدة بمترك القٌمة المطلقة ، و بالتالً فإن فضاء الاعداد الحقٌقٌة المعتاد ٌتمتع بقابلٌة 

 العد الثانٌة.

 مثال:

ٌجب أن تحتوي   فضاء طبولوجٌا متقطعاً . من الواضح أن اي قاعدة للطبولوجٌا المتقطعة       لٌكن  

غٌر قابلة   غٌر قابلة للعد ، فإن اي قاعدة ل   و بالتالً فإذا كانت علً كل المجموعات الوحٌدة العنصر. 

      قابلة للعد ، فإن   فضاء متمتعا بقابلٌة العد الثانٌة. أما اذا كانت       للعد ، و عندئذ لا ٌكون 

 .  تشكل عندئذ قاعدة قابلة للعد ل  {    { } }  فضاء متمتع بقابلٌة لاعد الثانٌة ، إذ إن 

 (:13-1ة )مبرهن

 كل فضاء متمتع بقابلٌة العد الثانٌة لا بد و أن ٌتمتع بقابلٌة العد الاولى. 

 البرهان:

   . فإن  قابلة للعد للتبولوجٌا  فضاء متمتعاً بقابلٌة العد الثانٌة ، فهنالك قاعدة       إذا كانت  

قابلة للعد ، فإن   نت و لما كا  للطبولوجٌا   شكل جملة جوارات أساسٌة محلٌة فً  {        }

 ٌتمتع بقابلٌة العد الاولى.      بلة للعد كذلك. اذن اق   كل 

هذا و لٌس من الضروري أن ٌكون الفضاء المتمتع بقابلٌة العد الاولى متمتعاً بقابلٌة العد الثانٌة . اي فضاء 

مجموعة غٌر قابلة   متقطع ٌجب أن ٌتمتع بقابلٌة العد الاولى ، فً حٌن أن الفضاء المتقطع فً حالة كون 

 للعد لا ٌتمتع بقابلٌة العد الثانٌة .

 فصلالفضاءات القابلة لل
 (:14-1تعريف )

إنه قابل للفصل إذا حوي مجموعة جزئٌة كثٌفة و قابلة للعد ) اي اذا       ٌقال عن فضاء طبولوجً 

 (.       قابلة للعد بحٌث ٌكون   من   وجدت مجموعة جزئٌة 

 مثال:

ً الناتج بالطبولوجٌا المعتادة ، فإن الفضاء الط  مجموعة الأعداد الحقٌقٌة  . فإذا زودنا   لتكن   بولوج

قابلة للعد و   تشكل عندئذ مجموعة جزئٌة من   ٌغدو قابلاً للفصل ، ذلك أن مجموعة الأعداد العادٌة 

ة فً هذه الحالة مغلقة ٌقطعة . لما كانت كل مجموعة جزئتبالطبولوجٌا الم  . لنزود الآن        كثٌفة فً 

مجموعة   . و ٌترتب علً هذا أنه إذا كانت        ، فإن   من   ، فأٌاً كانت المجموعة الجزئٌة 

؛ و هذا ٌعنً أن المجموعة الجزئٌة الكثٌفة الوحٌدة     فإن         تحقق الشرط   جزئٌة من 

غٌر قابلة للعد ، فإن فضاء الأعداد الحقٌقٌة المنقطع لٌس   نفسها. و لما كانت    هً المجموعة   فً 

  بحٌث نسند الً كل عنصر   عن طرٌق جملة جوارات أساسٌة   ٌا بتبولوج  قابلاً للفصل. لنزود أخٌراً 
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( و غٌر  اي مجموعة مفتوحة ) بالنسبة ل   . لتكن {               }   الجماعة   من 

      . و بما أن        بحٌث    من       ، فهنالك عنصر   اي عنصر من   خالٌة. فإذا كان 

( و غٌر خالٌة  ، فإننا نستنتج أن اي مجموعة مفتوحة ) بالنسبة ل   ٌة ٌتقاطع مع مجموعة الأعداد العاد

. و لما كانت ** قابلة للعد ، فإن الأعداد الحقٌقة       مجموعة كثٌفة فً   ، إذن   لابد وأن تقاطع 

 قابل للفصل.  المزودة بالطبولوجٌا 

 (: 15-1مبرهنة )

 ٌكون قابلاً للفصل.كل فضاء متمتع بقابلٌة العد الثانٌة لابد وأن 

 البرهان:

من   . لنأخذ فً كل عنصر  ل   فضاء متمتعاً بقابلٌة العد الثانٌة ، فثمة قاعدة قابلة للعد       إذا كان  

  قابلة للعد. لتكن   قابلة للعد ،فإن   . لما كانت {      }  ، و لنشكل المجموعة   نقطة ما   

و  xمن القاعدة ٌحوي   . إذن ثمة عنصر  اي نقطة من  xاي مجموعة مفتوحة وغٌر خالٌة ، و لتكن 

محتواة   ، فهنالك نقطة من   اجتماع لعناصر من القاعدة(. و استناداً إلً تعرٌف   ) لان   محتوي فً 

ً محتواة فً   فً  اي مجموعة مفتوحة و غٌر خالٌة   . و بهذا نكون قد وجدنا أنه إذا كانت  ، و بالتال

فضاء قابل       قابلة للعد كذلك ، فإن   . و لما كانت  كثٌفة فً   ؛ إذن       ، فإن   فً 

 للفصل. 

هذا و لٌس من الضروري أن ٌكون الفضاء القابل للفصل متمتعاً بقابلٌة العد الثانٌة. و علً سبٌل المثال     

حٌث الشرط اللازم و الكافً كً ٌكون عنصر ما   المزودة بالتوبولوجٌا   ، لنأخذ مجوعة الأعداد الحقٌقة 

مجموعة منتهٌة . من السهل  متممتها أو مجموعة جزئٌة  من   أن ٌكون هذا العنصر   منتمٌاً الً 

كثٌفة فً هذا الفضاء. و بالتالً فالمجموعة الجزئٌة       غٌر منتهٌة فً ملاحظة أن أي مجموعة جزئٌة

قابل للفصل .بٌد أن هذا الفضاء لا ٌتمتع بقابلٌة العد       ؛ إذن       مثلاً كثٌفة فً   القابلة للعد  

 الثانٌة . لأنه لو تمتع بقابلٌة العد الثانٌة لتمع بقابلٌة العد الأولى. و لكنه لٌس كذلك.

 (:16-1مبرهنة )

ً مفتوح من فضاء قابل للفصل لابد وأن ٌكون قابلاً للفصل.1)   ( اي فضاء جزئ

و الكافً كً ٌكون فضاء جداء جماعة قابلة للعد من الفضاءات الطبولوجٌة غٌر الخالٌة ( الشرط اللازم 2)

 قابلاً للفصل هو أن ٌكون كل فضاء من الجماعة قابلاً للفصل.

 البرهان:

  القابل للفصل، و لنرمز ب       مجموعة جزئٌة قابلة للعد و كثٌفة فً الفضاء   ( لنفرض 1) 

اي   . و لتكن    للمجموعة غٌر الخالٌة   و ب   مفتوحة فً    لمجموعة جزئٌة غٌر خالٌة من

فإن   مفتوحة فً   و   مفتوح فً   .بما أن  غٌر خالٌة و مفتوحة فً   مجموعة جزئٌة من 

 . و ٌترتب علً هذا أن     ، وبلتالً فإن   مفتوحة فً  

غٌر   . وهكذا نري أن اي مجموعة                          

ً أن المجموعة الجزئٌة  من   تتقاطع مع المجموعة الجزئٌة   توحة فً خالٌة و مف   ممن   . و هذا ٌعن

 ) المزودة بالطبولوجٌا النسبٌة( فضاء جزئً قابل للفصل.  ؛ إذن   و القابلة للعد كثٌفة فً
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، و جماعة قابلة للعد من الفضاءات غٌر الخالٌة و القابلة للفصل      {       }( لنفرض أولاً أن 2)

 فضاء جدائها قابل للفصل كذلك. لتكن نن أهلنبر

   {                     

   {                     

               

   {                     

               

                                

                 
                     

 {(                         )}

                               
  {           } 

      
 {    }    

   و أن    مجموعة كثٌفة فً   )لان   {k,…,1,2}من المجموعة   اٌا كان        ولما كان 

{   }   ( ، و كان   مجموعة مفتوحة فً   {   } . و بما أن           ، فإن    

 .     ، فإن       

من   تتقاطع مع المجموعة الجزئٌة   المفتوحة فً فضاء الجداء ، فإن   كانت المجموعة غٌر الخالٌة  اذا

ً أن المجموعة القابلة للعد ** كثٌفة فً فضاء الجداء . إذن فضاء الجداء قابل       القابلة للعد. و هذا ٌعن

 للفصل.

فإن  Iمن  iغٌر الخالً قابل للفصل ، و لنثبت أنه أٌاً كان          لنفرض الآن أن فضاء الجداء 

قابل للفصل ، لأن البرهان         قابل للفصل. لن تمس عمومٌة المسألة إن نحن برهنا أن         

. لما كان فضاء الجداء قابلاً للفصل ، فهنالك مجموعة        نفسه ٌمكن أن ٌعاد علً أي من الفضاءات 

A  تطبٌق الاسقاط لفضاء            . فإذا كان           قابلة للعد و كثٌفة فٌه ، أي أن

. أما عن كون         قابلة للعد و كثٌفة فً          ، فسنبٌن بأن المجموعة    الجداء علً 

تتألف من الاحداثٌات من الاولى من عناصر المجموعة    مر واضح ، إذ أن الأقابلة للعد ف   المجموعة 

ً علٌنا إثبات أن    و    مجموعة جزئٌة غٌر خالٌة من    . لتكن         كثٌفة فً    القابلة للعد. بق

مجوعة   . من الواضح أن             ، و لنشكل المجوعة         مفتوحة فً 

جزئٌة غٌر خالٌة من فضاء الجداء و مفتوحة فً هذا الفضاء و مفتوحة فً هذا الفضاء ) لانها عنصر من 

، فإن         مجموعة كثٌفة فً   لما كانت ( . و بالتالً ،  القاعدة ، بل القاعدة الجزئٌة ل 

 . ولما كان      

          
                               

تتقاطع مع         غٌر خالٌة مفتوحة فً    . و هكذا نرى أن اي مجموعة         فإن 

ً أن المجموعة القابلة للعد    من    المجموعة الجزئٌة          ة فً كثٌف   و القابلة للعد. وهذا ٌعن

 فضاء قابل للفصل و بذا ٌتم إثبات المبرهنة.        ؛ إذن 
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( من هذه المبرهنة ٌبٌن أنه كً ٌكون فضاء جزئً من فضاء قابل 1و ٌجدر بنا التنبٌه بأن الشق من ) 

ً أنه لٌس م ً مفتوحاً . و ٌبٌن المثال التال ن للفصل فضاءاً قابلاً للفصل ، ٌكفً أن ٌكون الفضاء الجزئ

 الضروري ان ٌكون كل فضاء جزئً من فضاء قابل للفصل قابلاً للفصل.

 مثال:

عن طرٌق جملة جوارات أساسٌة حٌث نسند إلً   المزودة بطبولوجٌا   لنأخذ مجموعة الأعداد الحقٌقة  

قابل للفصل .       . لقد رأٌنا فً أن  {               }   المجموعة   من  xكل عنصر 

قابل للفصل . لنأخذ         فً نفسه ، و لٌكن       ( ، فإن فضاء جداء 2و استناداً الً الشق )

   ، ولنزودها بالطبولوجٌا النسبٌة            }  المجموعة الجزئٌة 
. لما كانت كل مجموعة  

، لأنها عنصر من         مفتوحة فً         ،بفرض              جزئٌة من الشكل 

      مجموعة مفتوحة فً                           قاعدة  ب ، فإننا نستنتج أن
   

؛ و بالتالً فإن اي مجموعة جزئٌة و حٌدة  {      }  . لكن من السهل التحقق بأن     أٌأً كان 

      مفتوحة فً   العنصر من 
   ، أي أن الطبولوجٌا النسبٌة    

ناقشة مماثلة لتلك التً منقطعة. و بم  

      سردناها ، نستنتج أن المجموعة الجزئٌة الكثٌفة الوحٌدة فً 
غٌر قابلة   نفسها. ولما كانت  هً    

      للعد ، فإن الفضاء 
 لٌس قابلاً للفصل.   

 ليوفديفضاءات لين
 (:17-1تعريف )

. جماعة المجموعات     {  }فإذا كانت   مجموعة جزئٌة من  Aفضاءً طبولوجٌاً و       لٌكن 

. و فً حالة Aتغطٌة ) أو غطاء( ل      {  }، فإننا نسمً الجماعة        بحٌث  Xالجزئٌة من 

تشكل تغطٌة      {  }، فإنه ٌقال بأن       ه مفتوحة فً عكون كل من عناصر التغطٌة مجمو

ة من  المجموعات جماع     {  }. و ٌترتب علً هذا أنه إذا كانت Aمفتوحة ) أو غطاء مفتوحاً( ل

. هذا و إذا      ، فإن هذه الجماعة تشكل تغطٌة مفتوحة للفضاء        بحٌث      المفتوحة فً 

وكانت هذه التغطٌة جماعة جزئٌة من التغطٌة المفتوحة       تغطٌة مفتوحة  للفضاء      {  }شكلت 

 .    {  }لمفتوحة تشكل تغطٌة جزئٌة من التغطٌة ا     {  }لهذا الفضاء فإننا نقول إن     {  }

 مثال:

         }، أي المجموعة  1. إن مجموعة الجوارات       لنأخذ فضاء الأعداد الحقٌقة المعتاد  

تغطٌة جزئٌة من  {          }، تشكل تغطٌة مفتوحة لهذا الفضاء ، كما تشكل المجموعة  { 

    }. هذا و لا تشكل التغطٌة المفتوحة  {          }التغطٌة 
 

 
تغطٌة جزئٌة من  {     

    }، ذلك أن  {          }
 

 
     }  {          } 

 مثال:

إنه فضاء لٌندٌلٌوف إذا حوت كل        . نقول عن الفضاء    فضاء طبولوجٌا       لٌكن  

 زئٌة قابلة للعد.جتغطٌة مفتوحة لهذا الفضاء تغطٌة 
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بحٌث ٌكون   جماعة من عناصر      {  } ٌكون فضاء لٌندٌلٌوف اذا كانت      نستنتج من هذا أن 

   }، فهنالك جماعة جزئٌة منها قابلة للعد ، و لتكن        
}     (K  ) مجموعة قابلة للعد

       بحٌث ٌكون 
. 

 (:18-1مبرهنة )

 كل فضاء متمتع بقابلٌة العد الثانٌة لابد أن ٌكون فضاء لٌندٌلٌوف.

 البرهان :

 و لتكن   ل  فضاء متمتعاً بقابلٌة العد الثانٌة ، فثمة قاعدة قابلة للعد       إذا كان 

. لما كان كل عنصر       اي تغطٌة مفتوحة ل      {  }. لنفترض  {            }  

، فثمة عناصر من هذه التغطٌة  من عناصر هذه التغطٌة المفتوحة إجتماعاً لجماعة من عناصر 

   
    

      
      ن بحٌث ٌكو    

       
         

ً فإن     . و بالتال

        
    

      
) وفق        . لكن {         }  بفرض    

   تعرٌف القاعدة( ؛ إذن 
    

      
   }       . و هذا ٌعنً أن     

تغطٌة {

 فضاء لٌندٌلٌوف.       .إذن     {  }جزئٌة قابلة للعد من التغطٌة المفتوحة الإختٌارٌة 

 (:19-1ة )مبرهن

 ( اي فضاء جزئً مغلق من فضاء لٌندٌلٌوف لابد أن ٌكون فضاء لٌندٌلٌوف .1)

( إن فضاء جداء جماعة قابلة للعد من فضاءات لٌندٌلٌوف غٌر الخالٌة لٌس بالضرورة فضاء لٌندٌلٌوف. 2)

ان كل من أما إذا كان فضاء جداء جماعة قابلة للعد من الفضاءات الطبولوجٌة فضاء لٌندٌلٌوف ، وك

 ، فلا بد أن ٌكون كل من عناصر هذه الجماعة فضاء لٌندٌلٌوف.   عناصر هذه الجماعة فضاء 

 (:21-1مبرهنة )

 فضاء مترٌاً ، فإن الدعاوي التالٌة متكافئة:      اذا كان  

 هو فضاء لٌندٌلٌوف.      الفضاء  (1)

 قابل للفصل.      الفضاء  (2)

 ٌتمٌع بقابلٌة العد الثانٌة.      الفضاء  (3)
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 الباب الثاني
 التراص في الفضاءات الطبولوجية

في التحميؿ الرياضي مركزا مرموقا نظرا لمنتائج الباىرة             تشغؿ مبرىنة ىايني بوريؿ
فً فضاء الأعداد  مجال مغلق و محدودأي  [       المترتبة علٌها. وتنص هذه المبرهنة على أنه إذا كان

مؤلفة من مجالات مفتوحة، فإن هذه  [a , b] أي تغطٌة ل   ,{  }وكانت ،       الحقٌقة المعتاد

ً بورٌل على صحتها عند افتراض   التغطٌةالتغطٌة تحوي تغطٌة جزئٌة منتهٌة و تحافظ مبرهنة هاٌن

 في دوف أف تكوف ىذه المجموعات مجالات مفتوحة بالضرورة.     مؤلفة من مجموعات مفتوحة    ,{  }
 الفضاءات المتراصة

 (:1-2)تعريف
 )*(إذا حوت كؿ تغطية مفتوحة ليذا الفضاء تغطية منتيية. (    )يقاؿ عف فضاء طبولوجي إنو متراص  

بمجموعات    ػإنيا متراصة إذا حوت كؿ تغطية ل   , فإننا نقوؿ عف مجموعة جزئية مف   و إذا كانت
 تغطية جزئية منتيية.   مفتوحة في

متراصة ىو أف يكوف الفضاء الجزئي   يمكف التحقؽ مف أف الشرط اللازـ و الكافي كي تكوف المجموعة 
مف المجموعات     ,{     }زـ والكافي كي تشكؿ الجماعةط اللامتراصا, ذلؾ أف الشر        

الجزئية ىو أف تشكؿ الجماعة مف المجموعات المفتوحة في تغطية مفتوحة لممجموعة   والمفتوحة في 
 .       تغطية مفتوحة لمفضاء الجزئي

فاف الشرط اللازـ     بحيث   مجموعتيف جزئيتيف في      ؾ , يمكف التحقؽ مف أنو اذا كانتكذل
 . ىو أف تكوف متراصة في   متراصة في    والكافي كي تكوف

 :مثال
مع جماعة كؿ المجموعات الجزئية  { }لاجتماع المجموعة    مجموعة غير منتيية , ولنرمز ب   لتكف
        مف السيؿ التحقؽ بأفبإستثناء عدد منتو منيا,   التي كؿ منيا مؤلؼ مف جميع عناصر   مف

مف ىذه   , ولنختر أي عنصر يختمؼ عف    أي تغطية مفتوحة ؿ    ,{  }فضاء طبولوجي. لتكف
   التغطية, و ليكف 

   عندئذ تحوي المجموعة الجزئية  
,  باستثناء عدد منتو مف نقاط   جميع نقاط  

تنتمي   , فإف كؿ نقطة مف   ػ تغطية مفتوحة ل    ,{  }. لما كانت            ولتكف النقاط
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   إلى واحد عمى الاقؿ مف عناصر التغطية, وبالتالي, فثمة عناصر
    

       
    ,{  }مف 

      بحيث 
       

         
 لذا فإف  

     
    

      
   }وىكذا فإف  .

    
       

تمثؿ تغطية جزئية منتيية مف  {
 فضاء متراص.       , إذف        ػ التغطية المفتوحة الاختيارية  ل

مف تعريؼ فضاءات لينديميوؼ أف كؿ فضاء متراص ىو فضاء لينديميوؼ. ويبيف المثاؿ التالي عدـ صحة و 
 ىذه النتيجة.عكس 

 :مثال  
فضاء متمتعا بقابمية        . لما كاف     [  , و لتكف       نأخذ فضاء الأعداد الحقيقية المعتاد
فإف ىذا الفضاء الجزئي وبالتالي  يتمتع بقابمية العد الثانية كذلؾ        العد الثانية, فإف الفضاء الجزئي 

د أف ىذا الفضاء الجزئي ليس متراصا, ذلؾ أنو يمكف التحقؽ مف أف الجماعة يب ىو فضاء لينديميوؼ
]

 

   
 , دوف أف تحوي ىذ التغطية تغطية جزئية منتيية. ]0,1[ػ تشكؿ تغطية مفتوحة ل             

 :بوريل( -)هايني (2-2)مبرهنة
 في فضاء لأعداد الحقيقية المعتاد متراص. [     إف أي مجاؿ مغمؽ و محدود 

 البرهان:
  ػ , ولنرمز ب      مجموعة مفتوحة في   , حيث كؿ مف[      تغطية مفتوحة ما ؿ    ,{  }لتكف 

. إف    ,{  }تغطية جزئية منتيية مف التغطية [     بحيث يكوف ؿ [     مف  لمجموعة العناصر
عنصر حاد  محدودة مف الاعمى, إذ إف    عمى الأقؿ. كذلؾ, فإف  غير خالية , إذ أنيا تحوي العنصر 

  . سنبيف أف       بحيث   حدا أعمى, أي أف ثمة عددا    . نستنتج أف ؿ  مف الاعمى ؿ
؛  [       .لكف  لابد و أف يقاطع    ؿ  لمحد الأعمى. مف المعموـ أف أي جوار [     ينتمي إلى

[        لكف   [          , و بالتالي فإف[     لابد وأف يقاطع مع    ػإذف أي جوار ل  

 [      , إذف       مغمقة في  [    لأف [    
   ىو  الذي يحوي    ,{  }لنفرض أف عنصر التغطية 

لابد و أف يتقاطع   لما كاف ىذا الجوار ؿ .
     وبحيث     بحيث  مف   , فثمة عنصر مع 

, ىنالؾ  . و إستنادا إلى تعريؼ 
فإذا كانت ىذه التغطية الجزئية ىي  .   ,{  }مف التغطية المفتوحة  [    جزئية منتيية ؿتغطية
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{   
      

   },فإننا نستنتج أف  {
    

      
التغطية مف  [    ػ تشكؿ تغطية جزئية منتيية ل {

, فإننا نكوف قد أتممنا إثبات المبرىنة. في الحقيقة, إذا    . فإذا أثبتنا أف  [   ]ؿ    ,{  }المفتوحة
   محتواة في  [    في   , فإف ىنالؾ عناصر أكبر مف   افترضنا مؤقتا أف 

. وىذا يعني أف 
   } )لأنيذه العناصر التغطية   أكبر مف   ىنالؾ عناصر مف

    
      

نفسيا( ,الامر الذي لا  {
 .   وبالتالي فإف       يمكف أف يقع لاف 

 :(3-2) تعريف 
, إنيا جماعة    ,{  }.نقوؿ عف  الجزئية مف  و  جماعة مف المجموعات    ,{  }مجموعة ما  لتكف

 متمركزة )أو جماعة متمتعة بخاصة التقاطع المنتيي( إذا كاف لأي جماعة جزئية منتيية مف
 تقاطع غير خاؿ.      {  }  

 :(4-2)مبرهنة
, مف    ,{  }( فضاء متراصا ىو أف يكوف لأي جماعة متمركزة    الشرط اللازـ والكافي كي يكوف )
 تقاطع غير خاؿ.      المجموعات الجزئية المغمقة في

 البرهان:
, أي جماعة متمركزة مف المجموعات الجزئية المغمقة في    ,{  }فضاء متراصا, ولتكف       ليكف 

 ,عندئذ يكوف       . لنفرض مؤقتا أف       , ولنبيف أف      
مف  أيا كاف       مجموعة مفتوحة في      . ولما كانت            , أو        

ثمة  متراص, إذففضاء       . لكف      ػ تشكؿ تغطية مفتوحة ل     {    },فإننا نستنتج أف  
     } تغطية جزئية منتيية , ولتكف

        
, لمفضاء      {    } مف التغطية المفتوحة {

     )   . ويترتب عمى ىذا أف     
)         

        , أو 
      

  ,
   الامر الذي ينجـ عنو 

      
      

غير متمركزة     ,{  }ولكف ىذا يعني أف الجماعة  
 .      فإف  لمفرض,وبالتالي, وىذا مناقض 

تقاطعا غير       وبالعكس , لنفرض أف لأي جماعة متمركزة مف المجوعات الجزئية المغمقة في الفضاء 
 أي تغطية مفتوحة ليذا الفضاء. عندئذ يكوف    ,{  }فضاء متراص. لتكف       خاؿ ,ولنثبت أف
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ج أف , فإننا نستنت     مجموعة مغمقة في       . ولما كانت         , أو          
 ف ىنالؾ عددا منتيياالمغمقة ليست متمركزة. بالتالي نجد أ   جماعة المجوعات الجزئية مف 

      
        

      بحيث      ,{    }الجماعة مف عناصر  
       

   
      أو  

      
 , الامر الذي يتعيف عميو أف(

   
      

   }ولكف ىذا يعني أف    
     

غطية تشكؿ تغطية جزئية منتيية مف الت {
 متراص.      , أي أف فضاء      لمفضاء     ,{  }المفتوحة الاختيارية 

 تبيف المبرىنو التالية أف التراص يحفظ بالتطبيقات المستمرة.
 :نتيجة
 .فضاء متراص       الفضاء فإف        عمى       لمفضاء المتراصتطبيقا مستمرا     اذا كاف
, وكاف احد ىذيف الفضاءيف متراصا, فإف الفضاء  ىومومورفيزمييففضاءيف        و       اذا كاف

 الآخر متراص بالضرورة.
 :(4-2)مبرهنة

 إف أي فضاء جزئي مغمؽ مف فضاء متراص لابد و أف يكوف متراصا.( 1) 
جداء جماعة قابمة لمعد مف الفضاءات غير الخالية متراصا ىو الشرط اللازـ والكافي كي يكوف فضاء ( 2)

 أف يكوف كؿ فضاء مف الجماعة متراصا.
 البرهان:

أي      {  }.ولنفترض      في مغمقة  مجموعة جزئية   , ولتكف فضاءا متراصا      ليكف( 1) 
      مغمقة في  . ولما كانت       والمغمقة في    مف جماعة متمركزة مف المجموعات الجزئية 

 .     مغمقة في أيا كاف    , فإف  مف   أيا كاف       مغمقة في    وكانت 
      . ولما كاف      جماعة متمركزة مف المجموعات الجزئية المغمقة في      {  } وبالتالي فإف

تقاطعا غير        زة مف المجموعات الجزئية المغمقة في كجماعة متمر  اي [      متراصا , فإف 
 متراص.       خاؿ. إذف فالفضاء الجزئي 
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جماعة قابمة لمعد مف الفضاءات التبولوجية , ولنفترض أف فضاء جدائيا      {       }( لنفترض أف 2)
 أففإنو يترتب  مف  مستمرا وغامرا أيا كاف              متراص.لما كاف تطبيؽ الاسقاط          

 . مف  فضاء متراص أيا كاف         
وىكذا ولف نتعرض الآف لمبرىاف عمى العكس الذي ينص عمى أنو إذا كاف كؿ مف الفضاءات 

 .متراص          فإف فضاء جدائيا  مف  متراصا أيا كاف       
 ( مف النظرية السابقة يؤكد بأنو كي يكوف فضاء جزئي مف فضاء متراص متراصا يكفي أف1إف الشؽ )

يكوف ىذا الفضاء الجزئي مغمقا. ويبيف المثاؿ التالي أف ليس لزاما عمى أي فضاء جزئي مف فضاء  متراص 
 أف يكوف متراصا, أي أف خاصة التراص ليست وراثية.

 مثال: 
تؤكد بأنو إذا أخذنا المجموعة المزودة بوريؿ _. إف مبرىنة ىايني       نأخذ فضاء الاعداد الحقيقية المعتاد

.  مف  ]0,1[نأخذ المجموعة الجزئية  متراص .         الفضاء فإف    بالطبولوجيا النسبية  [      
في   ]0,1[المفتوحة  المجموعةمع   لأنيا تقاطع        ة مفتوحة )وغير مغمقة( في مجموع ]0,1[إف 

إذف فالمجموعة الجزئية )غير المغمقة( ؛ )لماذا؟(        غير متراصة  ]0,1[.لكف المجموعة       
 ليست متراصة.         مف الفضاء المتراص ]0,1[

 :( ليس صحيحا في الحالة العامة. بيد أنو ترد المبرىنة التالية1إف عكس الشؽ)

 (:5-2)مبرهنة 
      مغمقة في فإف       مجموعة جزئية متراصة في , وكانت   فضاء      إذا كاف 
 البرهان:

, فثمة جوار   فضاء      .لما كاف  عنصرا مف   وليكف     عنصرا اختياريا مثبتا في   ليكف 
  ػ تشكؿ تغطية مفتوحة ل {  },     . إف الجماعة        بحيث  ػ ل   وجوار    ػ ل   

 بحيث تشكؿ         ولتكف    في   متراصة, فثمة عدد منتو مف النقاط   .ولما كانت  بعناصر مف 
{   

       
     لنفرض أف . تغطيو مفتوحة ؿ  {

       
 و 
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بالتالي نكوف قد وجدنا أنو       و     و   . ومف الواضح أف 
-23]مفتوحة     إذف ؛     بحيث   ىو   ػ ,فثمة جوار ل    مف    أيا كاف العنصر

 مغمقة.  ,أي أف [10
ذا لـ يكف مغمقة   ,فميس مف الضروري أف تكوف كؿ مجموعة جزئية متراصة مف   فضاء       ىذا , وا 

 يبيف المثاؿ التالي: كما

 :مثال
مع جماعة كؿ المجموعات الجزئية  { }لاجتماع المجموعة   مجموعة الاعداد الطبيعية, ولنرمز ب  لتكف 
فضاء طبولوجي وأف ىذا        ,منياباستثناء عدد منتو   التي كؿ منيا مؤلؼ مف جميع عناصر   مف 

   .الفضاء ليس فضاء
مجموعة جزئية   . مف الممكف التحقؽ مف اف  و لا تساوي   مجموعة مفتوحة غير خالية في   لتكف 

 رغـ كونيا ليست مغمقة .      متراصة في الفضاء
 :(6-2)ةمبرهن

. فاف       عمى فضاء ىاوسدورؼ      تطبيقا مستمرا متباينا و غامرا لمفضاء المتراص    اذا كاف 
 ىوميومورفيز ـ. 

 : البرهان
,      فياي مجموعة جزئية مغمقة   اذا كانت  .   , يكفي اثبات استمرار ىومومورفيزـ   كي نبيف اف

. لما كاف       فيمغمقة      فاف و استنادا الى .متراصة كذلؾ      بالتالي فاف متراصة  و  فاف 
في  لاي مجموعة جزئية مغمقة     , فاننا نستنتج اف الخياؿ العكسي وفؽ                

 مستمر .    لذا فاف       مجموعة مغمقة في  ىو     

 الفضاءات المتراصة موضعيا 
 (:6-2)فتعري
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جوار ذو لصاقة   مف   عنصرمتراص موضعيا اذا وجد لاي انو       نقوؿ عف فضاء طبولوجي 
متراصا        موضعيا اذا كاف الفضاء الجزئي مف انيا متراصة   ويقاؿ عف مجموعة جزئية متراصة. 
 موضعيا .

 :مثال
 . نلاحظ اف المجاؿ المفتوح  اي عنصر مف   , و ليكف       ناخذ فضاء الاعداد الحقيقية المعتاد  

 , و اف لصاقة ىذا الجوار ىي المجاؿ المغمؽ و المحدود .    ػجوار ل         [
       بوريؿ, فاف الفضاء –مبرهنة هاينيمتراص وفؽ  [           بما اف[       ] 
 .ملاحظة اف ىذا الفضاء ليس متراصابنا  . و تجدرمتراص موضعيا

       لمفضاء {          [} و عمى سبيؿ المثاؿ , لا يمكف اف نستخمص مف التغطية المفتوحة 
 تغطية جزئية منتيية .

 (:7-2)مبرهنة
 كؿ فضاء متراص لابد اف يكوف متراصا موضعيا . 

 (:8-2)مبرهنة
 . عندئذ : مجموعة جزئية مف  فضاء متراصا موضعيا , لتكف       ليكف  

 , فاف متراصة موضعيا .     مغمقة في   اذا كانت  (1)
  )فضلا عف كونو متراصا موضعيا ( فاف   فضاء      و كاف      مفتوحة في  اذا كانت  (2)

 متراصة موضعيا .

 :البرهان
. اذف ىنالؾ  عنصرا اختيارا مف   المتراص موضعيا , وليكف       مجموعة مغمقة في الفضاء   لتكف  

  مجموعة مفتوحة في       متراصة . نلاحظ اف       بحيث تكوف       في   ػػػ ل  جوار
 :انو, و  تحوي 

 [         في              في 
[         في     لما كاف   , فاننا نستنتج استنادا الى المساواة السابقة اف      
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  في       و كانت  مجموعة متراصة في      . و لما كانت      محتواه في  في         
مجموعة جزئية مغمقة في  في         , فاننا نستنتج اف المجموعة  و بالتالي في   مغمقة في 

مجموعة متراصة . اذف   في         اف  ويترتب عمى ىذا استنادا الى؛      المجموعة المتراصة 
, بحيث  و مفتوحة في   تحوي       , فينالؾ مجموعة  مف   نكوف قد وجدنا انو ايا كاف 

 .متراصة موضعيا  مجموعة متراصة . اذف   في         تكوف
الفضاء متراصا موضعيا ,       . لما كاف      المفتوحة في   عنصرا مف المجموعة   ليكف  (2)

ف و أ  فضاء       متراصة . و بما اف       بحيث تكوف       في   لمنقطة  فينالؾ جوار
    بحيث       مفتوحة في , فثمة مجموعة  تحوي       مجموعة مفتوحة في     

بحيث تكوف   تحتوي   مفتوحة في  ثمة مجموعة , ف مف   . اذف ايا كاف العنصر         
متراصة لانيا مجموعة       , الامر الذي يعني اف            ) لاف      متراصة في       

 جزئية مغمقة مف فضاء متراص 

 رص الفضاءات الطبولوجية
 (:9-2)تعريف

 ىومومورفيزـاذا وجد       انو رص لمفضاء الطبولوجي        يقاؿ عف فضاء طبولوجي متراص  
 ـفي الغالب رص       و فضاء جزئي كثيؼ مف       بيف الفضاء باضافة نقطة او اكثر      . و يت
 ـبتزويد المجموعة الموسعة  الى  متراصا , و        بحيث يغدو الفضاء الموسع    بطبولوجيا   , ث

       . فضاء جزئيا كثيفا مف      بحيث يكوف 
نقطتيف جديدتيف سنرمز ليما   , و لنضؼ الى       لناخذ فضاء الاعداد الحقيقية المعتاد  :مثال  
ممدد المحور الحقيقي . و مف الممكف توسيع علاقة  {    }     . تسمى المجموعة     ∞بػ

. مف السيؿ  مف   ايا كاف       , و ذلؾ بافتراض   بحيث تشمؿ   الترتيب المعرفة عمى 
تشكؿ قاعدة            [    [      [ذات النمط    التحقؽ باف جماعة كؿ المجموعات الجزئية مف 

          . فضاء جزئيا كشفا مف      بحيث يكوف    عمى    لطبولوجيا 
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   . اذف ىنالؾ عنصر   لػػتغطية مفتوحة ما      { }فضاء متراص . لتكف          نبيف اف 
مف  

   و عنصر اخر    ىذه التغطية يحوي 
       و بالتالي فثمة عنصر ∞مف ىذه التغطية يحوي  

   مف القاعدة محتوى في 
   مف القاعدة محتوى في [   [, و عنصر اخر 

   . اف 

       .مجموعة متراصة في  [       [    [          
تشكؿ تغطية مفتوحة لمفضاء الجزئي      {    }, فاف           فضاء جزئيا مف       ولما كاف
محتواة في اجتماع جماعة جزئية [     فاف ,      مجموعة متراصة في  [     . و بما اف       
     }منتيية 

        
مف الواضح بعد ىذا اف نرى باف تشكؿ تغطية      {    }مف  {

 فضاء متراص .          اذف            .جزئية منتيية مف التغطية المفتوحة لمفضاء
المتراصة موضعيا لسببيف : اوليما اف ىذا الصنؼ مف الفضاءات    سنيتـ بوجو خاص برص الفضاءات 

رص ىذه الفضاءات يمكف اف يتـ  ي , و ثانييما افيرد عمى نطاؽ واسع في اليندسة و التحميؿ الرياض
 باضافة نقطة وحيدة الييا الامر الذي تبينو المبرىنة التالية :

 (:10-2)مبرهنة
, ولنشكؿ   شيئا ما غير منتـ الى∞متراصا موضعيا و غير متراص و ليكف و   فضاء      ليكف  

المجموعات التالية مؤلفة مف   جماعة مف المجموعات الجزئية مف   لتكف  { }     المجموعة 
: 
   أ( عناصر (

 (   )المتممات في      متممات المجموعات الجزئية المتراصة في )ب( 
 باكمميا . عندئذ:   المجموعة)ج( 

         فضاء جزئيا كثيفا مف      كما يؤلؼ ,  طبولوجيا عمى   ( تشكؿ 1)
  فضاء متراص        ) ( 2)
   فضاء       )( 3)
 :البرهان 
         اي تغطية مفتوحة لمفضاء    {  }لتكف  (2) 
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. لنفرض الاف     {  }تغطية جزئية منتيية مف  {  }عنصرا مف ىذه التغطية , فاف    فاذا كانت 
او مف  )أ( اذف كؿ مف عناصر ىذه التغطية مف النمط     {  }ليست مف عناصر التغطية    اف 

   . ولما كاف احد ىذه العناصر , و لنفترض )ب(النمط 
   فاف  ,∞ لابد و اف يحوي النقطة 

ىو مف  
      و بالتالي فاف  ؛بالضرورة  )ب( النمط

و مف ثـ       متراصة في   مجموعة جزئية مف  
      باكممو فاف         )تغطية لمفضاء      {  }و لما كانت        ). متراصة في 

 
   }محتواه في اجتماع جماعة جزئية منتيية 

      
مف ىذه التغطية المفتوحة مف الواضح بعد ىذا اف {

   }نرى باف 
      

      {  }تشكؿ تغطية جزئية منتيية مف التغطية المفتوحة  {
 .فضاء متراص        ) اذف.       )لمفضاء

عتيف يقعاف في مجمو   منتمييف الى    , فاف اي عنصريف مختمفيف مف   فضاء       ( بما اف 3)
أ( ( مف النمط        )فتوحتيف في و منفصمتيف , و بالتالي يقعاف في مجموعتيف م      مفتوحتيف في
 .و منفصمتيف
, ∞و النقطة   مف  اذف التحقؽ مف انو اذا اخذنا اي نقطة  يكفي   فضاء         )فلاثبات اف

      لما كاف  ∞والاخرى   و منفصمتاف تحوي احداىما        )فينالؾ مجموعتاف مفتوحتاف في
 .     متراصة في      في       بحيث تكوف    لػػ متراصا موضعيا , فثمة جوار

         و مف النمط )ب( , فاننانسنتنج أف  ∞لمنقطة    جوارا في         و لما كاف 
أف ىذيف الجوارييف وواضح ؛ عمى الترتيب  ∞و لمنقطتيف         )جواراف في

 .  فضاء         )منفصلاف.إذف
وفؽ الاسموب السابؽ    المتراص موضعيا و     المتراص و المرتبط بالفضاء        )نسمي الفضاء 

النقطة المثالية أو النقطة في  ∞لمفضاء, كما تسمى       النقطة رص الكسندروف أو رصا وحيد
 اللانياية.

  .     إف رص الكسندروؼ لمفضاء 
 (:11-2)مبرهنة
 فضاء ومتراصا موضعيا فيو فضاء منتظـ.      إذا كاف
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 البرهان:
   فضاء        ) و فضاء وتراص. إذف      لمفضاء        )إف رص ألكسندروؼ 

 ـمنتظما          ), أي أف (  لأنو)  وفضاء فضاء منتظـ. ولما كاف كؿ فضاء جزئي مف فضاء منتظ
 فضاء منتظـ.      فإف 

 الفضاءات المتراصة عدا والمتراصة بالتوالي
 (:12-2)تعريف

نقوؿ عف فضاء طبولوجي أنو متراص عدا اذا وجد لكؿ مجموعة جزئية غير منتيية فيو نقطة تجمع واحدة 
 .عمى الاقؿ

 (:13-2)مبرهنة
 متراص ابد أف يكوف متراصا عدا.كؿ فضاء 

 البرهان:
. إذف  ػػلممجموعة التي عناصرىا ليست نقاط تجمع ل  ػػػ, ولنرمز ب مجموعة جزئية غير منتيية مف   لتكف 

عندئذ     منتيية. لنفترض مؤقتا أف      بحيث تكوف المجموعة   ػػ, فثمة جوار ل مف   أيا كاف 
مف ىذه   ػػػمتراصا فثمة تغطية جزئية منتيية ل     ,ولما كاف   ػػمفتوحة ل     {  } تشكؿ تغطية

   }.التغطية, ولتكف
      

} 
     )  وبالتالي فإف 

)           
وىذا  ,منتيية  , الامر الذي يترتب عميو أف  

 نقطة تجمع واحدة عمى الاقؿ.  , أي أف ؿ   خلاؼ الفرض. إذف 
لكؿ مجموعة جزئية غير إف عكس ىذه المبرىنة غير صحيح في الحالة العامة, إذ أف ىنالؾ فضاءات 

 منتيية فييا نقطة تجمع واحدة عمى الاقؿ, دوف أف تكوف ىذه الفضاءات متراصة بالضرورة.
 (:14-2)مبرهنة
 فضاء طبولوجي.عندئذ تكوف الدعاوي التالية متكافئة:      ليكف

 عدا.متراص       الفضاء  (1)
 تقاطع غير خاؿ.  لكؿ جماعة متمركزة وقابمة لمعد مف المجموعات الجزئية المغمقة في (2)
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 تحوي تغطية جزئية منتيية.       كؿ تغطية مفتوحة وقابمة لمعد لمفضاء  (3)

 البرهان:
جماعة متمركزة وقابمة لمعد مف المجموعات      {  }(. لتكف2) (, ولنبيف صحة1لنفرض صحة )

       , ولنبيف أف  الجزئية االمغمقة في 
جماعة      {  }لما كانت       .ليكف    

 وأف          . ومف الواضح أف  مف  أيا كاف     متمركزة , فإف 
 . مف الممكف أف يردىا ىنا حالتاف:         

   بحيث يكوف  مف    فقد يوجد عدد  ( أ)
      

 عندئذ يكوف  ؛   
        

       .وبالتالي   
عدد غير منتو مف العناصر المتغايرة. مف الواضح عندئذ أنو يكفي     وقد يوجد بيفب( (

مختمفة إحداىا عف الاخرى. ليكف   دراسة الحالة التي تكوف فييا جميع المجموعات      لإيجاد
منتيية مف العناصر مف مجموعة غير      {  }عندئذ تتألؼ المتتالية ؛          

 .  المختمفة في
ية ,ولتكف ىذه لمتراصا عدا, فمف الضروري وجود نقطة تجمع)واحدة عمى الاقؿ( ليذه المتتا      ولما كاف
  أيا كاف    ػػىي نقطة تجمع ل   فإف              تحوي جميع النقاط    .أنبما  النقطة 

أف  , أي       . وبالتالي فإف  مف    أيا كاف      مغمقة, فإف   ذا لاحظنا أف. وا   مف
 .      . إذف       

يحوي مجموعة غير منتيية قابمة      (. لنفرض جدلا أف 1( ولنبيف صحة )2لنفرض الآف صحة )
 حيث ,{  }.عندئذ تشكؿ الجماعة {        }   ليس ليا نقطة تجمع ولتكف    لمعد

جماعة متمركزة وقابمة لمعد مف المجموعات المغمقة )لعدـ وجود نقاط تجمع ليا(  {          }   
 , وىذا مناقض لمفرض.      كما أف  في 

 (:15-2)مبرهنة
 المتراص عدا متمتعا بقابمية العد الثانية ,فإنو فضاء متراص.      إذا كاف الفضاء 

 



22 
 

 البرهان:
فإننا نستنتج أف كؿ تغطية مفتوحة  ,ىو فضاء لينديميوؼمتمتع بقابمية العد الثانية       لما كاف فضاء 

فضاء متمتعا بقابمية العد الثانية ومتراصا عدا,       تحوي تغطية جزئية قابمة لمعد. فإذا كاف       ؿ
 تحوي تغطية جزئية منتيية, أي أف فضاء متراص.      فإننا نسنتنج أف كؿ تغطية مفتوحة ؿ

 (:16-2)تعريف
تحوي متتالية جزئية   إنو متراص بالتوالي إذا كاف كؿ متتالية في       يقاؿ عف فضاء طبولوجي 

 متقاربو.

 (:17-2)مبرهنة
 كؿ فضاء متراص بالتوالي لابد أف يكوف متراص عدا.

 البرهان:
المتراص بالتوالي. عندئذ ثمة متتالية       أي مجموعة جزئية غير منتيية مف الفضاء  لتكف 

متراص بالتوالي , فإف المتتاية المذكورة تحوي       ذات عناصر مختمفة. وبما أف   في        
 . في    ذات عناصر مختمفة متقاربة مف النقطة          متوالية جزئية 

, فإف ىذا الجوار يحوي جميع عناصر ىذه المتتالية الجزئية باستثناء عدد منتو مف    إذف أيا كاف الجوار ؿ
يحوي عددا غير منتو مف    اصر. ولما كانت ىذه العناصر مختمفة,فإننا نتسنتج أف أي جوار ؿىذه العن
 فضاء متراص عدا.      وىذا يعني أف  ؛ نقطة تجمع ؿ   . إذف عناصر 
 (:18-2)مبرهنة

 كؿ فضاء متري متراص عدا لابد و أف يكوف متراصا بالتوالي.
 البرهان: 

 المتراص عدا. فإذا كانت المجموعة      متتالية مافي الفضاء المتري      {  }لتكف 
   منتيية, فإف إحدى النقط ,ولتكف  {      }   

   , تحقؽ الشرط 
مف أجؿ عدد غير     

   } .وبالتالي فإف المنتمية الى   منتو مف العناصر
,     {  }تشكؿ متتالية جزئية مف المتتالية  {

   ومف ىذه المتتالية الجزئية متقاربة 
غير  {      }  . أما إذا كانت المجموعة      فيمف  
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.  في    نقطة تجمع   متراصا عدا, يجب أف يكوف لممجموعة       منتيية , فاستنادا إلى كوف 
    )    لنفترض 

 

 
غير منتيية أيا كاف      . عندئذ تكوف المجموعة    أف أيا كانت  (

   . لنختر مف  
    

   ثـ    
    

   , وبوجو عاـ      , حيث   
    

 

   . مف الواضح عندئذ أف        حيث  
    

تشكؿ متتالية جزئية مف المتوالية     
 فضاء متراص بالتوالي.      ومف ثـ فإف  ؛  , وأف ىذه المتتالية متقاربة مف     {  }

 (:19-2)تعريف
إنيا    . نقوؿ عف مجموعة جزئية منتيية مف   عددا موجبا ما و 𝜀فضاء متريا. لنفترض       ليكف
. ويسمى 𝜀        بحيث   مف  نقطة )واحدة عمى الاقؿ(   مف   إذا قابؿ كؿ نقطة    ؿ 𝜀شبكة

 .εأيا كاف العدد الموجب  𝜀فضاء محدودا كميا, إذا وجدت لو شبكة 

 (:20-2)مبرهنة
 متري محدود كميا لابد و أف يكوف فضاء قابلا لمفصؿ.كؿ فضاء 
 البرهان: 

  شبكة  فضاء متريا محدودا كميا. إذف يقابؿ كؿ عدد صحيح موجب       فرض لن

 
نرمز ليا    ػػل 

 ػػب
 

 
     . عندئذ مف الواضح أف 

 

 
اجتماع قابؿ لمعد   قابمة لمعد )لأف   تشكؿ مجموعة جزئية مف  

 .      مجموعة كثيفة في   لجماعات منتيية( .بقي عمينا إثبات أف 
 لمعدد الصحيح الموجب بحيث   ػػأي عدد موجب. لنرمز ب 𝜀و   أي عنصر مف  ليكف 

 
 𝜀 إذف .

 مف   ىنالؾ عنصر 
 

 
       بحيث 

 

 
 𝜀 بحيث   مف   , أي اف ىنالؾ عنصرا  

, فإف ىذا الجوار      في   . يترتب عمى ىذا بوضوح أنو أيا كاف الجوار غير الخالي لمنقطة       
 قابؿ لمفصؿ.      , وىذا يكمؿ برىاننا بأف [10-20]      كثيفة في  . إذف  يتقاطع مع 

 (:21-2)مبرهنة
 متراص عدا لابد و أف يكوف محدودا كميا.كؿ فضاء متري 
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 البرهان: 
  𝜀فضاء متري متراص عدا دوف أف يكوف محدودا كميا. إف ىذا يعني عدـ وجود شبكة      ف لنفرض أ

نقطة واحدة عمى الاقؿ, ولتكف    . إذف توجد في نقطة ما مف    . لتكف  𝜀مف أجؿ عدد موجب   ؿ
بحيث    نقطة   (. كذلؾ توجد في ؿ  𝜀شبكة {  })و إلا كانت   𝜀         , بحيث   

         𝜀   و         𝜀   و( شبكة  {     }إلا كانت𝜀  ولنفترض أننا سرنا عمى   ػػل .)
, بحيث     , ولتكف  , فإننا نحكـ بوجود نقطة في            ىذا النحو وحصمنا عمى النقاط 

           𝜀 إف ىذا الأسموب يعطينا مجموعة جزئية غير منتيية             , بفرض .
. ولكف ىذا يعني بأف    عندما  𝜀         دوف أف يكوف ليا أي نقطة تجمع, لأف          

 المتراص عدا فضاء محدود كميا.      ليس متراصا عدا, وبالتالي فلابد أف يكوف الفضاء متري      
 (:22-2)مبرهنة

 كؿ فضاء متري متراص عدا لابد و أف يكوف متراصا.

 البرهان: 
 المبرىنة يتضح مف خلاؿ سمسمة الاقتضاءات التالية:إف إثبات ىذه 

 فضاء قابؿ لمفصؿ       فضاء محدود كميا       اعدمترا      الفضاء المتري 

 .فضاء متراص        فضاء متمتع بقابمية العد الثانية      
 إف ىذه المبرىنة ىي آخر مايمزـ لإثبات المبرىنة التالية:

 (:23-2)مبرهنة
 فضاء متريا , فإف الدعاوى الثلاث التالية متكافئة:      إذا كاف 
 فضاء متراص.       (1)
 فضاء متراص عدا.       (2)
 فضاء متراص بالتوالي.       (3)
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 في الفضاءات الطبولوجية الاتصال ) الترابط (
 الفضاءات المتصمة ) المترابطة (

 (:24-2)تعريف
اجتماعا لمجموعتيف جزئيتيف غير   انو متصؿ او مترابط اذا لـ يكف      يقاؿ عف فضاء طبولوجي 

فضاء غير متصؿ ,       خاليتيف منفصمتيف و مفتوحتيف في و اذا لـ يتحقؽ ىذا الشرط , فاننا نقوؿ اف 
اف نعبر عنو باجتماع مجموعتيف جزئيتيف غير خاليتيف ىو الذي يمكف       متصؿ الاي اف الفضاء غير 

انيا متصمة ) غير متصمة ( في   مف  . ىذا , و نقوؿ عف مجموعة جزئية  فتوحتيف في منفصمتيف و م
 متصلا ) غير متصؿ ( .       اذا كاف الفضاء الجزئي   

 :نتيجة
     , فاف  في مجموعتاف منفصمتاف و مفتوحتاف     حيث       انو اذا كاف  الواضح مف

و يترتب عمى ىذا وعمى التعريفاف الشرط اللازـ و الكافي كي يكوف الفضاء  . مجموعتاف مغمقتاف ايضا في 
باجتماع مجموعتيف   غير متصؿ ) متصلا ( , ىو اف يكوف )لا يكوف ( بالامكاف التعبير عف      

 . جزئيتيف غير خاليتيف منفصمتيف و مغمقتيف في
 :مثال

 المجموعة    مف   , و لنسند الى كؿ نقطة لناخذ مجموعة الاعداد الحقيقية 
   وبولوجيالتتشكؿ جممة جوارات اساسية    . اف جماعة المجموعات {               }   

[مف الواضح اف كؿ مف   عمى   . بالنسبة   تشكؿ مجموعة مفتوحة في              
[  لما كاف  باجتماع   فضاء غير متصؿ , لانو امكف التعبير عف       فاف             

بالطبولوجيا  مجموعتيف جزئيتيف غير خاليتيف منفصمتيف و مفتوحتيف بالنسبة الى  لنزود الاف 
عف  فلا يمكف التعبير    ىما   لمفتوحتاف الوحيدتاف بالنسبة ؿ كانت المجموعتاف ا لما . التافية 

في الحالة الاولى   اف       او بالشكؿ      باجتماع مجموعتيف مفتوحتيف الا بالشكؿ  
اجتماع لمجموعتيف غير منفصمتيف , و في الحالة الثانية اجتماع لمجموعتيف احداىما خالية . و بالتالي فلا 
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اذف   باجتماع مجموعتيف جزئيتيف غير خاليتيف منفصمتيف و مفتوحتيف بالنسبة ؿ   يمكف التعبير عف
 متصؿ .       فالفضاء 
 (:25-2)مبرهنة
. إف الشرط اللازـ والكافي كي  مجموعة جزئية مف   فضاء الاعداد الحقيقية المعتاد,ولتكف        ليكف 
 .متصمو ىو أف تكوف مجالا  تكوف 

 البرهان:
ليست مجالا.إذف ىنالؾ أعداد ثلاثة   متصمو, ولنثبت أنيا مجاؿ. لنسمـ جدلا أف   لنفترض أولا أف  

 .مف الواضح عندئذ أف       و   وبحيث       بحيث        
     ]            ]      . 

 اجتماع مجموعتيف جزئيتيف غير خاليتيف)لأف ويترتب عمى ىذا أف 
     ]             ] وفؽ تعريؼ الطبولوجيا  ( منفصمتيف ومفتوحتيف في  (      

 لابد و أف تكوف مجالا.  (.يعني ىذا أف غير متصمة خلافا لمفرض, إذف النسبية
 ـجدلا أف   مجالا, ولنثبت أف   وبالعكس ,لنفرض الآف   غيرمتصمو ,إذف   متصمو. لنسم

غير خاليتيف, منفصمتاف ومغمقتاف, فينالؾ نقطتاف   مجموعتاف جزئيتاف مف   و حيث       
دوف ويمكننا منفصمتاف(     )لأف,   غير خاليتيف( بحيث     عمى الترتيب )لأف     مف     

 .    افتراض أف مس لمعمومية
[    مجالا, فإف   لما كانت    ػ .لنرمز ب أو في  موجود في  [    ,كما أف كؿ عنصر مف   
[            لمعنصر  [    موجود, ذلؾ أف المجموعة  .إف     غير خالية )لانيا تحوي   
جوار لمحد الاعمى . لما كاف أي  عمى الاقؿ( ولأف ىذه المجموعة محدودة مف الاعمى بالعنصر  العنصر 

[    لابد وأف يتقاطع مع  في   لمجموعة لابد وأف يقاطع ىذه المجموعة, فإف أي جوار ؿ . وبالتالي   
 فيمغمقة   . لكف  في       عنصر مف   ,وىذا يعني أف  في يجب أف يقاطع     ؿ  فإف أي جوار 

,    . نستنتج مف ىذا أف    , الامر الذي يترتب عميو أف  في       و إذف لا فرؽ بيف  ؛ 
 ـلأف (   )لأف    أف ,لوجدنا     ذلؾ أنو لو كاف  منفصمتاف. لنفترض     ىذا لا يمكف أف يت
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,ذلؾ أنو إذا لـ يتـ ذلؾ, فإف  ينتمي إلى       .إف يجب أف     أي عدد موجب بحيث  εالآف 

[          وعندئذ نستنتج ؛        . 
[    في المجموعة  أكبر مف     وىذا يعني أف ثمة عنصرا  , وىذا غير  التي حدىا الاعمى   

, وىذا  لابد و أف يتقاطع مع  في   . ويترتب عمى ىذا أف أي جوار ؿ     ممكف. وبالتالي فإف 
, الامر الذي  في       و  , إذف لا فرؽ بيف  في  ةمغمق . لكف  في       عنصر مف يعني أف 

  , في حيف أف      . ونكوف بيذا قد وقعنا في تناقض , ذلؾ أف    يتعيف عميو أف 

 ـإثبات المبرىنة.  فلابد أف يكوف المجاؿ .وبالتالي    مجموعة متصمة. وبيذا يت
 (:26-2)تعريف
إنيما منفصمتاف     . نقوؿ عف  مجموعتيف جزئيتيف مف     فضاء طبولوجي , وليكف       ليكف 

ذا كانت المجموعة الجزئية                 بالتبادؿ إذا كاف  اجتماعيا   مف   . وا 
. لاحظ ( )في  تشكؿ فصلا ؿ {   }, فإننا نقوؿ إف     لمجموعتيف غي خاليتيف ومنفصمتاف بالتبادؿ

 . أف تكونا مفتوحتيف أو مغمقتيف في   و    أننا لا نشترط في
 مثال:

 , ولتكف       عداد الحقيقية المعتاد لنأخذ فضاء الا
  ] [             .لما كاف                                  ,

        ]           ]  , منفصمتاف بالتبادؿ. وبما أف    فإف    
        { }  ليستا منفصمتيف بالتبادؿ.     , فإف   

 (:27-2)مبرهنة
 الأربع التالية متكافئة:فضاء طبولوجي ,فإف الدعاوى       إذا كاف 
 متصؿ.      الفضاء  (1)
المفتوحتاف والمغمقتاف في أف   ىما المجموعتاف الجزئيتاف الوحيدتاف في     المجموعتاف  (2)

 واحد.
 .       فإف   و  مف المغايرة لكؿ مف   أيا كانت المجموعة الجزئية  (3)
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 . لا يوجد فصؿ ؿ (4)

 البرهان:
ومغمقة في آف واحد , ولنفرض جدلا  ةمفتوح  مجموعة جزئية مف   )أ( تقتضي )ب(. لتكف لنبرىف أولا أف 

 . لما كاف     مفتوحة ومغمقة معا, كما يكوف    . عندئذ تكوف      أف 
باجتماع مجموعتيف غير     فإنو يترتب عمى ىذا أف مف الممكف التعبير عف  ,          

  غير متصؿ , وىذا خلاؼ ما فرضناه .إذف )أ(     , أي أف  خاليتيف منفصمتيف ومفتوحتيف في 
 )ب(.

, ولنفرض جدلا أف   و ؿ  مغايرة ؿ  مجموعة جزئي مف  لنثبت أف )ب( تقتضي )ج( . لتكف 
. وبما أف ىذه مساواة             , فإف                    . لما كاف        

, فإننا نجد استنادا الى الفرض أنو إما أف يكوف         ةومجموعة مفتوح       بيف مجموعة مغمقة
 . وبالتالي , فإما أف يكوف               أو                

أو     . إذف إما أف يكوف        و          . لكف        أو          
 )ج(. , وىذا خلاؼ الفرض . إذف )ب(    

     , حيث      إذف  ؛فضاء غير متصؿ       نبيف الآف أف )ج( )أ( . لنفرض جدلا أف 
 . مجموعتاف جزئيتاف غير خاليتف منفصمتاف ومفتوحتاف في 

فنكوف قد وقعنا       ولما كانت        لذا فإف                    نلاحظ أف 
 )أ(. في تناقض . إذف )ج( 
 ـجدلا أف  سنبرىف الآف بأف )أ(      , حيث     , أي أف   تشكؿ فصلا ؿ{   })د(. لنسم

 :. عندئذ يكوف[26-5]               بحيث  جزئيتاف غير خاليتيف في  مجموعتاف
                                              

.          فرضا , فإف           (, وأف         )لأف         وبما أف 
مجموعة مغمقة. ونكوف بيذا قد توصمنا   مجموعة مغمقة. ونجد بصورة مماثمة أف  ويترتب عمى ىذا أف 

غير خاليتيف منفصمتيف )لأف كلا منيما منفصؿ عف لصاقة     جزئيتيف اجتماع لمجموعتيف  إلى أف 
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, وىذا خلاؼ الفرض. إذف )أ( [26-2]فضاء غير متصؿ       , أي أف  الاخرى( ومغمقتيف في 
 )د(. 

غير متصؿ . إذف      )أ( لنفرض مؤقتا أف الفضاء  يكفي إثبات أف )د( . لأتماـ إثبات المبرىنة
, وبالتالي فإف  غير خاليتيف منفصمتاف ومغمقتاف في   مجموعتاف جزئيتاف مف  و حيث       

 أف      , .ويترتب عمى ىذا و عمى كوف                 
وغير خاليتيف      اجتماع لمجموعتيف   أف  و ىذا يعني.                  

لابد و أف       وىذا خلاؼ الفرض)د( . إذف   تشكؿ فصلا ؿ {   }ومنفصمتيف بالتبادؿ , أي أف 
 ـإثبات المبرىنة.   يكوف فضاء متصلا , أي أف )د(  )أ(, وبيذا يت

 :مثال
مع جماع كؿ المجموعات الجزئية  { } لاجتماع المجموعة  مجموعة غير منتيية , ولنرمز ب  لتكف 
 باستثناء عدد منتو مف ىذه العناصر.  المؤلؼ كؿ منيا مف جميع عناصر   مف

 :متصؿ      لإثبات أف الفضاء الطبولوجي 
متصؿ وفؽ التعريؼ المباشر لمفضاءات المتصمة, ذلؾ أف أي مجموعتيف غير خاليتيف       )أ( إف  

وبالتالي فلا يمكف التعبير عف باجتماع مجموعتيف غير خاليتيف منفصمتيف و  ؛متقاطعتاف   ومفتوحتيف في 
 متصؿ.      , أي أف  مفتوحتيف في 

لا يمكف أف تكوف   , ولنثبت أف  و   مغايرة لكؿ مف   أي مجموعة جزئية مف  )ب( لنفرض أف 
 .مفتوحة ومغمقة في آف واحد

لا يمكف أف تكوف مفتوحة )لأف كؿ  مغمقة )لأف متممتيا مفتوحة( لكف   منتيية, فإف   ( إذا كانت 1)
 يجب أف تكوف غير منتيية(.  مجموعة مفتوحة مغايرة ؿ

لا يمكف أف  مفتوحة )تعريفا(, لكف   غير منتيية. فإذا كانت متممتيا منتيية, فإف  ( لنفترض الآف أف 2)
ذا كانت متممة  يجب    مجموعة مغمقة مغايرة ؿتكوف مغمقة )لأف كؿ  غير منتيية ,  أف تكوف منتيية(. وا 

 غير مفتوحة وغير مغمقة. فإف 
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لا يمكف أف تكوف مفتوحة ومغمؽ في   و   مغايرة ؿ     وىكذا نكوف قد وجدنا أف أي مجموعة جزئية مف
فضاء       ىما المجموعتاف الوحيدتاف المفتوحتاف والمغمقتاف في آف واحد, إذف   و   آف واحد, أي أف 

 متصؿ.
 , ولنثبت أف : , مغايرة لكؿ مف     أي مجموعة جزئية مف )ج( لتكف 

في اجتماع        . ولما كانت        مغمقة وبالتالي يكوف   منتيية, فإف   ( إذا كانت 1)
, فإف   في ةالمفتوحة الوحيدة المحتوا ةىي المجموع  , وكانت  المجموعات المفتوحة المحتواه في 

( , [26-2])الوارد في إثبات المبرىنة                    . وبناء عمى الدستور        
 .       , إذف    . لكف         تنتج أفسفإننا ن

,فإف   ىي   غير منتيية. لما كانت المجموعة المغمقة الوحيدة التي تحوي   ( لنفرض الآف أف 2)
 , نستنتج في ىذه الحالة أف                    . واستنادا الى الدستور       

وبما أف  .        ,ذلؾ أنو لو فرضنا العكس لكاف        . إف                
, و ىذا خلاؼ الفرض. إذف    , الامر الذي يترتب عميو أف    , إذف لكاف          
 غير منتيية كذلؾ. عندما تكوف         

.         فإف  ,  المغايرة لكؿ مف  مف    ةالجزئيوىكذا نكوف قد وجدنا أنو أيا كانت المجموعة 
 فضاء متصؿ.      إذف 

غير  مجموعتاف جزئيتاف مف      , حيث      . إذف  فصؿ ؿ  {   })د( لنقبؿ جدلا أف 
غير منتيية ,فإف إحدى المجموعتيف ,   . لما كانت                   خاليتيف بحيث

, فإننا نستنتج عندئذ  ىي   المجموعة المغمقة الوحيدة التي تحوي , مجموعة غير منتيية. بما أف  ولتكف 
 غير خالية فرضا, إذف يكوف   . لكف              . إذف        أف 

 , وىذا مناقض لمفرض.         
 فضاء متصؿ.      . إذف    وىكذا نجد أنو لا يوجد فصؿ ؿ

 (:28-2)مبرهنة
, فإف مجموعة جزئية متصمة في       في الفضاء       تطبيقا مستمرا لمفضاء المتصؿ   إذا كاف 
      . 
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 البرهان:
     مجموعتاف جزئيتاف مف      , حيث         ليست متصمة. إذف      لنفرض جدلا أف 

. واستنادا الى تعريؼ المجموعات المفتوحة في الفضاءات     غير خاليتيف منفصمتيف ومفتوحتاف في 
 . لكف        و          بحيث   مفتوحتاف في  , الجزئية, فينالؾ مجموعتاف 

                      (    )                        
, فإف              . ولما كاف مف الواضح أف              بصورة مماثمة ونجد  

غير خاليتيف              .فإف غير خاليتيف ومنفصمتاف .    . وبما أف              
ذا أضفنا إلى ىذا أف المجموعتيف الاخيرتيف مفتوحتاف في  ومنفصمتيف. مستمر(, فإننا      )لأف   وا 
 فضاء غير متصؿ, وىذا خلاؼ الفرض ,وبالتالي فلابد أف تكوف المجموعة الجزئية      نستنتج أف 

 .      متصمو في      

 :نتيجة
 فضاء متصؿ.       , فإف       عمى الفضاء       تطبيقا مستمرا لمفضاء المتصؿ   إذا كاف 

يف متصلا, ئوكاف أحد ىذيف الفضا ىومومورفيزمييفيف ئفضا       و       نستنتج كذلؾ أنو إذا كاف 
 فإف الفضاء الآخر متصؿ بالضرور.

 (:29-2)مبرهنة
متصلا ىو أف لا يوجد تطبيؽ مستمر لمفضاء       الشرط اللازـ والكافي كي يكوف الفضاء الطبولوجي 

 ىي الطبولوجيا المتقطعة. τ, حيث     {   } عمى الفضاء     
 البرهان:

عمى الفضاء  المتقطع       فضاء متصؿ . فإذا قبمنا بوجود تطبيؽ مستمر ؿ      لنفرض أولا أف 
فضاء متصلا . ولما كاف الفضاء الاخير )مثمو مثؿ كؿ فضاء متقطع(      {   } , كاف     {   } 

{   }غير متصؿ )لأف    { } اجتماع مجموعتيف غير خاليتيف منفصمتيف  {0,1}, أي أف { } 
(, فإننا نكوف قد توصمنا الى تناقض. وبالتالي فلا يوجد تطبيؽ مستمر لمفضاء المتصؿ {0,1}في ومفتوحتيف 

 (.    {   } الفضاء المتقطع )عمى 
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, ولنثبت أف     {   } عمى الفضاء المتقطع       وبالعكس ,لنفرض عدـ وجود تطبيؽ مستمر لمفضاء 
مجموعتاف     حيث       غير متصؿ . إذف       فضاء متصؿ. لنفرض مؤقتا أف       

 دستور:بال {   }    . لنعرؼ تطبيقا  غير خاليتيف منفصمتاف ومفتوحتاف في 

     {
  عندما                                    
  عندما                                    

 

اء ضف      مستمر, وىذا خلاؼ الفرض .إذف  فإف     { }    ,    { }    لما كاف 
 متصؿ.

 الفضاءات الجزئية وفضاءات الجداء المتصمة
 (:30-2)مبرهنة
  متصمة   . إف الشرط اللازـ والكافي كي تكوف  مجموع جزئية مف   و  افضاء طبولوجي      ليكف 

 . في  ىو أف لا يوجد فصؿ ؿ
 البرهان: 

 حيث       إف ىذا يعني أف  {   }, ليكف  و  لنفترض أنو يوجد فصؿ 
تيف الاخيرتيف ألفي المس    , .فإذا عوضنا                        

فإننا نستنتج                ,               أف  ربطناعمى الترتيب         ب
 . , وىذا يعني وفؽ المبرىنة أف غير مترابطة في {    }أف 

 :مثال
. ومف الواضح     [            المجموعتيف        لنختر في فضاء الاعداد الحقيقية المعتاد 

 و     , ذلؾ أف  في      تشكؿ فصلا لممجموعة  {   }أف الجماعة 
[             وأف      [                   و          وبالتالي    

 . مجموعة غير متصؿ في   فإف 
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 (:31-2)مبرهنة
. إف الشرط      بحيث   مجموعتيف جزئيتيف مف     فضاء طبولوجيا , ولتكف       ليكف 

 . غير متصمة في   ىو أف تكوف  غير متصؿ في  اللازـ والكافي كي تكوف 

 البرهان:
  ػ ل {   }ىو أف يوجد فصؿ   تكوف  غير متصمة في   إف الشرط اللازـ والكافي لكي 

 غير خاليتيف وحيث  مجموعتاف جزئيتاف مف     . حيث      , أي أف يكوف 
 لكف                  

   +     في *                                
                      (       )  [     في      

 ىو أف يكوف   غير متصمة في   كوف تنكوف قد وجدنا أف الشرط اللازـ والكافي كي وبالتالي  
 غير خاليتيف , وحيث   مجموعتاف جزئيتاف مف      حيث  ,     

 .  في   ؿ {   }أي أف يوجد فصؿ                  
 (:32-2)مبرهنة
. لنفرض      بحيث   مجموعتيف جزئيتيف مف     فضاء طبولوجيا , ولتكف       ليكف 

   )عندئذ تكوف مجموعتاف جزئيتيف غير خاليتيف منفصمتاف ومفتوحتاف في     , حيث      
 .   أو     متصمة فإما   (. فإذا كانت  غيرمتصمة في 

 البرهان:
  مجموعتيف جزئيتيف مف     ,    عندئذ تكوف       ,      لنفترض جدلا أف 

غير   فإننا نجد أف               ولما كاف . غير خاليتيف منفصمتيف ومفتوحتيف في 
 .    وعندىا       , أو   وعندىا       متصمة خلافا لمفرض. وبالتالي فإما 

 :مثال
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ىما مجموعتا الاعداد      )       . لنفرض أف       الحقيقية المعتاد  لنأخذ فضاء الاعداد 
يجب أف تكوف   , فإف  أي مجموعة متصمة في   الحقيقية الموجبة والسالبة عمى الترتيب(. إذا كانت 

  يجب اف تكوف متصمة في   .وبما أف محتواة بكاممو
 .   فيأو    لابد أف تكوف مجالا محتوى بكاممو في   فإف ,

 مف الواضح أف ليس مف الضروري بأف تكوف أي مجموعة جزئية مف فضاء متصؿ بمجموعة متصمة. 

 (:33-2)مبرهنة
. لنفترض       بحيث  مجموعتيف جزئيتيف مف     فضاء طبولوجيا, ولتكف       ليكف 

أو     متصمة, فإما   (. فإذا كانت  غير متصمة في   )عندئذ تكوف  في   فصلا ؿ {   }
   . 

 البرهان:
 مجموعتاف غير خاليتيف بحيث    حيث      لدينا فرضا 

 ـجدلا أف                    . ولما كاف      و       . لنسم
. ونجد بصورة مماثؿ                . فإف                      

يؤدي الى أف             ,وىكذا فإف افترضنا بأف                أف 
غير متصمة, وسبب ىذا التناقض   , وىذا يعني أف  في   ػ فصلا لتشكؿ  {        }الجماعة 

 .   أو    إذف لابد أف يكوف       ,      يعود الى قبولنا بأف 

 (:34-2)مبرهنة
  مجموع جزئية مف   .فإذا كانت  مجموعة جزئية متصمة في   فضاء طبولوجيا, ولتكف       ليكف 

 كذلؾ.  مجموعة جزئية متصؿ في   , فإف       تحقؽ الشرط 

 البرهان:
    , حيث      , أي أف  في   . إذف ثمة فصؿ ؿ غير متصؿ في  لنفرض مؤقتا أف 

 ,فإما متصمة في  لما كانت                   بحيث مجموعتاف غير خاليتيف 
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. ولما        , وبالتالي            .عندئذ    رض فلن  .[27-7]    أو     
, ونكوف بيذا قد            . ويترتب عمى ىذا أف        , فإف      كاف 

 . لابد و أف تكوف متصؿ في   وقعنا في تناقض . وبالتالي فإف 

 :نتيجة
 فضاء متصؿ.     , فإف  مجموعة جزئية متصمة و كثيفة في      إذا حوى فضاء 

 البرهان:
أف  ,فإنو يترتب عمى المبرىنة          .لما كاف  مجموعة جزئية متصمة وكثيفة في   لنفترض 
فضاء متصؿ مف الواضح أف اجتماع أي مجموعات جزئية متصمة في فضاء طبولوجي ليس       

بالضرورة مجموعة متصمة. وعمى سبيؿ المثاؿ, فإذا أخذنا الفضاء الاقميدي ذا البعديف فإف كلا مف 
تصمة في ىذا الفضاء, مجموعة جزئية م {             }و {                 }

 .مجموعة متصمة  اجتماعيما ليسأف في حيف 

 (:35-2)مبرهنة
بحيث   جماعة مف المجموعات الجزئية المتصمة في      {  }فضاء طبولوجيا, ولتكف       ليكف 

 . ة متصمة في يمجموعة جزئ       . عندئذ تكوف       

 البرهان:
    لما كانت كؿ مف  . في    ػ ل {   }مجموعة غير متصمة عندئذ ىنالؾ فصؿ   لنفترض جدلا أف 

, فينالؾ عنصراف         . وبما أف  مف   وعنصر   مف   مجموعة غير خالية, فثمة عنصر 
فرضا, إذف ثمة عنصر ,         لكف      و     بحيث      {  }مف الجماعة       
ونجد بصورة مماثمة أف  . واقعة في    مف  لوجود نقطة      فإف  [        , بحيث وليكف 

    . ونكوف بيذا قد وقعنا في تناقض )لأف كلا مف      , فإف        ولما كاف      
 . مجموعة جزئية متصمة في        منفصمة عف لصاقة الاخرى( . إذف 
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 :مثال
البعد متصؿ, ذلؾ أنو اجتماع كؿ المستقيمات المارة مف نقطة ما فيو,        إف الفضاء الاقميدي الثنائي 

بيف أي مف ىذه المستقيمات وفضاء الاعداد  ىومومورفيزـوكؿ مف ىذه المستقيمات مجموعة متصمة لوجود 
 .      الحقيقية المعتاد 

 (:36-2)مبرهنة
.  واقعتيف في مجموعة جزئية متصمة في   فضاء طبولوجيا بحيث تكوف أي نقطتيف مف       ليكف 

 فضاء متصلا.      عندئذ يكوف
 البرهان: 

تحوي   في         ,فثمة مجموعة جزئية متصمة   مف  .أيا كانت النقطة  عنصرا مثبتا مف    ليكف 
 اجتماعيا يساوي  جماعة مف المجموعات الجزئية المتصمة في  {           }عندئذ تكوف  ,   

 فضاء متصؿ.      عمى الاقؿ( . وبالتالي, فإف    وذات تقاطع غير خاؿ )لأف ىذا التقاطع يحوي    

 (:37-2)مبرهنة
الشرط اللازـ والكافي كي يكوف فضاء جداء جماعة غير خالية وقابمة لمعد مف الفضاءات الطبولوجية متصلا 

 ىو أف يكوف كؿ مف مركبات الجداء فضاء متصلا.

 البرهان: 
جماعة غير خالية وقابمة لمعد مف الفضاءات المتصمة, ولنبرىف أف فضاء جدائيا      {       }لتكف 

     , حيث         أف فضاء الجداء ىذا غير متصؿ.إذف متصؿ. لنفرض جدلا           
 وآخر  مف   . لنختر عنصرا      غير خاليتيف منفصمتاف ومفتوحتاف في       مجموعتاف جزئيتاف مف 

      , بحيث      , وليكف   ػ فثمة عنصر مف القاعدة ل ,     مفتوحة في   . لما كانت  مف   

باستثناء عدد منتو مف   مف   أيا كاف       , وأف   مجموعة جزئية مفتوحة في    ,عمما بأف  
      وىو        .لنعيف عنصرا مف        ولتكف   عناصر 

      
 بحيث      

  
  , وبحيث           ( عندما  ػ ل  الإحداثي اؿ   بفرض(.    

 عندما      
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  بحيث    وىو      لنعيف عنصرا مف  .          عندئذ  .          
عندما      

  بحيث و ,           
  وبحيث      عندما      

. وبوجو           عندما      
   بحيث      مف    عاـ, لنعيف عنصرا 

 , وبحيث            عندما      
   

 لتكف .    عندئذ              عندما      
   

     كيفي, و  {
      

       
    

 عندئذ         }   فيما عدا ذلؾ  ,
تشكؿ ,)سمسالا( مف          .إف        و      ,حيث             

 .         ,فإف           , ذلؾ أنو لما كاف  الى  
   مجموعة متصمة . لنعرؼ تطبيقا ؿ   سنبيف الآف أف كلا مف 

     كما يمي : إف    عمى  
ىي   

   ىو    التي احداثييا اؿ    النقطة مف 
حداثييا اؿ        ىو      ,وا 

حداثييا     ىو    ػ ال وا 
 ,

مستمرة, بؿ وىو ميومورفيزـ كذلؾ )لأنو عكس    . إف   ىو   المتبقية, فإف إحداثييا اؿ    ػ ومف أجؿ ال
   عمى   تطبيؽ الاسقاط ؿ 

   (. لما كاف كؿ مف  
مجموعة متصمة. مف    فإف كلا مف متصلا,  

    السبؿ التحقؽ عندئذ بأف 
    مجموعة متصمة. وبما أف     

تلاقي كلا مف المجموعتيف غير     
نا نكوف بذلؾ قد وقعنا في تناقض, وبالتالي فلابد أف يكوف , فإن   الخاليتيف المنفصمتيف والمفتوحتيف 

 فضاء الجداء متصلا.
   عمى        ػ ل    متصؿ, لما كاف تطبيؽ الاسقاط          وبالعكس , لنفرض أف فضاء الجداء 

 .متصؿ      مستمرا فإف

 المركبات والفضاءات غير المتصمة كميا
 (:38-2)تعريف
مجموعة   إذا كانت   ػ إنيا مركبة ل نقوؿ عف  . مجموعة جزئية مف   فضاء طبولوجي و      ليكف 

غير محتواة تماما في أي   مجموعة جزئية متصمة في   , أي إذا كانت  جزئية متصمة أعظمية في 
 . مجموعة جزئية متصمة أخرى في 
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 :مثال
المتقطع, فإف كؿ مجموعة وحيدة العنصر  .أما في الفضاء مركبة واحدة ىي       إف لكؿ فضاء متصؿ 

 تشكؿ مركبة ليذا الفضاء.

 (:39-2)مبرهنة
 فضاء طبولوجيا ما , فإف الدعاوى التالية صحيحة:      إذا كاف 

 .  ػ محتواة في مركبة واحدة فقط ل  نقطة مف ( كؿ 1)
 .  ػ كؿ مجموعة جزئية غير خالية متصمة في محتواة في مركبة واحدة ل (2)
 .  ػ كؿ مجموعة جزئية غير خالية و مفتوحة ومغمقة في آف واحد ىي مركبة ل (3)
 مجموعة مغمقة.   ػ كؿ مركبة ل (4)
 .  ػ تجزئة ل   ػ( تشكؿ مجموعة المركبات ل5)

 البرهان: 
.إف ىذه  والتي تحوي   جماعة كؿ المجموعات المتصمة في      {  }, ولتكف  مف   ( لتكف نقطة 1)

 اذا كافنفسيا متصمة.  { }الجماعة غير خالية, لأف 
,   ػفيي مركبة لأعظمية , وبالتالي   . مف الواضح أف  تحوي   مجموعة جزئية متصمة في        

, وىي بالتالي محتواة في   ىي إحدى المجموعات   حاوية ؿ   ذلؾ أف كؿ مجموعة جزئية متصمة في 
تحوي    ػ مركبة أخرى ل  . إذا افترضنا جدلا أف  التي تحوي   ىي مركبة الوحيدة ؿ  .لنبيف أخيرا أف  
 ـفإف   يجب أف تكوف إحدى المجموعات   ,فمف الواضح أف   أعظمية   . لكف  محتواة في   , ومف ث

 .   , إذف  باعتبارىا مجموعة جزئية متصمة في 
 ( إف ىذه الدعاوى سيمة الاثبات.2)
محتواة في   ( أف 2مفتوحة ومغمقة في آف واحد. تبيف الدعوى )  مجموعة جزئية متصمة في   ( لتكف 3)

 , فمف السيؿ عندئذ ملاحظة أف  محتواة تماما في   . فإذا كانت  ؿ    مركبة ما
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مجموعتاف جزئيتاف غير خاليتيف     ,          , حيث[                
مركبة(. وبالتالي     مجموعة متصمة )لأف  قيقة كوف . لكف ىذا مناقض لح منفصمتاف ومفتوحتاف في 

 .  ػمركبة ل  , أي أف    فإف 
. وبما  مجموعة متصمة في        فتكوف,              . لما كاف   ػمركبة ل  ( لتكف 4)

 مغمقة.  , وىذا يعني أف        مجموعة متصمة أعظمية, فإف   و         أف 
وفؽ الدعاوى    ػ محتواة في مركبة ل  .لما كانت كؿ نقطة مف   مجموعة مركبات      {  }لتكف  (5)
 .      (, فإف 1)

 لاستنتجنا أف         بحيث يكوف   ,   إذا افترضنا جدلا أنو توجد مركبتاف مختمفتاف 
ومف السيؿ أف نرى حينئذ أف ىذا يقتضي       تحوي كلا مف   مجموعة جزئية متصمة في       
 , ونكوف بذلؾ قد وقعنا في تناقض.     

 (:40-2)تعريف
إنو غير متصؿ كميا إذا تحقؽ الشرط التالي: أيا كانت النقطتاف المختمفتاف       يقاؿ عف فضاء طبولوجي 

 ,   ,    بحيث   ومفتوحتاف في     مجوعتاف منفصمتاف  , فثمة مف     
     . 

, وأنو إذا كاف حاويا عمى أكثر مف   يترتب عمى ىذا التعريؼ أف أي فضاء غير متصؿ كميا ىو فضاء 
 نقطة واحدة , فيو فضاء غير متصؿ.

 :مثال
تشكؿ قاعدة  [   [كؿ المجالات نصؼ المفتوحة مف الشكؿ ة.إف جماع لنأخذ مجموعة الاعداد الحقيقية 

. عندئذ تكوف    , ولنفرض أف مثلا أف  أي عنصريف مختمفيف مف     . لكف  عمى   لطبولوجيا 
  ] و          ( بحيث   ػ , مجوعتيف منفصمتيف مفتوحتيف )بالنسبة ل    [   [    

 .     ا .وبالتالي فإف غير متصؿ كمي     

 :مثال
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أي عنصريف     . ليكف    ,ولنزودىا بالطبولوجيا النسبية المعتادة  لنأخذ مجموعة الاعداد العادية 
.      بحيث   عددا غير عادي . مف المعموـ أف ثمة    , ولنفرض مثلا أف  مختمفيف مف 
 عندئذ تكوف

 {              }  و{       }  
,      و         مجموعتيف منفصمتيف مفتوحتيف تنتمياف الى الطبولوجيا النسبية بحيث 

 غير متصؿ كميا.        وبالتالي فإف 

 (:41-2)مبرهنة
 . ىي مجموعاتو الجزئية التي تحوي كؿ منيا نقطة واحدة مف      إف مركبات فضاء غير متصؿ كميا 

 البرهان:
غير متصؿ كميا ,      . ولما كاف    بحيث   عنصريف مف     , ولنفرض   ػمركبة ل  لتكف 

 بحيث .  ومفتوحتاف في     فثمة مجموعتاف منفصمتاف 
مجموعتاف غير         مف السيؿ عندئذ ملاحظة أف           و      [4-28]

مجموعة    ىذا يعني بأف لكف.              بحيث   خاليتيف منفصمتاف ومفتوحتاف في 
تحوي نقط   )لأف كؿ مركبة مجموعة متصمة(. وبالتالي فإف  ةمركب  غير متصمة, وىذا يناقض كوف 

 واحدة.
 ـالخواص التي يمكف أف يتمتع بيا فضاء    كوف الفضاء الطبولوجي فضاء  ةإف خاص تشكؿ إحدى أى

 فضاء غير متصؿ كميا.   طبولوجي. وتوفر المبرىنة التالية شرطا كافيا كي يكوف فضاء
 (:42-2)مبرهنة
 غير      ,  عناصرىا مجموعات مغمقة أيضا في    ػل  .فإذا وجدت قاعدة   فضاء       ليكف 

 متصؿ كميا.

 البرهان:
.  لا يحوي    ػل  ,فينالؾ جوار   فضاء       . لما كاف  أي نقطتيف مختمفتيف في     لتكف 

.مف  مغمقة أيضا في     . واستنادا إلى الفرض فإف     بحيث   مف    وبالتالي فيوجد عنصر
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و       بحيث     مجموعتاف منفصمتاف ومفتوحتاف في  ,    السيؿ عندئذ ملاحظة أف 
 فضاء غير متصؿ كميا.      , وىذا يعني أف          و     

 :مثال
 بالمجموعة   مف   ولنزود كؿ نقطة   لنأخذ مجموعة الاعداد الحقيقية 

تشكؿ جممة جوارات أساسية    .رأينا أف جماعة المجموعات{                 }   
  .كذلؾ ,فإف جماعة المجموعات الجزئية مف   فضاء      .إف   [9-5]  عمى لطبولوجيا  

مجموعة مفتوحة   ؛ومف السيؿ التحقؽ بأف كلا مف عناصر [9-3]   ػل  تشكؿ قاعدة  والمحتواة في 
 فضاء غير متصؿ كميا.      ومغمقة في آف واحد. وبالتالي فإف 

إف خاصة كوف الفضاء الطبولوجي متراصا تشكؿ واحدة مف أىـ الخواص التي يمكف أف يتحمى بيا فضاء 
 طبولوجي. 

 (:43-2)مبرهنة
فضاء غير متصؿ كميا ىو       . إف الشرط اللازـ و الكافي كي يكوف   فضاء متراصا و       ليكف 

 . عناصرىا مجموعات مغمقة أيضا في   ػ ل  أف توجد قاعدة 

 البرهان:
المفتوحة والمغمقة في   فضاء غير متصؿ كميا, فإف جماعة كؿ المجموعات الجزئية مف       إذا كاف 

. مف الواضح أننا نبمغ ىدفنا  مجموعة مفتوحة تحوي   و   نقطة مف   .لتكف    ػ آف واحد تشكؿ قاعدة ل
.مف الممكف افتراض أف      مفتوحة ومغمقة في آف واحد بحيث   إذا بينا أف ثمة مجموعة 

مجموعة     . إف   ػ مساوية ل  , فمف الممكف تحقيؽ غرضنا بأخذ    , ذلؾ أنو لو كاف    
.ولما كاف  مجموعة متراصة كذلؾ     فضاء متراصا فإف       . ولما كاف  جزئية مغمقة في 

آف   غمقة في مفتوحة وم   مجموعة     مف   كميا فرضا, فيوجد لكؿ نقطة غير متصؿ       
 متراصة فثمة جماعة جزئية منتيية مف    . وبما أف  دوف   ػ واحد في وحاوية ل

   }, ولتكف {         } 
       

       , بحيث   {
      

وبحيث  
     

      
     لتكف .

      
اجتماعا منتييا لمجموعات   ونلاحظ أنو لما كانت  
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.    وأف       مفتوحة ومغمقة في آف واحد , كما أف  مغمقة فضلا عف كونيا مفتوحة, فإف 
,      مجموعة مفتوحة ومغمقة في آف واحد , بحيث   , فإف    عمى أنيا   فإذا عرفنا الآف 

 ونكوف بذلؾ قد توصمنا الى ما كنا نبغي.

 الفضاءات المتصمة موضعيا
 (:44-2)تعريف

جوار   لمنقطة   منو إذا وجد لكؿ جوار  أنو متصؿ موضعيا في نقطة       يقاؿ عف الفضاء طبولوجي 
متصلا موضعيا في كؿ مف نقاطو, فإننا نسميو       . و إذا كاف  محتوى في   لمنقطة   متصؿ 

ذا كاف الفضاء إمف ىذا الفضاء إنيا متصمة موضعيا   فضاء متصلا موضعيا. ونقوؿ عف مجموعة جزئية 
 متصلا موضعا.  

 :مثال
 كؿ فضاء متقطع متصؿ موضعيا وغير متصؿ.

 :مثال
 نأخذ الفضاء الاقميدي ثنائي البعد, ولنختر في ىذا الفضاء المجموعة الجزئية .

  ,     |     
 

 
     -  {   }. 

 {     }    المزودة بالطبولوجيا النسبية مجموعة متصمة. في الحقيقية إذا فرضنا   نبيف أف 
           بالدستور    في  {     }ؿ ػ  ا وعرفنا تطبيؽ

 

 
مستمر.   , فمف السيؿ التحقؽ بأف  

,مجموعة متصمة . ومف الواضح أف  , أي  متصمة , فاف خياليا وفؽ  {     }لما كانت المجموعة 
 ؛         . وبالتالي فإف  يتقاطع مع       ػ ذلؾ أف أي جوار ل            

 (:45-2)مبرهنة
متصلا موضعيا ىو أف تكوف أي مركبة لكؿ       الشرط اللازـ والكافي كي يكوف الفضاء الطبولوجي 

 مفتوحة.  فضاء جزئي مفتوح في 
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 البرهان:
.  مركبة ماؿ  و   فضاء جزئيا مفتوحا في        متصلا موضعيا ,وليكف       ليكف الفضاء 

 . مفتوحة في   سنبيف أف 
   ػ ل  , فثمة جوار  مفتوحة في   متصلا موضعيا و       . لما كاف  نقطة ما مف   لنفترض  

  , و  ػ مركبة ل  ,لأف    إذف ؛ فيكذلؾ  متصمة   لكف المجموعة     بحيث   متصؿ في 
  في  , فثمة مجموعة مفتوحة  مف   قد وجدنا أنو أيا كانت النقطة وىكذا نكوف .  مجموعة متصمة في 

 .   بحيث    تحوي
, أي أف المركبة  اجتماع لجماعة مف المجموعات المفتوحة في   مف السيؿ التحقؽ بأف ىذا يعني أف 

 (. )أو مفتوحة في  مفتوحة في    ػل  الاختيارية 
متصؿ       مفتوحة , ولنثبت أف       وبالعكس , لنفرض أف أي مركبة لكؿ فضاء جزئي مفتوح في 

.  التي تحوي   ىي مركبة   . لنفترض أف   ػ مػأي جوار  , وليكف  نقطة ما مف  موضعيا. لتكف 
فضاء متصؿ       . إذف    بحيث   ػ جوار متصؿ ل  مفتوحة فرضا , وبالتالي فإف    عندئذ تكوف
 موضعيا.

 :نتيجة
مفتوحة. ولما كانت كؿ مركبة مغمقة   ػ متصلا موضعيا,فإف أي مركبة ل      إذا كاف الفضاء الطبولوجي 

 متصلا موضعيا, فكؿ مركبة فيو مفتوحة ومغمقة في آف واحد.      كذلؾ,فإننا نستنتج أنو إذا كاف 
التطبيؽ المستمر لشرط إضافي يؤدي إف الاتصاؿ موضعيا لا يحفظ بالتطبيقات المستمرة. إلا أف إخضاع 

 المبرىنة التالية: إلى حفظ الإتصاؿ موضعيا, الأمر الذي تبينو

 (:46-2)مبرهنة
عمى       ػػ تطبيقا مستمرا مفتوحا ل  فإذا كاف  .فضاء ما       فضاء متصلا موضعيا و       ليكف 

 لابد أف يكوف متصلا موضعيا أيضا.       ,فإف       
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 البرهان: 
بحيث   مف   تطبيقا غامرا , فثمة نقطة   . لما كاف   ػػ أي جوار ل  , وليكف  نقطة ما مف  لتكف 

فضاء متصلا       . واستنادا الى كوف   ػػل  جوار في        مستمر, فإف   . وبما أف       
تطبيقا مستمرا ومفتوحا , فإف   .ولما كاف         بحيث   ػػ ل  موضعيا فثمة جوار متصؿ 

       , فإننا نستنتج أف         . و إذا لاحظنا فضلا عف ذلؾ أف   ػػ جوار متصؿ ل       
 فضاء متصؿ موضعيا.

 فضاء متصؿ موضعيا.       فإننا نستنتج أف           
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 الباب الثالث
 تقارب الشبكات و المرشحات

 الشبكات
 (:1-3)تعريف
 (   ) نقوؿ عف المجموعة المرتبة جزئيا.  علاقة ترتيب جزئي عمى   مجموعة غير خالية و   لتكف

 إنيا مجموعة موجية إذا تحقؽ الشرط التالي:
β مف بحيث  γ, فثمة عنصر   مف    أيا كاف العنصراف   γ و  𝛾 . 

أي عنصريف     يترتب عمى ىذا التعريؼ أف كؿ مجموعة موجية, ذلؾ أنو إذا كانت مرتبة كميا, و كاف 
α, فإما أف يكوف مف   β أوβ αأف  مثلا ؛فإذا افترضنا     β فإف ,β  βو    . 

 :مثال
(.  )أي لجماعة كؿ المجموعات الجزئية مف   لمجموعة قوة      مجموعة ما , ولنرمز ب  لتكف

إذا     , فإف    إذا كانت مجموعتيف جزئيتيف مف    عمى النحو التالي:     لنعرؼ ترتيبا عمى
 . سنبيف الآف أف    علاقة ترتيب جزئي عمى   . مف السيؿ التحقؽ بأف    كاف 

     مف     , فينالؾ عنصر    مف     مجموعة موجية, أيا كاف العنصراف          
لممجموعة        , ولنرمز ب  عنصرا ما مف   . لنفرض الآف             بحيث 

 ف الواضح عندئذ أف م. و {          }       
 مجموعة موجية كذلؾ.          

 :مثال
. عندئذ  لجماعة كؿ المجموعات الجزئية المغمقة في   فضاء طبولوجيا ما , ولنرمز ب      ليكف 

 مجموعة موجية.      و      و      و     يكوف كؿ مف 
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 :مثال
يكوف بحيث   علاقة      مجموعتيف موجيتيف, ولنعرؼ عمى       و        لتكف 

ىي علاقة ترتيب جزئي  , . مف السيؿ التحقؽ بأف          عندما              
,              مجموعة موجية, نختار أي عنصريف          . ولإثبات أف     عمى 
, فينالؾ   عنصريف إختياريف مف      وكاف   عنصريف اختياريف مف     . لما كاف     مف 

γ β  بحيث   مف   𝛾وعنصر  مف  γعنصر  γ  وα
 
  γ

 
 β   γ  ويترتب عمى ىذا .

γ γ أف ثمة عنصرا  وعمى التعريؼ 
 
β β    γ γ بحيث      مف  

 
   α α و  

 γ γ
 
 مجموعة موجية.         ,أي أف  

مف الممكف اف عد المتتالية  ف, موجية بعلاقة الترتيب المعتادة  لما كانت مجموعة الاعداد الطبيعية 
تطبيقا مجموعة تعريفو ىي مجموعة موجية معينة وما الشبكة الا تعميـ لممتتالية بحيث يمكف لمجموعة 

      التعريؼ اف تكوف مجموعة موجية تحكمية , دوف اف تكوف  بالضرورة  المجموعة  الموجية 
 كما ىو موضح في التعريؼ التالي :

 (:2-3)تعريف
الشبكة ) او    في    ))ػ ل  مجموعة موجية . يسمي كؿ تطبيؽ       مجموعة ما , ولتكف  لتكف

. وكما ىو الحاؿ في المتتاليات ,    ( في           سميث  -متتالية معممة او متتالية مور
 ـالرمز      {  }ػ ب كما سنرمز لمشبكة ذاتيا  α  لمدلالة عمى   فسنستخد

 :مثال
, فاف كؿ متتالية   في   )تطبيقا لممجموعة الموجية )   . لما كانت كؿ متتالية في ما مجموعة  لتكف

 ىي شبكة .وىكذا فالشبكة تمثؿ حقا تعميما لممتتالية .
 :مثال
عمييا , ووجدنا اف   عرفنا علاقة ترتيب جزئي , كما       مجموعة ما. عرفنا في المجموعة  لتكف

 بالشكؿ التالي :  في   تشكؿ مجموعة موجية . لنعرؼ تطبيقا          
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كة في بيعطينا ش( الذي يسمي احيانا تطبيؽ الاصطفاء)  اف        ,فاف       مف   ايا كانت 
       لممجموعة       بطبولوجيا , ورمزنا ب  ىذا واذا زودنا           {  }ىي  

تشكؿ مجموعة موجية , واف            فمف السيؿ التحقؽ باف  {         }
   {  }ىي  يعطينا شبكة في        مف  أيا كاف       حيث  , في        ؿ, التطبيؽ

 . ات ر المجموعة الموجية لجوا       نسمي        
 (:3-3)تعريف
α {  }مجموعة ما  لتكف  ة يشبكة تتمتع بالخاصة ما , نقوؿ اف ىذه اليخاص  , ولتكف   .شبكة في  

ايا   ة يبالخاص   متع العنصربحيث  يت  مف    بصورة متبقية )في نياية المطاؼ( اذاوجد عنصر  
تتمتع      {  }كذلؾ , فاننا نقوؿ باف الشبكة      الذي يحقؽ الشرط  مف  αكاف العنصر

 بصورة متكررة ) متواترة (اذاتحقؽ الشرط التالي :  ة يبالخاص
   بحيث يتمتع العنصر γ   γ  يحقؽ الشرط   مف  γمف, فثمة عنصر α βايا كاف العنصراف 

 .  ةيبالخاص
ة بصورة متكررة وىو يبالخاص     {  }مف السيؿ التحقؽ باف الشرط اللازـ والكافي كي تتمتع الشبكة 

 التالي:
α بحيث  مف γ, فثمة عنصر  مف  ايا كاف العنصر  γبالخاصة      .وبحيث يتمتع . 

 :مثال
 .        معرفة بالدستور  متتالية في      {  }, ولتكف   خذ مجموعة الاعدعد الحقيقةأن

 ة وجودىا في كؿ جواريتتمتع بالخاص     {  } فاف المتتالية  ي طبولوجيا أب  فاذا زودنا 
بصورة متكررة كذلؾ    . اف ىذه المتتالية تتمتع بخاصية وجودىا في كؿ جوار لمعدد بصورة متكررة1لمعدد

   جوار ؿ بصورة متبقية الا اذا كاف كؿ 1ػ الا اف ىذه المتتالية لا تتمتع بخاصية وجودىا في كؿ جوار ل.
 ايضا .   يحوي العدد 
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 الشبكات الجزئية و الشبكات الاعظمية
 (: 4-3)تعريف
يحقؽ   في   تطبيقا ؿ   مجموعة موجية و   , ولنفرض  شبكة في مجموعة      {  }لتكف 

 الشرطيف التالييف:
βإذا كاف  (1)  β  فإف ,  β    β  . 
α     β , αبحيث يكوف  مف   عنصر  مف      يوجد لكؿ عنصريف  (2)    β   عندئذ يسمى

     يشار عادة لمشبكة الجزئية.و     {  }شبكة جزئية مف الشبكة   في   ػ ل    التطبيؽ المركب 
   ,بالرمز 

-  β    
 بحيث  مف  βعنصر ,مف   ( يكافئ الشرط التالي يوجد لكؿ عنصر 2مف السيؿ التحقؽ باف الشرط )

α    β  
 :مثال
لمتطبيؽ المطابؽ لممجموعة    ػ لنرمز ب {       }  متتالية ما , و لتكف      {  }لتكف 

βبحيث   عدديف مف  β βنلاحظ اولا انو اذا كاف   في     β    فاف  β    β     لاف (
  (β)  β   (β

 
)  β    عنصرا دد طبيعي , فمف الواضح اف ىنالؾ اي ع  كذلؾ , فاذا كاف    

ىو شبكة     لذا فالتطبيؽ          بحيث   مف   , اي اف ىنالؾ عنصرا  مف اكبر مف 
و في الحالة الي تكوف فييا الشبكة الجزئية المتتالية , فقد اصطمح عمى تسمية       {  }جزئية مف  

 الشبكة  الجزئية  متتالية جزئية .

 :مثال
α {  }لتكف         . اف  1مجموعة الاعداد الحقيقية التي تكبر او تساوي    رضبفشبكة     

.  α α   αα  معرفا بالدستور   مجموعة موجية . لنعرؼ تطبيقا ليذه المجموعة الموجية في  
 ( الوارديف في التعريؼ 2( و )1يحقؽ الشرطيف )  سنتحقؽ الاف مف اف التطبيؽ 

أو            وبالتالي فاف,             فاف  ,                 ( اذا كاف1)
           α        
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و لما كاف كؿ   α  ., فيمكف اف نفرض دوف مس لمعمومية اف  اي عنصريف مف   α α( اذا كاف 2)
      α  α   α    α    ؛ اذف     α      , فاف  1يكبر او يساوي   α αمف 
α {  }شبكة جزئية مف الشبكة    بالتالي و     

 ـخواص الشبكات الجزئية تشكؿ فحوى المبرىنتيف التاليتيف :  اف اى
 (:5-3)مبرهنة

α {  }اذا  كانت     ,بصورة متكررة , فثمة شبكة جزئية   ة يشبكة متمتعة بالخاص   
-  β    

α {  }مف   بصورة متبقية .  تتمتع بالخاصة    

 :البرهان
  لما كانت   ة يبالخاص   بحيث يتمتع      مف المجموعة الموجية   لمجموعة العناصر  ػ نرمز ب
α {  }ة متكررة لمشبكة  يخاص βعنصر ,مف   β βفانو يوجد لاي عنصريف    

يحقؽ   مف    
βالشرطيف   β

  
 β

 
 β

نستنتج   و استناد الى التعريؼ   ة يبالخاص    العنصربحيث يتمتع     
βاف

  
β βعنصريف  عمى ىذا انو يوجد لكؿو يترتب    

βعنصر  مف   
 بحيث   مف    

β  β
  
 β  β    ىي مجموعة موجية . لنرمز الاف      و ىذا يعني اف المجموعة المرتبة جزئيا

β β. مف الواضح انو اذا كاف   في   المطابؽ ؿلمتطبيؽ   ب
βبحيث   اي عنصريف مف     β

 فاف    
  β    β   ( 1اذف فالشرط)  محقؽ . ىذا و لما كانت الشبكة{  } α   ة يتتمتع بالخاص   

 بحيث   مف  βعنصر   مف      αبصورة متكررة , فانو يوجد لكؿ عنصريف 
α  β α  β بعبارة اخرى و   .اف ينتمي الى لكف ىذا يعني   ة يبالخاص   , و بحيث يتمتع العنصر

αبحيث  مف   عنصر  مف  α α, فانو يوجد لكؿ عنصريف     β       β  
   ,شبكة جزئية     محقؽ كذلؾ . اذف  (2و بالتالي فاف الشرط )

-  β α {  }مف الشبكة        .
فاف الشبكة  يقتضي كوف  جميع عناصر ىذه الشبكة الجزئية متمتعة  بالخاصة   و لما كاف تعريفنا ؿ

   ,الجزئية 
-  β  بصورة متبقية . ة يتتمتع بالخاص   
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 (:6-3)مبرهنة
α {  }اذا كانت   α {  }بصورة متبقية ,  فاف اي شبكة جزئية مف   ة يشبكة متمتعة بالخاص     

 بصورة متبقية . ة يتتمتع بالخاص  

 :البرهان 
α {  }لما كانت الشبكة  بحيث اذا كاف   مف    بصورة متبقية , فثمة عنصر   ة يتتمتع بالخاص   

   ,.لتكف  ة ييتمتع بالخاص   فاف      
-  β α {  }شبكة جزئية مف     . و بالتالي   

. اذف يجب اف β  βبحيث   مف  نصراع ليكف  .  α    βبحيث   مف   βفينالؾ عنصر 
بحيثانو اذا كاف  مف   β( و بالتالي نستنتج وجود عنصر 1)وفؽ الشرط )  β     β  يكوف 

β   فافα       لكف ىذا يعني اف. و      , اي   
. اذف نستنتج اف  ة ييتمتع بالخاص 

   فاف  β  βبحيث اذا كاف   مف   βىنالؾ عنصرا 
. و ىذا يعني اف الشبكة  يتمتع بالخاصة  

   ,الجزئية 
-  β  بصوة متبقية . ة يتتمتع بالخاص   

 (:7-3)التعريف
α {  }نقوؿ عف شبكة    تحقؽ الشرط التالي : ااذ أعظميةنيا شبكة ا  في المجموعة    
α {  }فاف    , مف  ايا كانت  المجموعة الجزئية      او في  موجودة بصورة متبقية اما في    

 . 
 :مثال
α {  }مجموعة موجية , فاف الشبكة       . اذا كانت  عنصرا مف   مجموعة ما و   لتكف   

  ذا كانت إحقيقة , في ال   . كة اعظمية فيبتشكؿ ش  مف  αايا كاف      المعرفة بالدستور 
 . و بالتالي فاف الشبكة      او    فاما اف يكوف     مجموعة جزئية ما مف

 {  } α      .او في   موجودة بصورة متبقية اما في    
 (:8-3)مبرهنة
α {  }. فاذا كانت  عمى مجموعة   تطبيقا غامرا لمجموعة   ليكف  فاف  , شبكة اعظمية في    

{     } α    .شبكة اعظمية في   
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 :البرهان 
α {  }تكوف  عندئذ   .مجموعة جزئية مف   لتكف   او        موجودة بصورة متبقية اما في     

α {     }. و بالتالي  فاف           , اي اف    او في   اما في  متبقيةموجودة بصورة    
{     } α    .شبكة اعظمية في    

 تقارب الشبكات
 (:9-3)تعريف

α {  }فضاء طبولوجيا و       ليكف   نقوؿ اف الشبكة . عنصرا مف  ليكف   ,شبكة في   
{  } α اذا كانت بصورة متبقية . و    ػػ كة في اي جوار لباذا وجدت ىذه الش  تتقارب مف    
{  } α α {  }نياية الشبكة   فاننا نقوؿ اف   متقاربة مف      .    و نكتب    

 مف الممكف النص عمى ىذا التعريؼ كما يمي :
α {  }تتقارب الشبكة     بحيث يكوف  مف   αعنصر   لمنقطة   لكؿ جوار وجد  اذا  مف   
     الذي يحقؽ الشرط   مف  αايا كاف       

 :مثال
 مف  المجموعة الموجية لجوارات عنصر ما            فضاء طبولوجيا و       ليكف  
فإف       مف   أيا كاف       بحيث   في       تطبيقا ؿ   وجدنا انو اذا كاف  [7-30]  

, عمينا اف تبيف انو إذا كاف  . لإثبات أف ىذه الشبكة متقاربة مف  تشكؿ شبكة في           {  }
 بحيث     ػ اي جوارا ل  في الحقيقة ليكف بصورة متبقية .   , فإف شبكتنا موجودة في   ػػ جوارا ما ل 

. وىكذا     فإف        مف  أيا كاف      . ولما كاف    . إف ىذا يعني أف    
الذي يحقؽ الشرط        مف   بحيث أيا كاف        مف  نكوف قد وجدنا أف ىتالؾ عنصرا 

 .    , فإف    
 الآف بعض المبرىنات الرئيسية في تقارب الشبكات . سنورد
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 (:10-3)مبرهنة
α {  }فضاء طبولوجيا و       ليكف   عندئذ يجب اف تكوف اي شبكة  .متقاربة مف   شبكة في    

α {  }جزئية مف الشبكة   كذلؾ .  متقاربة مف    

 :البرهان 
α {  }لما كانت الشبكة   إف اي  بصورة متبقية .  فيي موجودة في اي جوار ؿ  , متقاربة مف   

α {  }جزئية مف شبكة  أيضا ,أي بصورة متبقية   ػػ ل رة وجودىا في اي جواييجب اف تتمتع بخاص   
 كذلؾ .  أنيا متقاربة مف 

 (:11-3)مبرهنة
. إف الشرط اللازـ والكافي كي ينتمي عنصر  مجموعة جزئية مف   فضاءا طبولوجيا و       ليكف  
α {  }ىو اف توجد شبكة       إلى   مف    . متقاربة مف   تنتمي كؿ عناصرىا الى   

 البرهان :
       تطبيقا ؿ  . ليكف       فإف   ػػ ل  . إذف ايا كاف الجوار        لنفرض أولآ اف  

أيا       . إف ىذا التطبيؽ موجود )لأف       مف   أيا كاف          بحيث   في 
. وبسموؾ  ىي شبكة تنتمي جميع عناصرىا الى           {  }( وبالتالي فإف       مف   كاف

 . طريقة مماثمة لتمؾ التي أوردناىا في نستنتج اف ىذه الشبكة متقاربة مف 
α {  }وبالعكس , لنفرض  موجودة في اي جوار  . إذف ىذه الشبكة متقاربة مف   شبكة مف عناصر   

يحوي عناصر مف ىذه الشبكة . ولما كانت عناصر   ػػ ل ى ىذا اف اي جوارتب عمويتر  ؛بصوة متبقية    ػل
 .        , اي اف  يلاقي   ػػ , فإننا نستنتج اف اي جوار ل الشبكة منتمية الى 
ويمكف التحقؽ بسيولة تامة انو .لايمكف لمتتالية اف تتقارب في اكثر مف نياية واحدة  في الفضاء المتري

)التي تشكؿ الفضاءات المترية صفا منيا( , فلا يمكف اف   في حالة الفضاءات الطبولوجيا مف النوع حتى 
معنى انو ب,   يكوف لمتتالية فييا اكثر مف نياية واحدة كذلؾ. إلا أف ىذه الخاصة ليست مميزة لمفضاءات 

إذا تقاربت كؿ متتالية في فضاء طبولوجي مف نياية واحدة عمى الأكثر , فميس مف الضروري أف يكوف ىذا 
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 ـالمتتالية المعممة )اي الشبكات(, الأمر    الفضاءات . بيد انو بمقدورنا تمييز   الفضاء فضاء  باستخدا
 الذي تبينو المبرىنو التالية :

 : (12-3)ةنمبره
فيو مف نياية واحدة اف تتقارب كؿ شبكة    فضاءا طبولوجيا ىو      الشرط اللازـ والكافي كي يكوف 

 عمى الأكثر .
 البرهان :

α {  }, واف ثمة شبكة   فضاء       لنفرض أولا أف  . لما    مختمفتيف  مف نيايتيف متقاربة   
نياية   . وبما اف      عمى الترتيب بحيث    ؿ     , فثمة جواراف   فضاء       كاف 

α {  }لمشبكة  الذي يحقؽ الشرط   مف  αايا كاف      بحيث   مف    فثمة عنصر   
الذي   مف  αايا كاف      بحيث  مف     نياية لمشبكة , فثمة عنصر   . كذلؾ , بما اف     

 β   ,بحيث   مف  βعنصرمجموعة موجية , فثمة   ولما كانت       الشرط يحقؽ 
 , وىذا خلاؼ الفرض.     اي اف      ,     وبالتالي يكوف       

. لنقبؿ   فضاء       , اف نياية واحدة عمى الأكثر ولنثبت  وبالعكس , لنفرض اف لكؿ شبكة في  
مع   ػػ بحيث يتقاطع اي جوار ل  في     . إذف ثمة عنصراف مختمفاف   ليس فضاء       جدلا اف 

عمى الترتيب    لممجموعتيف الموجيتيف لجوارات                       بارمزنا. إذ اي جوار ؿ 
              ػػ ل  ا مجموعة موجية. وبالتالي فإذا عرفنا تطبيؽ                  اف , 

 , فإف          بحيث  في 
{      }                     

خلاؼ , وىذا    . ومف السيؿ التحقؽ باف ىذه الشبكة متقاربة مف العنصريف المختمفيف  تشكؿ شبكة في 
 .  فضاء       الفرض . إذف 

 (:13-3)مبرهنة
α {  }إذا وجد لكؿ شبكة جزئية مف الشبكة   .    , فإف  شبكة جزئية متقاربة مف    
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 :البرهان 
α {  }ليست نياية لمشبكة   لنفترض جدلا اف     مف   αيقابمو عدـ وجود    ػػل  يوجد جوارإذف   

β}  لممجموعة  ػػ . لنرمز ب    يقتضي  α   بحيث اف  لمتطبيؽ   ػػ وب {        
α {  }شبكة جزئية مف الشبكة     . مف السيؿ التحقؽ عندئذ اف   في  ػػ المطابؽ ل وبما اف كلا    

   مف 
   شبكة جزئية مف فمف غير الممكف وجود   لاينتمي الى  

 β وىذا خلاؼ   متقاربة مف    
 .    الفرض . إذف 

 (:14-3)مبرهنة
        في الفضاء الطبولوجي      لمفضاء الطبولوجي   الشرط اللازـ والكافي كي يكوف التطبيؽ 

شبكة    متقاربة مف   في      {  }ىو أف يقابؿ كؿ شبكة   مف    مستمرا في النقطة 
 .     متقاربة مف   في     {     }

 البرهان:
,ولنفرض جدلا أف   متقاربة مف   شبكة في     {  }.لتكف   مستمرا في النقطة   ليكف التطبيؽ 

 . عندئذ توجد شبكة جزئية مف      , غير متقاربة مف     {     }الشبكة 
 . لتكف ىذه الشبكة الجزئية ىي       ف جزئية منيا بحيث أ     {     }

,     
 -  β      ,بحيث لا توجد فيو       ػػ ل  , . إذف ىنالؾ جوار  

 -  β , بصورة متبقية.   
α {  }, فإف     . وبما أف    ػػ جوار ل       مستمرا. فإف  ولما كاف  موجودة في    
   ,بصورة متبقية. لكف        

-  β α {  }و شبكة جزئية مف     وليست موجودة بصورة    
 إذف نكوف قد وقعنا في تناقض. ,      متبقية في 

α {  }وبالعكس ,لنفترض أنو إذا كانت  ,            فإف       بحيث   . أي شبكة في   
بحيث أنو لا يوجد أي        ؿ  غير مستمر ؛إذف ىنالؾ جوار مستمر, لنقبؿ مؤقتا أف   ولنثبت أف 

لممجموعة الموجية الجوارات             . لنرمز كالمعتاد ب      يحقؽ الشرط    ػػ ل  جوار
 . عندئذ        مف  أيا كاف          بحيث  في         تطبيقا ؿ ,وليكف   

 مستمر.  , وىذا خلاؼ لمفرض؛ إذف      مف {     },          , في حيف لا تتقارب      
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 المرشحات وتقاربها
 (:15-3)تعريف

  إنيا مرشحة عمى   مف المجموعات الجزئية غير الخالية مف   مجموعة ما . نقوؿ عف جماعة   لتكف  
 إنيا تحققت الشروط التالية:

(1)    . 
 .     فإف    مف    أيا كاف العنصراف ( 2)
, فأي مجموعة جزئية  عنصرا مف  )أي انو اذا كانت    , فإف    وكاف     إذا كاف  (3)

 ( يجب أف تنتمي الى   ػػ حاويو ل  مف 

 مثال: 
التي تحوي   لجماعة كؿ المجموعات الجزئية مف        . لنرمز  عنصرا مف   وعة ما و جمم  لتكف 

 غير خاؿ. كذلؾ:      ,ذلؾ أف كؿ عنصر مف  . إف تشكؿ مرشحة عمى  
{ }لما كانت  (1)  .        , فإف        
 وبالتالي فإف      ؛إذف    و    , فإف       مف     أيا كاف العنصراف  (2)

           
 , أي أف    فإف     . وبالتالي فإف كاف    , فإف         إذا كاف ( 3)

        . 
التي تحوي   لجماعة كؿ المجموعات الجزئية مف         ػػ ويمكف التحقؽ بصورة مماثمة أنو إذا رمزنا ب

 كذلؾ.    عمى  مرشحة       , فإف  مف   المجموعة الجزئية غير الخالية 
لا تشكؿ  {          }       , أي  ,فإف جماعة كؿ جوارات  ىذا ولو زودنا بطبولوجيا 

أف   تحوي   فميس  لزاما عمى كؿ مجموعة جزئية مف  ,  ػػل اجوار   , ذلؾ أنو إذا كاف  مرشحة عمى 
بحيث تحوي   مف   لجماعة كؿ المجموعات الجزئية        أيضا. أما إذا رمزنا ب   ػػ تكوف جوارا ل

 . تشكؿ مرشحة عمى        , فمف السيؿ التحقؽ بأف    ػػ جوارا ل 
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 :مثال
تشكؿ مرشحة عمى  مجموعة غير منتيية. إف متممات كؿ المجموعات الجزئية المنتيية مف  لتكف 

 .        تعى مرشحة فريشية, فإف ىذه المرشحة  مجموعة الأعداد الطبيعية .وعنما تكوف  

 (:16-3)تعريف
إنيا  . يقاؿ عف  جماعة غير خالية مف المجموعات الجزئية غير الخالية مف   مجموعة ما و   لتكف 

 إذا تحقؽ الشرط التالي:  قاعدة لمرشحة عمى 
 .     بحيث   مف  فثمة عنصر   مف     أيا كاف العنصراف  

  :(17-3)مبرهنة
          }  .عندئذ تشكؿ المجموعة    عمى قاعدة لمرشحة   مجموعة ما , ولتكف   لتكف 

 . المولد بالقاعدة  المرشحة عمى  . تسمى  مرشحة عمى { 
 :مثال
, أي جماعة كؿ جوارات       . مف الواضح أف  عنصرا ما مف   فضاء طبولوجيا و       ليكف 

 .      , وأف ىذه القاعدة تولد المرشحة  , تشكؿ قاعدة لمرشحة عمى  العنصر 
 (:18-3)تعريف
تتقارب   . نقوؿ إف المرشحة  عنصرا مف   , وليكف  مرشحة عمى   فضاء طبولوجي و      ليكف 
ذا كانت  عنصرا مف    ػػ إذا كاف كؿ جوار ل  مف  ,  نياية المرشحة   ,فإننا نقوؿ إف  متقاربة مف   .وا 

 .   وتكتب 

 (:19-3)مبرهنة
    أي مرشحة عمى   . فإذا كانت    بحيث   مرشحة عمى   فضاء طبولوجيا و       ليكف 
 كذلؾ.     , فإف   تحوي 
 الآف مبرىنة تبيف الرابطة الوثيقة بيف التقارب و المرشحات. دسنور 

 (:20-3مبرهنة)
α {  }فضاء طبولوجيا و       ليكف   مولدة بالشبكة  مرشحة عمى   و  شبكة في    
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 {  } α α {  }عندئذ يكووف الشرط اللازـ والكافي كي تتقارب الشبكة       ىو أف تتقارب  , مف   
 .  مف  المرشحة 
 البرهان:

مجموعة     بحيث تكوف A مف  , فثمة عنصر   ػػل   .عندئذ أيا كاف الجوار    لنفترض أولا أف 
 .   , أي أف  عنصر مف    فكؿ جوار ؿ      , U A. ولما كاف   جزئية مف

.     بحيث   مف   ,فثمة عنصر   ػػل  .عندئذ أيا كاف الجوار    وبالعكس ,لنفترض الآف 
α {  }. وىكذا فإف الشبكة     , فإف    وبالتالي فإذا كاف     ػػ موجودة في كؿ جوار ل   

 .    بصورة متبقية , أي أف 
ىو أف تتقارب كؿ شبكة فيو مف نياية واحدة عمى   فضاء         والكافي كي يكوفالشرط اللازـ أف  نجد

 الأكثر.

 (:21-3)مبرهنة
مف نياية     ىو أف تتقارب كؿ مرشحة عمى  فضاء طبولوجيا       الشرط اللازـ والكافي كي يكوف

 واحدة عمى الأكثر.

 شحات الاعظمية ر الم
 (:22-3)تعريف

 أي مرشحة أدؽ مف   بحيث أنو لو كانت   عمى  ̅ ىي مرشحة   عمى مجموعة  المرشحة الاعظمية
 ̅( ̅ ̅ فإف (      . 

 :مثال
والتي تحوي    . عندئذ تشكؿ جماعة كؿ المجموعات الجزئية مف عنصرا ما مف   مجموعة ما و   لتكف 

  وكاف   أي مرشحة أدؽ مف   . وفي الحقيقة , إذا إفترضنا  عمى  ̅ مرشحة أعظمية   
ذا كاف ̅   , فإف    .فإذا كاف    أو     . فإما أف يكوف     , فإف    , وا 

̅     , الأمر الذي يترتب عميو أف        . بيد أنو عند ذلؾ يكوف   



58 
 

نقطة  غير خاؿ. وبالتالي فإف  ̅ وىذا مناقض لحقيقة كوف كؿ عنصر مف             
̅ ؛ ويتعيف عمى ىذا أف ̅   , أي أف  مف أي عنصر مف    . 

 (:23-3)مبرهنة
 يجب أف تكوف محتواة في مرشحة أعظمية.  إف أي مرشحة عمى مجموعة  

 البرهان:
. لنعرؼ علاقة ترتيب     بحيث   عمى    جماعة كؿ المرشحات   و  مرشحة عمى   لتكف 
  }  , ولنفرض أف        أف         بحيث يعني   عمى   جزئي 

مجموعة      { 
      }  مرتبة كميا. سنبيف أف المجموعة   جزئية مف 

    تشكؿ قاعدة لمرشحة  {     
وعات الجزئية غير الخالية, ذلؾ أف مجماعة غير خالية مف المج  . مف الواضح قبؿ كؿ شيء أف  عمى 

 جماعة غير خالية.   كلا مف 
       . عندئذ  عنصريف مف      ليكف  

 ,       
. ولما  عنصراف مف       حيث  

    مرتبة كميا , فإما أف يكوف  كانت 
     

    أو  
     

 . لنفترض مثلا أف 
    

     
    في       .عندئذ يكوف كؿ مف 

          ؛ وبالتالي فإف 
, الأمر الذي 

أدؽ     .مف الواضح أف  عمى     مرشحة لتشكؿ حقا قاعدة   . لذا فإف        يترتب عميو 
.وىكذا نكوف قد وجدنا أف لكؿ مجموعة   ػػل  حد أعمى في     . وبالتالي فإف  مف أي عنصر في 

    )التي تنص عمى أنو إذا كانت     مرتبة كميا حدا أعمى. واستنادا الى نظرية زورف   جزئية مف 

حدا أعمى ,فثمة   مجموعة جزئية غير خالية مرتبة جزئيا بحيث يكوف لكؿ مجموعة جزئية مرتبة كميا مف  
 ̅ . ونكوف بذلؾ قد برىنا عمى أف̅ تحوي عنصرا أعظميا   ( نستنتج أف  في   عنصر أعظمي ؿ 

 . عمى   مرشحة أعظمية تحوي المرشحة 

 (:24-3)مبرهنة
ىو   مرشحة أعظمية عمى  ̅ مجموعة . إف الشرط اللازـ و الكافي كي تكوف   مرشحة عمى  ̅ لتكف 

 .̅     أو ̅   , فإما أف يكوف  مف   التالي: أيا كانت المجموعة الجزئية 
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 البرهان:
 تحقؽ الخاصة التالية:   مرشحة عمى  ̅ لتكف  

. ̅ أدؽ مف    مرشحة عمى    ولتكف ̅     أو ̅   فإما   مف   أيا كانت المجموعة الجزئية 
̅ كي نثبت أف  عنصرا ما    . ليكف ̅ يجب أف ينتمي إلى    يكفي أف نبيف أف كؿ عنصر مف     

 ـالمطموب. أما إذا كاف  ̅    . فإذا كاف   مف  ̅      فإف  ̅    ت د عندئذ . ولكننا نج   
,   عنصر مف             ب عميو اف ت, الأمر الذي يتر   عنصراف مف     و   اف 

̅ وىذا مستحيؿ . وبالتالي فلابد اف يكوف   . مرشحة أعظمية عمى ̅ , اي اف    
بحيث لا ينتمي اي  مف  , إلا انو توجد مجموعة جزئية  مرشحة أعظمية عمى ̅ وبالعكس , لنفرض اف 

الممكف اف نعتمد المجموعة  ف, فم̅ فم  ايا كاف       . إذا كاف ̅ الى    او  مف 
(. اما إذا    في حيف     )لاف  ادؽ تماما مف    كقاعدة لمرشحة  {̅        }  

  ايا كاف          , فسنتبيف عندئذ اف       بحيث   مف    اتفؽ وجود عنصر 
 .  مف   مف اجؿ عنصر ما           . لنفترض اف  مف 

 عندئذ يكوف  
      (         )  (             )

        (        )    
 ولا يمكف اف يكوف خاليا. وبالتالي فإف  ̅ عنصر مف      وىذا مستحيؿ لاف  

. وىكذا نكوف  (   تحوي  )لأف  ̅ عمى أدؽ تماما مف   قاعدة لمرشحة {̅            }
  او  بحيث لاينتمي اي مف   مف   قد وجدنا في جميع الأحواؿ انو إذا قبمنا بوجود مجموعة جزئية 

 , وىذا مستحيؿ.̅ , فإننا نجد مرشحة ادؽ تماما مف المرشحة الأعظمية ̅ الى  
 (:25-3)مبرهنة

ى ممتراصا ىو اف تكوف كؿ مرشحة اعظمية ع      والكافي كي يكوف الفضاء الطبولوجي الشرط اللازـ  
 متقاربة.  
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 البرهان : 
ير  غ̅ , ولنقبؿ مؤقتا اف  اعظمية عمى  مرشحة ̅ متراص . لتكف       لنفرض اولا اف الفضاء  

مف الواضح  ̅      . فإف .̅    بحيث   ػػ ل   جوار  مف  متقاربة . عندئذ يقابؿ اي عنصر 
متراص , فثمة تغطية جزئية       . وبما اف ̅    واف   ػػ تشكؿ تغطية مفتوحة ل       اف 

   }منتيية
       

     . ولما كاف   ػػ ل {
 , فإف             ̅  

(     
)           

 مرشحة. ̅ بسبب كوف     
 واذا لاحظنا اف:

(     
)    (     

)    (   
       

)        
 لابد اف تكوف متقاربة. ̅ فاننا نكوف قد وقعنا في تناقض . وبالتالي فإف 

 لتكف متراص.       متقاربة , ولنثبت اف  وبالعكس , لنفترض اف كؿ مرشحة اعظمية عمى 
. لما كاف لاي جماعة جزئية منتيية  اي جماعة متمركزة مف المجموعات الجزئية المغمقة في      {  }

تشكؿ مرشحة      {  }تقاطع غير خاؿ , فإف جماعة كؿ التقاطعات المنتيية لعناصر      {  }مف 
مف يجب اف تتقارب    . وبالرجوع الى الفرض , فإف   تحوي   عمى ̅ فثمة مرشحة اعظمية   عمى   

بحيث  مف    , فينالؾ عنصر      . إذا قبمنا مؤقتا اف       . سنبيف الآف اف  في   نقطة ما 
       

     . لدينا 
     ولأف   مف  ̅ بسبب تقارب  ̅  

   , كما اف  جوارا ؿ  
  ̅ .

   ولما كاف 
     و 

   , فإننا نستنتج اف     {  }عنصريف مف 
       

, وىذا    
.لما كانت كؿ مرشحة عمى فضاء متراص       . فإف       , اي اف       مستحيؿ . إذف 

 محتواه في مرشحة اعظمية ,   مجموعة 
 :(26-3)مبرهنة

في محتواه  الشرط اللازـ والكافي كي يكوف الفضاء الطبولوجي متراصا ىو اف تكوف كؿ مرشحة عمى 
 مرشحة متقاربة.

 : (27-3)مبرهنة
مرشحة عمى فضاء جدائيا  …بمة لمعد مف الفضاءات الطبولوجية , ولتكفاجماعة ق     {       }لتكف 

( مف المبرىنة السابقة (. عندئذ يكوف 1) الشؽ )  .……بالمرشحة  مف . لتقابؿ كؿ عنصر          
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ايا كاف   في   مف نقطة .…ىو اف تتقارب       في  مف نقطة .…الشرط اللازـ والكافي كي تتقارب 
 (.        ) حيث  مف  

 : (28-3)مبرهنة
مف الفضاءات الطبولوجية المتراصة , فإف فضاء جدائيا  جماعة قابمة لمعد     {       }إذا كانت  
 متراص ايضا.           
 البرهان :

اي مرشحة اعظمية   متقاربة لتكف       لإثبات المبرىنة يكفي اف نبيف باف كؿ مرشحة اعظمية عمى 
̅  بالمرشحة   مف   , ولتقابؿ كؿ عنصر     عمى  . لما كاف تطبيؽ   عمى  {̅          } 

  فضاء متراص ايا كاف    . وبما اف   مرشحة اعظمية عمى ̅  , اف  مف   غامرا ايا كانت    الإسقاط 
 ـاثبات       يف  تتقارب مف نقطة ̅  . فإف   في    تتقارب مف نقطة  ̅  , تدؿ عمى اف  مف  , وبذا يت

 المبرىنة.
اف مبرىنة تيخونوؼ صحيحة ايا كانت جماعة الفضاءات الطبولوجية, دوف اف تكوف ىذه الجماعة قابمة لمعد 
بالضرورة . الا اف اقتصارنا عمى دراسة فضاء جداء الجماعات القابمة لمعد مف الفضاءات الطبولوجية يفرض 

 عمينا اثبات المبرىنة في ىذه الحالة. 
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 الباب الرابع

ـــــــــــــــقاتتطبي  

(:1-4مثال )  

 قابلٌة التعبٌر المتري تستلزم السواء

  الحل :

     مجموعة مغلقة حٌنئذٍ   ولا تتقاطعان . بما أن        المتري  مغلقتٌن فً الفضاء  و لتكن 

𝜀، ثمة 
 

𝜀  ) بحٌث أن القرص المفتوح    
 
ثمة قرص      . بنفس الحجة  لا ٌقاطع  (

𝜀  ) مفتوح 
 
 . لا ٌقاطع  (

  )   لنضع 
𝜀 

 
)   )    و ،  

𝜀 

 
)     

.إذن ثمة      علً التوالً. لنفرض جدلاً أن   و جواران مفتوحان لـ   و  من الواضح أن 

  )   بحٌث أن     ،   
𝜀 

 
)   (  

𝜀 

 
 ، مما ٌترتب علٌه أن(

                     
 

 
   {𝜀

 
 𝜀

 
} 

𝜀وهذا ٌتناقض مع تعرٌف 
 

𝜀و  
 

 فضاء سوي.  . من ثم ، فإن  لا ٌقاطع   . إذن 

(:2-4مثال )  

جواراً مفتوحاً لـ   ، وكان   مغلقة فً   سوٌاً إذا وفقط إذا كلما كانت   . حٌنئذٍ ٌكون   فضاء   لٌكن 

 . تحوي   بحٌث أن   لـ   ، فثمة جوار مغلق  

 الحل :

مجموعة مغلقة     . إذن    جوار مفتوحاً لـ  ، و   مجموعة مغلقة فً     سوي. لتكن    لنفرض أن

لا      ، بحٌث أن   لـ    ، و جوار مفتوح  لـ      سوي ، فثمة جوار مفتوح    . بما أن  لا تقاطع 

   ، ولذا فإن    محتواة فً    . إذن   ٌقاطع 
̅̅    .إذن    فً  محتواة ̅

̅̅  .  تحوٌه   جوار مغلق لـ ̅

جوار مفتوح    و لا تتقاطعان . من ثم ، فإن    مغلقتان فً   و نأتً الآن لإثبات العكس . لنفرض أن 

 ـ     . إذا و ضعنا    تحوٌه   لـ    ، وإذن فثمة جوار مغلق    لـ    ، ٌكون لدٌنا جوار مفتوح ل

 سوي.  . إذن فضاء   ، و لا ٌقاطع   و هو   و جوار مفتوح لـ    هو  



63 
 

(:3-4مثال )  

 إذا كان فضاء لٌندٌلوف و كان منتظماً ، فحٌنئذٍ ٌكون فضاء سوٌاً.

 الحل :

، فٌترتب    نظراً لا نتظام.   ، بحٌث أن لا تقاطع    مجموعتٌن مغلقتٌن ، غٌر خالٌتٌن ، فً    لتكن 

. من ثم ، فإن     ، ثمة جوار مغلق محتوي فً المجموعة المفتوحة    أنه 

 . أٌضاً: غطاء لـ    {  ٌقاطع لا    و ،   فً لنقطة مغلق جوار    }  

 . ٌترتب علً ذلك أن :    غطاء لـ {   ٌقاطع لا   ان بحٌث   فً لنقطة مغلق جوار     }  

{      }  {      } {      } 

 بحٌث أن:          و          فضاء لٌندٌلوف ، فثمة   . بما أن    غطاء مفتوح لـ

  (⋃  
 

 

 

)  (⋃  
 

 

 

)         

ً النحو التالً:    و    نعرف المجموعات  عل

     
     

     

     
     

     

ً :الأن  نلاحظ ما ٌل  

 .       مفتوحتان فً    و    ( أ)

 .    لا ٌقاطع    و لذا فإن      لا تقاطع    ، حٌنئذٍ     )ب(إذا كانت 

 .    لا تقاطع    ، ولذا فإن    لا تقاطع    ، حٌنئذٍ     )ج( إذا كانت 

       محتواة فً        لا تقاطع      بما أن
محتواة     . بحجة مشابهة ، فإن  

       فً
جوار    و  جوار مفتوح لـ    . فً ضوء الملاحظات )أ( ، )ب( و )ج( ، نري أن    

 فضاء سواء.   . إذن    لا ٌقاطع   و   مفتوح لـ 

 (:4-4مثال )
 ناطقاً لدالة مستمرة غير ثابتة.  فضاء تبولوجياً قابلًا لمعد و متصلًا , حينئذٍ لا يكوف   اذا كاف 
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 الحل :
  . بما أف  فترة في      . إذف  مف مجموعة جزئية متصمة      فإف   دالة مستمرة عمي   لتكف 

دالة   تحوي نقطة واحدة , اي أف      قابمة لمعد , مف ثـ , فإف      فإف  مف ثـ ,مجموعة قابمة لمعد ,
 ثابتة.
 (:5-4مثال )
عددا حقيقيا   و ليكف         مستمرة. لتكف       فضاء تبولوجيا متصلا , ولتكف   ليكف 

 .      بحيث أف     . حينئذٍ توجد              بحيث أف 
 الحل :

 .      , اذف               و                  بما اف   فترة في      ف فإ
 (:6-4مثال )

.  لػ    راسما مستمرا فحينئذٍ ثمة نقطة ثابتة         . اذا كاف  1النقطة الثابتة لبراود في البعد 
 .      )اي اف 

 ( [        )القرص المغمؽ  
 الحل :
 . نقطة ثابتة لػ    او    حينئذٍ ,        او         اذا كاف 

لنعتبر        او          يترتب عمي ذلؾ أف         ,و        لنفرض أف 
      فضاء متصؿ , و    . بما أف                   حيث        الدالة 

 .      , اي أف        بحيث أف      حينئذٍ ثمة        و   
 (:7-4مثال )

 .          بحيث أف      دالة مستمرة , حينئذٍ توجد        اذا كانت 
 الحل :
 .    , فنأخذ          اذا كانت    في       النقطة   لتكف 
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                   حيث         لنعتبر اف الدالة           لنفرض أف 

   موجب و الآخر سالب . بما أف        و     مستمرة , و اف احد العدديف دالة   لنلاحظ أف    
           ., اي أف        بحيث أف      فضاء متصؿ , فأف ىنالؾ 

 (:8-4مثال )
 ىو فضاء محكـ.      الفضاء االغير متقطع 

 الحل :
وىو  { }  يجب أف يكوف عمي الصورة   فإف اي غطاء مفتوح لممجموعة  {   }  حيث أف 

 . غطاء منتيي لانو لا يحتوي الا عمي عنصر واحد وىو 
 (:9-4مثال )

 ىو فضاء محكـ.  بدوف نقطة       بيف أف فضاء النقطة المستبعدة 
 الحل :

فإنو توجد      ,  غطاء مفتوح لممجموعة   واذا كانت  {         }   حيث أف 
و ليذا   ىي المجموعة الوحيدة المفتوحة التي تحتوي   موعة لكف المج      بحيث تكوف       

 فضاء محكـ.  غطاء جزئي منتيي إذاً  { }و بالتالي فإف   لممجموعة   لكؿ غطاء مفتوح      فإف
 (:10-4مثال )

 كؿ فضاء تبولوجي منتيي يكوف محكـ .
 الحل :
 مجموعة منتيية و لتكف  فضاء تبولوجي ,       نفرض 

  {          } 
بحيث أف       تود مجموعة      فإنو لكؿ   غطاء مفتوح لمفضاء  {      }  اذا كانت 
 و مف ىذا نجد أف :       

                       
{             ومف ثـ فإف                   

   {   }   اي أف 

 .  جموعة غطاء جزئي منتيي لمم  
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