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ــةالآیـــ  

  :قال تعالى 

يُّ الْقَیُّومُ لاَ ( لاَّ ھُوَ الْحَ لَھَ إِ ଲُّ لاَ إِ
مٌ لَّھُ  لاَ نَوْ خُذُهُ سِنَةٌ وَ اتِ تَأْ اوَ مَا فِي السَّمَ

ضِ مَن ذَا الَّذِي یَشفَْعُ عِنْدَهُ  مَا فِي الأرَْ وَ
مَا  مْ وَ یْدِیھِ نَ أَ لَمُ مَا بَیْ لاَّ بِإِذْنِھِ یَعْ إِ
لاَّ  ءٍ مِّنْ عِلْمِھِ إِ لاَ یُحیِطُونَ بِشيَْ خَلْفَھُمْ وَ
ضَ  الأرَْ اتِ وَ اوَ سِیُّھُ السَّمَ سِعَ كُرْ ا شاَء وَ بِمَ

لاَ یَؤُو ظِیمُ وَ لِيُّ الْعَ ھُوَ الْعَ ا وَ ظُھُمَ دُهُ حفِْ

}255{ ( 
 

                                         
                                         

صدق ଲ العظیم        

                                         
                                         

)255الآیة  :سورة  البقرة  (           
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 الإھـــــــداء
من یسعد قلبي بلقاھاإلى   

إلى روضة الحب والحنان التي تنبت 
 الأزھار

أمي ،،،،،   
 إلى رمز الرجولة  والتضحیة

إلى من دفعني إلى العلم  وبھ  
 ازداد افتخاراً 

 أبى ،،،،
 إلى من ھم اقرب إلى من روحي

إلى من شاركني حضن الأم وبھم 
صراريإ د عزتي واستم  

،،،،، يناإلى اخو  
نسني في دراستي وشاركنيمن آ إلى  

 ھمومي تذكارا وتقدیرا
 إلى أساتذتي الأجلاء،،،،

 الشكر و التقدیر 
 

  .  لئن شكرتم لأزیدنكم  قال تعالي 

Ϳ دѧѧѧم  الحمѧѧѧي معلѧѧѧلام علѧѧѧلاة والسѧѧѧالمین والصѧѧѧریةرب العѧѧѧة  البشѧѧѧاء رحمѧѧѧن جѧѧѧم

  .للعالمین محمد صلي الله علیھ وسلم علي الھ وصحبھ وسلم

م نشѧѧѧكر جھѧѧدك، ونقѧѧѧیم مѧѧیعلѧѧѧو فѧѧي الق, نجѧѧѧاح بѧѧاھر إلѧѧيمѧѧن حولѧѧѧت الفشѧѧل  أنѧѧت

  ...عملك
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  .للتمیز أھلفأنت 

ووافѧѧѧر الامتنѧѧѧان علѧѧѧي مѧѧѧا بѧѧѧذلت مѧѧѧن جھѧѧѧد   نتقѧѧѧدم لѧѧѧك بخѧѧѧالص الشѧѧѧكر أنیسѧѧѧرنا 

ونحѧѧѧѧѧن العارفѧѧѧѧѧات .. حسѧѧѧѧѧناتكلھѧѧѧѧѧا الله فѧѧѧѧѧي مѧѧѧѧѧوازین عوتحملѧѧѧѧѧت مѧѧѧѧѧن مشѧѧѧѧѧقة ج

وقѧѧѧد حررنѧѧѧا ھѧѧѧذه ..بفضѧѧѧلك المستضѧѧѧیئات بقѧѧѧدرك العѧѧѧاجزات عѧѧѧن القیѧѧѧام بالشѧѧѧكر

یرزقنѧѧѧا  أنوجѧѧѧل  المѧѧѧولى عѧѧѧز ینلا بقلѧѧѧم التبیѧѧѧان سѧѧѧائل الإمكѧѧѧان السѧѧѧطور بلسѧѧѧان

  .حطت بك الرحال  أینما وأسعدكوبارك الله فیك  الأعلىالفردوس  وإیاك

عمر الفاروق حمزة/ الدكتور   
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  :ةــالمقدم

حیــث  - نعلــى حســب راى البــاحثو –تطرق هــذا البحــث لموضــوع یعتبــر مــن حیــث التنــاول یســ  
النظریــات والتــى نفصــلها فــى حینهــا تضــمن نظریــة الحصــر ولتعــرف علیهــا نقــوم بدراســة بعــض التعــاریف و ی

  .حث على أربعة فصول ویحتوي الب

  توضیحلیحتوى على تعریف النهایات والعملیا ت علیها وبعض  الامثلة  ل :الفصل الاول-

  النهایات وبعض الامثلة على كما یحتوى الفصل الثانى نظریات-

ضـمن الفصـل اثبـات النظریـات ویحتوى الفصل الثالث علـى نظریـة الحصـر وهـى موضـوع البحـث حیـث یت-
  وبعض البراهین والنتائج المتعلقة بالنظریة

ویحتـــــوى الفصـــــل الرابـــــع علـــــى العملیـــــات الحســـــابیة علـــــى النهایـــــات ویحتـــــوى علـــــى نظریـــــات المتتالیـــــات -
  .واللامتناهیة فى الكبر والصغر وبعض الخواص علیها
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 :أهمیة البحث

تعتبــر مــن النظریــات ذات الاهمیــة الكبــرى فــى حــل  تنبــع أهمیــة البحــث فــى أن نظریــة الحصــر  
بعــض النهایــات المعقــدة حیــث تســتخدم فــى مجــال التفاضــل والتكامــل والهندســة التحلیلیــة والتحلیــل الحقیقــي 

 .ولها دور كبیر فى المتتالیات

  :مشكلة البحث

ــ) الشــطیرة – الســندوتش(جــاء اختیــار مشــكلة البحــث فــي أن نظریــة الحصــر أو   ة فــي أنهــا نظری
وأن نظریــة غیــر ) المعتــادة(مــن الأهمیــة بمكــان وحــل بعــض النهایــات التــي یصــعب حلهــا بــالطرق الأخــرى 

بــراز  موجــودة فــي المراجــع وبالتــالي غیــر معروفــة لــدى الطــلاب لــذلك جــاء البحــث للكشــف عــن النظریــة وإ
 .أهمیتها في التحلیل الحقیقي والنهایات وبعض مجالات الریاضیات الأخرى
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  :تعریف نهایة الدالة:  1-1

ݔ =  یقال أن العدد الحقیقي ܾهو نهایة الدالة(ݔ)݂عند النقطةܽ

ݔ∀ ∈ :ܩ 0 < ݔ| − ܽ| < ߜ → (ݔ)݂| − ܾ| <  ߝ

 ܾفــأن هــذا یســتلزم أن تكــون قــیم الدالــة قریبــة جــداً مــن العــدد  ܽنهایــة الدالــة مــا عنــد النقطــة  ܾأذا كانــت 
  . ܽتكون قریبة قرباً كافیاً من  ݔعندما 

 :معنى عدم وجود النهایة ما

εمن تعریف النهایة نجد أن لاى  > δیوجد  0 >   :بحیث أن 0
  

0 < ݔ| − ܽ| < ߜ → (ݔ)݂| − ܾ| < ߳ 

  :نفى هذا العبارة یكون أن

0 < ݔ| − ܽ| < (ݔ)݂|ߝ − ܾ| ≥  ߝ

  :(૚)مثال
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  التاليأفرض الاقتران 

f(x) = ቄ0, ݔ ≤ 0
1, ݔ > 0 

ݔأثبت أن الاقتران لیس له نهایة عند  = 1				  

  الحل

ߝቀهو εسنبرهن على أنه یوجد  ܮأفرض أنه له نهایة   = ଵ
ଶ
ቁ  0وأنه لجمیع <   الذى یحقق  ݔیوجد ߜ

0 < ݔ| − ܽ| < (ݔ)݂|																									ߜ − ܾ| ≥
1
2

=  ߝ

δأفرض  > ܮأذا كانت 0 ≤ ଵ
ଶ

ݔنختار   = 1 + ఋ
ଶ

(ݔ)݂,  = 1  

(ݔ)݂| − |ܮ 	= |1 − |ܮ 	= 1 − ܮ ≥ 1					
1
2
	=

1
2

= ߳																										 

ܮاما أذا كانت  > ଵ
ଶ

ݔنختار   = 1 − ఋ
ଶ

  عندما  

(ݔ)݂ = ݂ ൬1 −
ߜ
2
൰ = 0 

(ݔ)݂| − |ܮ = |0 − |ܮ = ܮ >
1
2
 

εنجد أن  = ଵ
ଶ

0فأنه لأى   >   یحقق  ݔیوجد  ߜ

0 < ݔ| − 1| < (ݔ)݂|																			ߜ − |ܮ ≥  ߝ

(ݔ)݂					 ݔلیس لها نهایة عند ∴ = 1  

  :النهایة من طرف واحد:  1-2

  :تعریف
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.ܽمعرفــاً علـــى  ݂أفــرض  .1 مــن الیمـــین  ܽتقتــرب مـــن  ݔعنـــدما  (ݔ)݂هــو نهایــة  L݈نقــول للعـــدد ܿ
 ).ܽعند  ݂النهایة من الیمین للاقتراب (أو

ߝاذاً لكل  > 0یوجد  0 <   :ویحقق  ߜ
0 < ݔ| − ܽ| < ߜ → (ݔ)݂| − |ܮ < ݁													 

  :وتكتب 

lim
௫→௔శ

(ݔ)݂ =  ܮ

  من الیمین موجودة ݂ونقول أن نهایة 

.ܽ)معرفــاً علــى الفتـرة  ݂أفـرض  .2 مــن  ܿتقتـرب مــن  ݔعنــدما  (ݔ)݂هـو نهایــة  ܮنقــول العــدد . (ܿ
 ) .ܿمن الیسار عند  ݂نهایة (الیسار أو

εأذا لكل > δیوجد  0 >   :ویحقق 0
−δ < ݔ| − ܿ| < 0			 → (ݔ)݂| − |ܮ <  ߝ

  :وتكتب 

lim
௫→௖ష

(ݔ)݂ =  ܮ

  .من الیسار موجودة ݂ونقول نهایة 

  أحسب:(૛)مثال

lim
௫→ଵశ

ݔ
య
మ − ݔ2 + 1

ଶݔ − ݔ√2 − 1
 

  الحل

lim
௫→ଵశ

ݔ
య
మ − ݔ2 + 1

ଶݔ − ݔ√2 − 1
=

1 − 2 + 1
1 − 2(0)

= 0 

  ):3(مثال
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lim
௫→଴ష

ଶݔ2 − ݔ−√3 + 1
ݔ − 5

 

  الحل

lim
௫→଴ష

ଶݔ2 − ݔ√3 + 1
ݔ − 5

=
0 − 0 + 1

0 − 5
=
−1
5

 

 

  :النهایات عند المالانهایات:   3 - 1
a(  تقتـــرب مـــن  ݔعنـــدما  (ݔ)݂نهایـــة  ܮنســـمى العـــدد  (∞,ܽ)معرفـــاً علـــي  (ݔ)݂افـــرض

ߝالمالانهایات اذا لكل  >  بحیث ان  ܯیوجد  0

ݔ > 		ܯ → (ݔ)݂| − |ܮ >  											ߝ

  :وتكتب     

lim
௫→ஶ

(ݔ)݂ =  ܮ

لـه نهایـة عنـد المالانهایـة  ݂وأن ) الموجبـة(مـن المالانهایـة  ݔموجـود عنـدما تقتـرب  (ݔ)݂ونقول ان نهایـة 
  ).الموجبة(

b(  تقترب من  ݔعندما  (ݔ)݂نهایة  ܮنسمى العدد  (∞−,ܽ)معرفاً على  (ݔ)݂افرض−∞ 

εاذاً لكل  >   :بحیث أن ܯیوجد عدد  0
ݔ > 	ܯ → (ݔ)݂| − |ܮ <  ߝ

  :وتكتب
lim
௫→ஶష

(ݔ)݂ =  ܮ

  من المالانهایة السالبة وان له نهایة عند المالانهایة  ݔموجودة عندما تقترب  (ݔ)݂نقول ان نهایة 
c(  ًاذا 

lim௫→ஶష (ݔ)݂ = lim௫→ஶاو ܮ (ݔ)݂ =  ܮ
ݕفاننا نسمي المستقیم هایة موجودةالن =   ݂خط التقارب الافقي للمنحنى  ܮ



 
13 

  أحسب:مثلاً 

lim
௫→ஶ

−5
ଶݔ

 

  الحل

lim
௫→ஶ

−5
ଶݔ

= −5 lim
௫→ஶ

1
ݔ

lim
௫→ஶ

1
ݔ

= 0 

  
  
  
  
  :ینأوضاع عدم التعی:  4 – 1 
  :نهایة بعض الدوال الكسریة-1

ℎ(ݔ) =
(ݔ)݂
(ݔ)݃

 

  ܽنحو قیمة معینة  ݔعندما تنتهى قیمة المتغیر 

  :الحالة الاولى
  .ینتهى فیها البسط والمقام فى ان واحد نحو الصفر

lim
௫→௔

(ݔ)݃ = 0																			 lim
௫→௔

(ݔ)݂ = 0 
  

lim
௫→௔

(ݔ)݂

lim
௫→௔

(ݔ)݃
=

0
0

 

  ):1(مثال

  :التالیةاوجد النهایة 
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lim
௫→ଵష

ଶݔ − ݔ − 2
ଶݔ2− + ݔ + 3

 

  الحل

଴بالتعویض المباشر 
଴

  

lim
௫→ଵష

ଶݔ − ݔ − 2
ଶݔ2− + ݔ + 3

= lim
௫→ଵష

ݔ) + ݔ)(1 − 2)
ݔ) + ݔ2−)(1 + 3) = lim

௫→ଵష
ݔ − 2

ݔ2− + 3
=
−3
5

 

  

  ):2(مثال
  :النهایة التالیة اوجد 

lim
௫→ଵ

ଷݔ + ଶݔ − 2
ସݔ2 − ଶݔ − 2

 

  الحل
଴بالتعویض المباشر
଴

  

lim
௫→ଵ

ଷݔ + ଶݔ − 2
ସݔ2 − ଶݔ − 2

 

ସݔ2لایجاد العامل الاخر فى المقام نقسم قسمة مطولة  − ଶݔ − ݔعلى  2 −  :فنجد 1

 

 

 

 

 

 

  

 

ସݔ2 − ଶݔ − 2 

ସݔ2 −  ଷݔ2

ଶݔ − 1 

ଶݔ − 1 

ݔ − 1 

ݔ − 1 

0 

ݔ − 1 

ଷݔ2 + ଶݔ2 + ݔ + 1 
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lim
௫→ଵ

ଷݔ + ଶݔ − 2
ସݔ2 − ଶݔ − 1

= lim
௫→ଵ

ݔ) − ଶݔ)(1 + ݔ2 + 2)
ݔ) − ଷݔ2)(1 + ଶݔ2 + ݔ + 1)

=
5
6
 

 ملحوظة: 

ݔاذا انتهـت قیمـة كثیـرة الحـدود نحـو الصـفر عنـدما ینتمـى   - → ݔ)فلابـد ان یكـون , ܽ − احــد  (ܽ
 .عوامل كثیرة الحدود

ݔ)فنقســـم كثیــرة الحـــدود علـــى العامـــل . اذا كــان المقـــدار مـــن الدرجـــة الثانیـــة  - − قســـمة مطولـــة  (ܽ
 فنحصل على التحلیل 

 

 :الحالة الثانیة 

  (∞−)او (∞)فیها البسط والمقام نحو  ینتهي   

lim
௫→௔

(ݔ)݃ = ∞		, lim
௫→௔

(ݔ)݂ = ∞																																		 
  

lim
௫→௔

(ݔ)݂

lim
௫→௔

(ݔ)݃ =
∞
∞

 

ݔفان نهایة قسمة كثیرتي الحدود عندما تنتهي  →   :تساوى ∞

 .اذا كانت قوة البسط اكبر من قوة المقام  (∞−)او ∞ )1

 .اذا كانت قوة المقام اكبر من قوة البسط,صفراً  )2

 .عدداً وهو نسبة معامل اكبر اس فى البسط على معامل الاس المطابق فى المقام )3

  ):1(مثال
  اوجد نهایة

lim
௫→ஶష

ହݔ − ସݔ + ݔ
ଷݔ − ݔ + 1
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  الحل

lim
௫→ஶష

ହݔ − ସݔ + ݔ
ଷݔ − ݔ + 1

=
∞
∞

 

  :قوة البسط اكبر من قوة المقام فاننجد ان ) 1(من 

lim
௫→ஶష

ହݔ − ସݔ + ݔ
ଷݔ − ݔ + 1

= ∞ 

  

  

  ):2(مثال 
  وجد النهایةأ

lim
௫→ஶ

ଶݔ − ଷݔ + 4
ହݔ − ଶݔ + 1

 

 

  الحل

 ة المقام اكبر من البسطنجد ان قو ) 2(من 

lim
௫→ஶ

ଶݔ − ଷݔ + 4
ହݔ − ଶݔ + 1

= 0 

  ):3(مثال 

  أوجد النهایة
 

lim
௫→ஶష

ଷݔ2 + ଶݔ

1 − ଷݔ
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  الحل

 نجد ان) 3(من

lim
௫→ஶష

ଷݔ2 + ଶݔ

1 − ଷݔ
= −2 

  :الحالة الثالثة

∞	حالة عدم تعیین من الشكل − ∞  

  ):1(مثال
  اوجد النهایة

lim
௫→ஶ

ඥݔଶ − ݔ5 + 6 −  ݔ
  الحل

  نضرب فى المرافق  ∞−∞الحالة هى عدم تعیین من الصورة

lim
௫→ஶ

ඥݔଶ − ݔ5 + ݔ − ݔ = lim
௫→ஶ

ଶݔ − ݔ5 + 6 − ଶݔ

ଶݔ√ − ݔ5 + ݔ
 

 

= lim
௫→ஶ

ݔ5− + 6
ଶݔ√ − ݔ5 + 6 + ݔ

 

 

= lim
௫→ஶ

ݔ ቀ−5 + ଺
௫
ቁ

ට1|ݔ| − ହ
௫

+ ଺
௫మ

+ ݔ
= lim

௫→ஶ

−5 + ଺
௫

ට1 − ହ
௫

+ ଺
௫మ

+ 1
=
−5
2

 

|ݔ|لاحظ ان ( =   ) ݔواننا قسمنا البسط والمقام على   ݔ

  ):2(مثال

  اوجد النهایة 



 
18 

lim
௫→ଵ

൬
1

1 − ݔ
−

3
1 − ଷݔ

൰ 

  :الحل

  لنوحد المقامات ∞−∞الحالة هى حالة عدم تعیین من الصورة 

lim
௫→ଵ

൬
1

1 − ݔ
−

3
1 − ଷݔ

൰ = lim
௫→ଵ

൬
1

1 − ݔ
−

3
(1 − 1)(ݔ + ݔ +  ଶ)൰ݔ

 

= lim
௫→ଵ

1 + ݔ + ଶݔ − 3
(1 − 1)(ݔ + ݔ + (ଶݔ

= lim
௫→ଵ

ଶݔ + ݔ − 2
(1 − 1)(ݔ + ݔ + (ଶݔ = lim

௫→ଵ

(1 − ݔ−)(ݔ − 2)
(1 − 1)(ݔ + ݔ + (ଶݔ = −1 

  :الحالة الرابعة

0حالة عدم التعیین من الشكل  × ∞  

  ):1(مثال

  اوجد نهایة 

lim
௫→ஶ

ݔ sin
ߨ
ݔ

 

  :الحل

0من الشكل  × ∞  

lim
௫→ஶ

ݔ sin
ߨ
ݔ
	= lim

௫→ஶ

sin గ
௫

ଵ
௫

	= 	 lim
௫→ஶ

ߨ sin గ
௫

గ
௫

	=  ߨ	

  



 
19 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 الباب الثاني

 مبرھنات أساسیة في النھایات 
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 :مبرھنات أساسیة للنھایات : 2-1

  :)1(مبرھنة 

  نھایة مجموع دالتین تساوى مجموع نھایتي الدالتین 

lim
௫→௔

(ݔ)݂ + (ݔ)݃ = lim
௫→௔

(ݔ)݂ + lim
௫→௔

 (ݔ)݃

  البرھان

∀ε > 0 

  یوجد ان 

lim
௫→௔

(ݔ)݂ = ܿ				, lim
௫→௔

(ݔ)݃ = ܾ 

(ݔ)݂]| + [(ݔ)݃ − [ܿ + ܾ]| = (ݔ)݂]| − ܿ] + (ݔ)݃] − ܾ]| 

(ݔ)݂|∀ − ܿ| ≤
ߝ
2
				 , ቚ[݃(ݔ) − ܾ] ≤

ߝ
2
ቚ 
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∴ (ݔ)݂]| + [(ݔ)݃ − [ܿ + ܾ]| ≤
ߝ
2

+
ߝ
2

=  ߝ

∴ lim
௫→௔

(ݔ)݂ = (ݔ)݃ = lim
௫→௔

(ݔ)݂ + lim
௫→௔

 (ݔ)݃

  أحسب ): 1(مثال

lim
௫→଴

ଶݔ) +  (ݔ

  الحل

lim
௫→଴

ଶݔ) + (ݔ 	= 	 lim
௫→଴

ଶݔ + lim
௫→଴

	ݔ = 	0 + 0	 = 	0 

  

  ):2(مبرھنة 

  :عدد ثابت فان cلاى ,الضرب بثابت 

lim௫→௔ܿ clim௫→௔=(ݔ)݂  (ݔ)݂

  :البرھان

  إذا كان

lim
௫→௔

(ݔ)݂ = ܾ 

lim
௫→௔

ܿ (ݔ)݂ = ܾܿ 

ߝ∀ > 0 

  یوجد ان

(ݔ)݂ܿ| − (ݔ)݂||ܿ|=|ܾܿ − ܾ| 
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(ݔ)݂ − ܽ ≤
ߝ

|ܿ| 

∴ (ݔ)݂	ܿ| − ܾܿ| ≤ |ܿ|
ߝ

|ܿ| =  ߝ

∴ lim
௫→௔

(ݔ)݂ܿ = ܿ lim
௫→௔

 (ݔ)݂

  أحسب): 1(مثال

lim
௫→ଵ

 ଷݔ2

  الحل

lim
௫→ଵ

ଷݔ2 = 2 lim
௫→ଵ

ଷݔ = 2 × 1 = 2 

  ):3(مبرھنة

  .نھایة حاصل ضرب دالتین تساوى حاصل ضرب نھایتى الدالتین

lim
௫→௔

(ݔ)݂ ∙ (ݔ)݃ = lim
௫→௔

(ݔ)݂ ∙ lim
௫→௔

 (ݔ)݃

  :البرھان

  اذا كان 

lim௫→௔ (ݔ)݂ = ܿ         ,lim௫→௔ (ݔ)݃ = ܾ 

 

lim
௫→௔

(ݔ)݂ ∙ (ݔ)݃ = ܾܿ 

∀ε >  یوجد	أن																		0

(ݔ)݃(ݔ)݂| − ܾܿ| ≤ (ݔ)݃(ݔ)݂| − ܾܿ + (ݔ)݃ܿ −  |(ݔ)݃ܿ

≤ (ݔ)݂| − (ݔ)݃|+|(ݔ)݃||ܿ − ܾ||ܿ| 
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(ݔ)݂| − ܿ| ≤
ߝ

2|݃| 

(ݔ)݃| − ܾ| ≤
ߝ

2|ܿ| 

∴ (ݔ)݃(ݔ)݂| − ܾܿ| ≤
ߝ

|(ݔ)݃|2 ∙ ቤ݃
(ݔ) +

ߝ
2|ܿ| ∙

|ܿ|ቤ =  ߝ

∴ lim
௫→௔

(ݔ)݂ ∙ (ݔ)݃ = lim
௫→௔

(ݔ)݂ ∙  (ݔ)݃

  حسبأ    :مثال 

lim
௫→଴

ݔ cosݔ 

  الحل

lim
௫→଴

ݔ cosݔ = lim
௫→଴

ݔ ∙ lim
௫→଴

cos ݔ = 0 ∙ 1 = 0 

 

  ):4(مبرھنة

 ً   .  نھایة النسبة بین دالتین تساوي النسبة بین نھایتي الدالتین بشرط ان نھایة المقام لا تساوي صفرا

 :اى ان 

lim
௫→௔

(ݔ)݂
(ݔ)݃

	= 		
lim
௫→௔

(ݔ)݂

lim
௫→௔

(ݔ)݃
																					݂݅	 lim

௫→௔
(ݔ)݃ 		≠ 0																 

  البرھان

  :اذا كان

lim
௫→௔

(ݔ)݂ = ܿ			, lim
௫→௔

(ݔ)݃ = ܾ					 
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∴ lim
௫→௔

(ݔ)݂
(ݔ)݃

		= 		
ܿ
ܾ

 

  :یوجد أن

ߝ	∀ > 0 

ቤ
(ݔ)݂
(ݔ)݃ −

ܿ
ܾ
ቤ 			= 	 ቤ

(ݔ)݂ܾ − (ݔ)݃ܿ
(ݔ)ܾ݃ ቤ 		≤ ቤ

(ݔ)݂ܾ − (ݔ)݃ܿ − ܾܿ + ܾܿ
(ݔ)ܾ݃ ቤ 

 

≤ ቤ
(ݔ)݂)ܾ − ܿ)
(ݔ)ܾ݃ ቤ + ቤ

(ݔ)݃)ܿ − ܾ)
(ݔ)ܾ݃ ቤ 

≤
1

|(ݔ)݃|
(ݔ)݂| − ܿ| + ฬ

ܿ
(ݔ)ܾ݃

ฬ (ݔ)݃| − ܾ| 

ߝ∀ > ߜ∃,0 > ݔ|		0 − ܿ| < ߜ ⇒ (ݔ)݂| − ܿ| <
(ݔ)݃ߝ

2
		 , (ݔ)݃| − ܾ| < ฬ

(ݔ)ܾ݃
ܿ

ฬ
ߝ
2

 

∴ ฬ
(ݔ)݂
(ݔ)݃

−
ܿ
ܾ
ฬ ≤

1
|(ݔ)݃| ∙

|(ݔ)݃|ߝ
2

+ ฬ
ܽ

ฬ(ݔ)ܾ݃ ∙ ቤ
(ݔ)ܾ݃
ܽ

ቤ
ߝ
2
≤
ߝ
2

+
ߝ
2

=  ߝ

∴ lim
௫→௔

(ݔ)݂
(ݔ)݃

	= 		
lim
௫→௔

(ݔ)݂

lim
௫→௔

(ݔ)݃
																݂݅	 lim

௫→௔
(ݔ)݃ ≠ 0 

  أحسب ):1(مثال

lim
௫→ଵ

ଶݔ + 2
ݔ + 1

 

  الحل
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lim
௫→ଵ

ଶݔ + 2
ݔ + 1

=
lim
௫→ଵ

ଶݔ + 2

lim
௫→ଵ

ݔ + 1
=

1 + 2
1 + 1

=
3
2

 

  ):5(مبرھنة

εاذا كان  > لاى			0 lim௫→௔ (ݔ)݃ = 				,		ܯ lim௫→௔ (ݔ)݂ =  ܮ

ߜتوجد قیمة  > 0مشتركة بحیث أنھ اذا 0 < ݔ| − ܽ| <   فأن كلا ߜ

(ݔ)݂| − |ܮ < ,		ߝ (ݔ)݃| |ܯ− <  ߝ

  البرھان

ε		أفرض  < 0فانھ یوجد 0 <    ,0	ଵߜ <   بحیث ان ଶߜ

0 < ݔ| − ܽ| < ,		ଵߜ (ݔ)݂| − |ܮ <  																	ߝ

0 < ݔ| − ܽ| < ,		ଶߜ (ݔ)݃| |ܯ− <  																					ߝ

=أفرض    δ   ߜالاصغر منଶ،ߜଵ   0فان <   كذلك  ߜ

0 < ݔ| − ܽ| < (ݔ)݂|																						ߜ − |ܮ <  																																				ߝ

0 < ݔ| − ܽ| < (ݔ)݃|																		ߜ |ܯ− <  																															ߝ

  ):6(مبرھنة 

.ܯاى انھ .فانھا متفردة  ܽعند  ݂اذا وجدت نھایة اقتران ما ) تفرد النھایة( عند  ݂ھما نھایتا  ܮ

ܯفان ܽ =   .ܮ

  البرھان

(ݔ)݂افرض  = εوأن   (ݔ)݃ > 0بحیث انھ اذا  ߜ،فإنھ یوجد  0 < ݔ| − ܽ| <   :فأن ߜ

(ݔ)݂| − |ܮ < (ݔ)݂|،				ߝ |ܯ− <  ߝ
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0وعلى ھذا، فإنھ  < ݔ| − ܽ| <   :نجد أن ߜ

ܮ| − |ܯ = ܮ| − (ݔ)݂ + (ݔ)݂ |ܯ− ≤ (ݔ)݂| − |ܮ + (ݔ)݂| |	ܯ− < ߝ +  ߝ

ܮلذلك    =   ܯ

  ):7(مبرھنة 

(ݔ)݂أفرض )  القیمھ المحصورة( ≤ (ݔ)݃ ≤ ℎ(ݔ)  

  :نفسھا  إذا  ܽالا ربما عند  ܽفي فترة مفتوحة حول  ݔلجمیع 

lim
௫→௔

(ݔ)݂ = lim
௫→௔

ℎ(ݔ) =  ܮ

lim௫→௔فإن    ܮموجودة وتساوي   (ݔ)݃

  

  البرھان

lim
௫→௔

ℎ(ݔ) = 				,					ܮ lim
௫→௔

(ݔ)݂ =  أفرض																						ܮ

εافرض ان  > 0توجد ) 5(حسب مبرھنة  0 <  مشتركة ،ویتحقق  ߜ

0 < ݔ| − ܽ| < ߜ ⇒ (ݔ)݂| − |ܮ < ,		ߝ |ℎ(ݔ) − |ܮ <  ߝ

(ݔ)݂بما أن  ≤   .من المتباینة الاولى  (ݔ)݃

ܮ − ߝ < (ݔ)݂ ≤ (ݔ)݃ − (1) 

(ݔ)݃كذلك لأن  ≤ ℎ(ݔ)  من المتباینة الثانیة  

(ݔ)݃ ≤ ℎ(ݔ) < ܮ + 	ߝ − (2) 

  ) 2(و)1(بجمع 
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ܮ − ߝ < (ݔ)݃ < ܮ +  ߝ

  أى أن 

(ݔ)݃| − |ܮ <  ߝ

∴ lim
௫→௔

(ݔ)݃ =  ܮ

  ):1(مثال

  أوجد النھایة التالیة

lim
௫→ଵ

ݔ)(ݔ2) − 1) 

  الحل

ݐنلا حظ أن  − 1 ≤ [ݐ] ≤  ݐ

ݐبوضع  =  ݔ2

ݔ2 − 1 ≤ [ݔ2] ≤  ݔ2

ݔ)بضرب جمیع الأطراف فى  −   وتصبح  (1

ݔ2) − ݔ)(1 − 1) ≤ ݔ)[ݔ2] − 1) ≤ ݔ) −  ݔ2(1

  بما أن 

lim
௫→ଵ

ݔ)ݔ2 − 1) = 0 

  وكذلك 

lim
௫→ଵ

ݔ2) − ݔ)(1 − 1) = 0 

  من مبرھنة القیمة المحصورة نجد أن 
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lim
௫→ଵ

ݔ)[ݔ2] − 1) = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 الباب الثالث 
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)شطیرةال -سندوتش ال(نظریة الحصر   
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  ):الشطیرة -السندویتش(الحصر أو نظریة 1  -3

,݃,݂حققت الدوال  ܿفتره مفتوحة تنتمى إلیھا النقطة  ܫلتكن  ℎ الشرط:  

(ݔ)݃ ≤ ℎ(ݔ) ≤ 1على الفترة  (ݔ)݂ − [ܿ]  

ݔإذا كانت نھایات الدوال الثلاث موجودة عندما  →   فإن  ܿ

1(   

lim
௫→௖

(ݔ)݂ ≤ lim
௫→௖

ℎ(ݔ) ≤ lim
௫→௖

 (ݔ)݃

  إذا تحقق الشرط الإضافى )2

  

lim
௫→௖

(ݔ)݂ = lim
௫→௖

(ݔ)݃ =  ܮ

 فإن )3

lim
௫→௖

ℎ(ݔ) =  ܮ

  )الشطیرة-السندویتش(الحصروھذا ما نسمیة بنظریة 

  البرھان

εلكل عدد  > ,δଵیوجد عددان موجبان  0   یحققان  ଶߜ

0 < ݔ| − ܿ| < ଵߜ ⇒ (ݔ)݂| − |ܮ < ߝ ⇒ ߝ− < (ݔ)݂ − ܮ < ߝ

⇒ (ݔ)݂ < ܮ +  ߝ

0 < ݔ| − ܿ| < ଶߜ ⇒ (ݔ)݃| − |ܮ < ߝ ⇒ ߝ− < (ݔ)݃ − ܮ < ߝ

⇒ ܮ − ߝ <  (ݔ)݃
 

,ଵߜمساویة أصغر العددین  δوبأخذ    فإن  ଶߜ

0 < ݔ| − ܿ| < ߜ ⇒ ܮ − ߝ < (ݔ)݃ ≤ ℎ(ݔ) ≤ (ݔ)݂ < ܮ +  ߝ

⇒ ܮ − ߝ < ℎ(ݔ) < ܮ + ߝ ⇒ ߝ− < ℎ(ݔ) − ܮ <  ߝ

⇒ |ℎ(ݔ) − |ܮ <  ߝ
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εإذن لكل عدد  > δیوجد عدد  0 >   بحیث یكون  0

0 < ݔ| − ܿ| < ߜ ⇒ |ℎ(ݔ) − |ܮ <  ߝ

  :وھذا یعنى 

lim
௫→௖

ℎ(ݔ) =  ܮ

  : على نظریة الحصر نظریات 3-2

  ):1(نظریة

lim
௔→଴

cos ܽ = 1,			 lim
௔→଴

sin ܽ = 1 

  البرھان

lim
௔→଴

sin ܽ = 1 

గ(زاویة حادة  ܽنفرض أن الزاویة الموجھھ 
ଶ

> ܽ > ومقاسة بالتقدیر الدائرى نلاحظ أن طول )  0

ݎ)یساوى  ෢ܤܣالقوس  − ܽݎ(1 =  ܥܤܣفى المثلث القائم الزاویة  (ܥܤ)،وأن طول الضلع القائم  ܽ

ܿܤیساوى  = sin   :لكن ܽ

0طول    < |ܥܤ| < |ܤܣ| <   )زاویة حادة ܽلأن ( ෢ܤܣ

0:إذن  < sin ܽ < ܽ  

  لكن 

0 = lim
௔→଴ష

0 = lim
௔→଴ష

ܽ 

  :إذن حسب نظریة الحصر 

lim
௔→଴ష

sin ܽ = 0 

  

A C 

B 

a 
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  :لنفرض الآن أن

0 > ܽ >
ߨ
2
→
ߨ
2

> −ܽ > 0 

  :نعلم أن 

sin ܽ = − sin−ܽ 

  :إذن 

lim
௔→଴ష

sin ܽ = − lim
ି௔→଴ష

sin(−ܽ) = 0 

  زاویة حادة نجد أن ܽ−ولأن 

lim
௔→଴

sin ܽ = 0 

  

lim
௔→଴

cos ܽ = 0 

  :نفرض أن 

ߨ
2

> ܽ > −
ߨ
2

 

  :نعلم أن

cosܽ = ඥ1 − sin ܽଶ 

cosܽلأن ( >   ومنھ)  0

lim
௔→଴

cos ܽ = ටlim
௔→଴

(1 − sin ܽଶ) = 1 
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  ):2(نظریة 

lim
௔→଴

sin ܽ
ܽ

= 1 

  

  البرھان 

    : حادة ومقاسة بالتقدیر الدائرى  aنفرض أن 

గ
ଶ

> ܽ > 0 

  :نلاحظ أن 

|ܥܤ| = sin |ܦܣ|			,	ܽ = tan ܽ 

  :وكذلك فإن

  :إذن ܦܣܱالقائم  مساحة المثلث<ܤܣܱمساحة القطاع <ܤܣܱمساحة المثلث 

1
2

|ܦܣ||ܣܱ| >
1
2
ଶܽݎ >

1
2

 |ܥܤ||ܣܱ|

  ومنھ

1
2

tan ܽ >
1
2
ܽ >

1
2

sin ܽ 

ଵبالتقسیم على 
ଶ

sin   :نجد  ܽ

1
cosܽ

>
ܽ

sin ܽ
> 1 

  :بالقلب نجد

C 

D 

B 

A 
a c 
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cosܽ >
sin ܽ
ܽ

> 1 

  لكن

lim
௔→଴ష

cos ܽ = lim
௔→଴ష

1 = 1 

  :أنإذن حسب نظریة الحصر نجد 

lim
௔→଴ష

sin ܽ
ܽ

= 1 

	زاویة	حادة − ܽ)0 > ܽ > ିగ
ଶ
	⇒ 	గ

ଶ
> −ܽ >  نفرض أن 0

ୱ୧୬௔نعلم أن
௔

= ୱ୧୬(ି௔)
(ି௔)  إذن:  

lim௔→଴ష
ୱ୧୬௔
௔

= limି௔→଴ష
ୱ୧୬(ି௔)

(ି௔) =   )زاویة حادة ܽ−لأن ( 1

∴ lim
௔→଴

sin ܽ
ܽ

= 1 

  ):3(نظریة 

lim
௔→଴

tan ܽ
ܽ

= 1 

  البرھان

lim
௔→଴

tan ܽ
ܽ

= lim
௔→଴

ୱ୧୬௔
ୡ୭ୱ௔
ܽ

= lim
௔→଴

sin ܽ
ܽ cosܽ

= lim
௔→଴

1
cosܽ

∙ lim
௔→଴

sin ܽ
ܽ

 

  : نجد أن) 2(والنظریة ) 1(من النظریة

lim
௔→଴

tan ܽ
ܽ

= 1 ∙ 1 = 1 
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  : نتیجة

lim
௫→௔

sin ݔ = sin ܽ		,			 lim
௫→௔

cosݔ = cosܽ 

  البرھان

lim
௫→௔

sin ݔ = sin ܽ 

sin ݔ = sin[(ݔ − ܽ) + ܽ] = sin(ݔ − ܽ) cosܽ + cos(ݔ − ܽ) sin ܽ 

lim
௫→௔

sin ݔ = cosܽ lim
௫→௔

sin(ݔ − ܽ)

+ sin ܽ lim
௫→௔

cos(ݔ − ܽ) = cos ܽ ∙ 0 + sin ܽ ∙ 1 = sin ܽ 

∴ lim
௫→௔

sin ݔ = sin ܽ 

  

lim
௫→௔

cos ݔ = cos ܽ 

cos ݔ = cos[(ݔ − ܽ) + ܽ] = cos(ݔ − ܽ) cos ܽ + sin(ݔ − ܽ) sin ܽ 

lim
௫→௔

cos ݔ = cosܽ lim
௫→௔

cos(ݔ − ܽ)

+ sin ܽ lim
௫→௔

sin(ݔ − ܽ) = cosܽ ∙ 1 + sin ܽ ∙ 0 = cos ܽ 

  :مثلة لنظریة الحصرأ 3-3

  النھایات التالیةأوجد ): 1(مثال

 

(݅) lim
௫→଴

ݔ ∙ ൤
1
ݔ
൨ (݅݅) lim

௫→଴
ଶݔ ∙ sinଶ

1
ݔ
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  الحل

(݅) lim
௫→଴

ݔ ∙ ൤
1
ݔ
൨ 

 نلاحظ ان

ݐ − 1 ≤ [ݐ] ≤  ݐ

1
ݔ
− 1 ≤ ൤

1
ݔ
൨ ≤

1
ݔ
ݔ∀																					 ≠ 0 

  ینتج  ݔبضرب الأطراف فى  

1 − ݔ ≤ ݔ ∙ ൤
1
ݔ
൨ ≤ ݔ∀											1 ≠ 0 

  بما أن

lim
௫→଴

1 − ݔ = lim
௫→଴

1 = 1 

  وحسب نظریة الحصر

∴ lim
௫→଴

ݔ ∙ ൤
1
ݔ
൨ = 1 

 

(݅݅) lim
௫→଴

ଶݔ ∙ sinଶ
1
ݔ

 

  الحل

ݔ ≠  إذا كانت 0

0 ≤ sinଶ
1
ݔ
≤ 1				 − (1) 
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  فى) 1(وبضرب المعادلة

فإن   ଶݔ

0 ≤ ଶݔ sinଶ
1
ݔ
≤  ଶݔ

  وبما أن

lim
௫→଴

0 = lim
௫→଴

ଶݔ = 0 

  حسب نظریة الحصر فإن

lim
௫→଴

ଶݔ ∙ sinଶ
1
ݔ

= 0 

  إذا كان):2(مثال

f(x) = ቊ ,ଶݔ ݔعددنسبى
,ସݔ ݔعددغیرنسبى

 

  فإن 

lim
௫→଴

(ݔ)݂ = 0 

  :الحل  

  اذا كانت

|ݔ| > 0		 

0 < (ݔ)݂ 	≤ 				  فإن ଶݔ

lim௫→଴ 0 = lim௫→଴ ଶݔ =  وبما أن 0

  : على حسب نظریة الحصر فإن
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lim
௫→଴

(ݔ)݂ = 0 

  ):3(مثال

 أوجد النھایات التالیة

(݅) lim
௫→ஶ

sin
ݔ2
ݔ
												(݅݅)								 lim

௫→ஶష

sin ݔ + cos ݔ2
ଶݔ√ + 1

(݅݅݅) lim
௫→଴

ݔ sin
1
ݔ√

 

 

 الحل

(݅) lim
௫→ஶ

sin
ݔ2
ݔ

 

ݔعندما  → ∞ فإن نھایة   sin ݔ2 .غیر موجودة   

  نلجأ إذن لنظریة الحصر لإیجاد ھذه النھایة،من الواضح أن

1 ≥ sin ݔ2 ≥ −1 

	ݔبالقسمة على :الموجبة على جمیع الأطراف،نجد أن  

1
ݔ
≥ sin

ݔ2
ݔ
≥ −

1
ݔ

 

  :لكن

lim௫→ஶ
ଵ
௫

= lim௫→ஶ−
ଵ
௫
=0 

  حسب نظریة الحصر∴      

lim௫→ஶ sin ଶ௫
௫

=0 
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(݅݅) lim
௫→ஶష

sin ݔ + cos ݔ2
ଶݔ√ + 1

 

  الحل

ݔعندما  → −∞ فإن نھایة المقدار   sin ݔ + cos ݔ2 لاستفادة من غیر موجودة با

 نظریة الحصر ، نجد أن

1 ≥ cos ݔ2 ≥ −1									,1 ≥ sin ݔ ≥ −1 

  بالجمع

2 ≥ sin ݔ + cos ݔ2 ≥ −2 

ଶݔ√لنقسیم جمیع الأطراف على المقدار  + 1 الموجب فإن    

2
ଶݔ√ + 1

≥
sin ݔ + cos ݔ2
ଶݔ√ + 1

≥
−2

ଶݔ√ + 1
 

  لكن

lim
௫→ஶష

2
ଶݔ√ + 1

= lim
௫→ஶష

−2
ଶݔ√ + 1

= 0 

∴ lim
௫→ஶష

sin ݔ + cos ݔ2
ଶݔ√ + 1

= 0 

(݅݅݅) lim
௫→଴

ݔ sin
1
ݔ√

 

  الحل

ً نھایة المقدار  sinھنا أیضا ଵ
√௫

عندما   ݔ → 0 غیر موجودة    

−1 ≤ sin
1
ݔ√

≤ 1 
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  الموجبة ،نجد أن ݔبضرب جمیع الأطراف بالمقدار 

ݔ− ≤ ݔ sin
1
ݔ√

≤  ݔ

  لكن

lim
௫→଴

ݔ− = lim
௫→଴

ݔ = 0 

∴ lim
௫→଴

ݔ sin
1
ݔ√

= 0 

  ):4(مثال
 

	(݅) 				 lim
௫→଴

sin
ݔ3
ݔ
						(݅݅) 							 lim

௫→଴
tan

ݔ4
ݔ
				(݅݅݅)									lim

௫→଴

sin ݔ5
tan ݔ4

lim							(ݒ݅)						
௫→଴

tan ݔ2
tan ݔ3

 

 

  الحل

(݅) 				 lim
௫→଴

sin
ݔ3
ݔ

 

lim
௫→଴

sin
ݔ3
ݔ

= 3 lim
௫→଴

sin
ݔ3
ݔ3

= 3 × 1 = 3 

  

			(݅݅) 							 lim
௫→଴

tan
ݔ4
ݔ

 

 الحل

lim
௫→଴

tan
ݔ4
ݔ

= 4 lim
௫→଴

tan
ݔ4
ݔ4

= 4 × 1 = 4 
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  	(݅݅݅)									lim
௫→଴

ୱ୧୬ହ௫
୲ୟ୬ସ௫

 

  الحل

lim
௫→଴

sin ݔ5
tan ݔ4

=
5
4

lim
௫→଴

ୱ୧୬ହ௫
ହ௫

୲ୟ୬ ସ௫
ସ௫

=
5
4

 

  

lim							(ݒ݅)			
௫→଴

tan ݔ2
tan ݔ3

 

  الحل

lim
௫→଴

tan ݔ2
tan ݔ3

=
2
3

lim
௫→଴

୲ୟ୬ ଶ௫
ଶ௫

୲ୟ୬ ଷ௫
ଷ௫

=
2
3

 

:بشكل عام ،فإن  

 

lim
௫⟶଴

tan ݔܾ
sin ݔܽ

=
ܾ
ܽ

 

 

lim
௫⟶଴

tan(ܾݔ)
ݔ

= ܾ 

 

lim
௫⟶଴

ݔ
tan(ܾݔ) =

1
ܾ

 

 

lim
௫⟶଴

tan ݔܽ
sin ݔܾ

=
ܽ
ܾ

 

 

lim
௫⟶଴

sin(ܽݔ)
ݔ

= ܽ 

 

lim
௫⟶଴

ݔ
sin(ܽݔ) =

1
ܽ
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  :بعض المتطابقات الشھیرة

1) 	sin(ܽ + ܾ) = sin ܽ cos ܾ + sin ܾ cos ܽ 

2)	cos(ܽ + ܾ) = cos ܽ cosܾ + sin ܽ sin ܾ 

3) sin ܽ − sin ܾ = 2 cos ቀ௔ା௕
ଶ
ቁ× sin ቀ௔ି௕

ଶ
ቁ 

4) cos ܽ − cos ܾ = −2 sin ቀ௔ା௕
ଶ
ቁ × sin ቀ௔ି௕

ଶ
ቁ 

5) sin 2ܽ = 2 sin ܽ cos ܽ 

6) cos 2ܽ = cosଶ ܽ − sinଶ ܽ 

7) cos 2ܽ = 1 − 2 sinଶ ܽ 

8) cos 2ܽ = 2 cosଶ ܽ − 1 

ݔ)(9 + ܽ)ଷ = ݔ) + ଶݔ)(ܽ − ݔܽ + ܽଶ) = ଷݔ − ଶݔ3ܽ + ଶܽݔ3 + ܽଷ 

ݔ)	(10 − ܽ)ଷ = ݔ) − ଶݔ)(ܽ + ݔܽ + ܽଶ = ଷݔ − ଶݔ3ܽ + ଶܽݔ3 − ܽଷ 
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 الباب الرابع 

العملیات الحسابیة في المتتالیات بالتطبیق على 
 النھایات 
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  :العملیات الحسابیة فى المتتالیات بالتطبیق على النھایات: 4-1

  :نظریة

,{௡ݕ}لتكن ,ܽمتتالیتین عددیتین متقاربتین من {௡ݔ}   فعندئذ  ܾ

lim
௡→ஶ

௡ݔ) ± (௡ݕ = ܽ ± ܾ 

  البرھان

௡ݔ,			௡→௕ݕحسب الفرض أن  → 0فعندئذ حسب التعریف من أجل إى عدد  ܽ < یوجد عددان  ߝ

,ଶ݊طبیعیان  ݊ଵ بحیث  

௡ݔ| − ܽ| <
ߝ
2
																						∀݊ ≥ ݊ଵ 

௡ݕ| − ܾ| <
ߝ
2
																	∀݊ ≥ ݊ଶ 

°nمن أجل  = max	(݊ଵ,݊ଶ)  ݊نجد بسھولة أنھ إذا كان° ≤   فإن  ݊

௡ݔ| − ܽ| <
ߝ
2

௡ݕ| − ܾ| <
ߝ
2

 

  :جدبناء على ذلك ن

௡ݔ| ± |௡ݕ − (ܽ ± ܾ) = ௡ݔ)| − ܽ) ± ௡ݕ) − ܾ)| ≤ ௡ݔ| − ܽ| + ௡ݕ| − ܾ| <
ߝ
2

+
ߝ
2

=  ߝ

  إذن المتتالیة 

௡ݔ) ± (௡ݕ → ܽ ± ܾ 

  :نظریة

,ܽمتتالیتین عددیتین متقاربتین من  {௡ݔ}{௡ݕ}لتكن   على الترتیب فعندئذ  ܾ
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lim
௡→ஶ

௡ݔ ∙ ௡ݕ = ܽ ∙ ܾ 

  البرھان

ً المقدار التالى معتمدین على خواص القیمة المطلقة    نحسب أولا

௡ݕ௡ݔ| − ܾܽ| = ௡ݕ௡ݔ| − ௡ݕܽ + ௡ݕܽ − ܾܽ| ≤ ௡ݕ௡ݔ| − |௡ݕܽ + ௡ݕܽ| − ܾܽ|

≤ ௡ݔ||௡ݕ| − ܽ| + ௡ݕ||ܽ| − ܾ| 	… ….		(1) 

 

0ومحدودة بالتالى یوجد عدد حقیقى  ܾتقاربیة من العدد  {௡ݕ}بما أن المتتالیة  < بحیث یكون  ݇

|௡ݕ| < 1من أجل جمیع  ݇ ≤   یحقق العلاقتین  ܯومن ثم یمكننا إیجاد  ݊

|ܽ| < |௡ݕ|																							݉ < ݉																												∀݊ ∈ ܰ							 

  فإنھ حسب التعریف التقاربى ௡→௔ݔبما أن 

0من إجل إى عدد حقیقى  <   بحیث تحقق المتراجحھ ଵ݊یمكننا إیجاد عدد طبیعى  ߝ

௡ିݔ| − ܽ| <
ߝ

ܯ2
																∀݊ ≥ ݊ଵ							(2)		 

௡ݕوبما أن  → ً نجد أنھ من أجل عدد حقیقى ܾ 0فایضا <  ଶ݊یمكننا إیجاد عدد طبیعى  ߝ

  بحیث تتحقق المتراجحھ 

௡ݕ| − ܾ| <
ߝ

	ܯ2
																															∀݊ ≥ ݊ଶ													(3) 

°݊من أجل  = max	(݊ଵ, ݊ଶ)  وذلك ) 3(,)2(نجد بسھولة أن المتراجحتین ً تحققان معا

∀݊ ≥ ݊° 

  نجد) 1(وبالتالى بالتعویض فى 

௡ݕ௡ݔ| − ܾܽ| < ܯ
ߝ

ܯ2
+ ܯ

ߝ
ܯ2

=  ߝ
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 : نظریة

ܾو ܾمتتابعة عددیة متقاربة من  {௡ݕ}لتكن  ≠ بحیث تحقق  °݊فإنھ یوجد عدد طبیعى  0

  المتراجحة 

|௡ݕ| >
|ܾ|
2
																													∀݊ ≥ ݊° 

  البرھان

|௕|من أجل العدد الحقیقى
ଶ

0و  <   بحیث تحقق المتراجحھ °݊یمكن إیجاد عدد طبیعى  ߝ

௡ݕ| − ܾ| <
|ܾ|
2
																						∀݊ ≥ ݊° 

  :وعندئذ یكون لدینا

|௡ݕ| = ௡ݕ)| − ܾ) + ܾ| ≥ |ܾ| − ௡ݕ| − ܾ| > |ܾ| −
|ܾ|
2

=
|ܾ|
2

> 0 

  :نظریة 

,{௡ݕ}لتكن   على الترتیب وإذا كانت المتتالیة ܽ,ܾمتتالیتین عددیتین تقاربتین من  {௡ݔ}

∀݊ ∈ ௡ݕ,		ܰ ≠ ܾوكان  0 ≠   :فإن 0

lim
௡→ஶ

൤
௡ݔ
௡ݕ
൨ =

ܽ
ܾ

 

  البرھان

 ً   :أولا

ฬ
௡ݔ
௡ݕ

−
ܽ
ܾ
ฬ = ฬ

௡ܾݔ − ௡ܽݕ
௡ܾݕ

ฬ =
௡ݔ)| − ܽ)ܾ + (ܾ − |ܽ(௡ݕ

|ܾ||௡ݕ| ≤
௡ݔ| − ܽ|

|௡ݕ| +
|ܾ − |ܽ||௡ݕ

|ܾ||௡ݕ|  
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|௡ݕ|حسب النظریة السابقة یكون  > |௕|
ଶ

݊∀وذلك لكل   ≥ ݊ଵ  0ولنفرض أن < عدد كیفى عندئذ  ߝ

௡ݔ،بما أن  →   :بحیث تحقق المتراجحھ  ଶ݊فإنھ یمكن إیجاد عدد طبیعى  ܽ

௡ݔ| − ܽ| <
|ܾ|ߝ

4
																									∀݊ ≥ ݊ଶ 

௡ݕوبما أن  →   بحیث تحقق المتراجحھ  ଷ݊فإنھ یوجد عدد طبیعى  ܾ

௡ݕ||ܽ| − ܾ| <
ଶܾߝ

4
 

°݊بفرض  = max	(݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷ)  نجد أنھ:  

ฬ
௡ݔ
௡ݕ
−
ܽ
ܾ
ฬ <

|ܾ|ߝ
4

∙
2

|ܾ| +
ଶܾߝ

4
1

|ܾ| ∙
2

|ܾ| = ݊∀																	ߝ ≥ ݊° 

 

  :الإنتقال إلى النھایات فى المتراجحات: 4-2

  :نظریة

௡ݔمتقاربة ،وكان  {௡ݔ}إذا كانت المتتالیة  ≥ 0∀݊ ∈   فإن ܰ

lim
௡→ஶ

௡ݔ ≥ 0 

  البرھان

ܽلو فرضنا العكس  < 0	, lim௡→ஶ ௡ݔ =   :وبالتالى حسب تعریف التقارب نجد أن  ܽ

∀ε > 0	,∃݊° ∈ ܰ		, ௡ݔ| − ܽ| < ݊∀										ߝ ≥ ݊° 

⇒ ܽ − ߝ < ௡ݔ < ܽ + ݊∀											ߝ ≥ ݊° 

0لو أخذنا  < ߝ < |௔|
ଶ

  وعوضنا بالطرف الأیمن من المتراجحھ السابقة نجد  
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௡ݔ <
ܽ
2

< 0 

  لكن ھذا یناقض الفرض لأن 

௡ݔ ≥ 0																			∀݊ ∈ ܰ 

  :نظریة

,{௡ݕ}إذا كانت  ௡ݔعلى الترتیب وكان  ܽ,ܾمتتالیتین متقاربتین من  {௡ݔ} ≤ فإن  ݊مھما یكن  ௡ݕ

ܽ ≤ ܾ  

  البرھان

௡ݕ)لنأخذ المتتالیة  −   حیث (௡ݔ

௡ݕ) − (௡ݔ ≥ 0															∀݊ ∈ ܰ 

  

  :فحسب النظریة السابقھ نجد

lim
௡→ஶ

௡ݕ) − (௡ݔ = lim
௡→ஶ

௡ݕ − lim
௡→ஶ

௡ݔ ≥ 0 

∴ 	 lim
௡→ஶ

௡ݕ ≥ lim
௡→ஶ

 ௡ݔ

  :نظریة 

,{௡ݕ}إذا كانت المتتالیتین  تحقق  {௡ݖ}وإذا كانت المتتالیة  ܽمتقاربتین من نقطة واحدة  {௡ݔ}

  المتراجحة

௡ݔ ≤ ௡ݖ ≤ ݊∀														௡ݕ ∈ ܰ 

ً من نفس النقطة  {௡ݖ}فإن المتتالیة    ܽتتقارب أیضا
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  البرھان

0من أجل إى عدد حقیقى  < ଵ,݊ଶ݊یمكننا إیجاد عددین طبیعیین  ߝ ∈   :بحیث تحقق المتراجحتان ܰ

ܽ − ߝ < ௡ݔ < ܽ + ݊∀															ߝ ∈ ݊ଵ 

ܽ − ߝ < ௡ݕ < ܽ + ݊∀															ߝ ∈ ݊ଶ 

°݊لنضع  = ݊∀عندئذ  (ଵ,݊ଶ݊)ݔܽ݉ ∈   :یكون لدینا °݊

ܽ − ߝ < ௡ݔ ≤ ௡ݖ ≤ ௡ݕ < ܽ + ݊∀													ߝ ≥ ݊° 

  :أي

ܽ − ߝ < ௡ݖ < ܽ +  ߝ

 .  ܽتتقارب من النقطة  {௡ݖ}وبالتالي المتتالیة 

  :اللامتناھیات فى الكبر واللامتناھیات فى الصغر: 4-3

 :اللامتناھیات فى الكبر -1
 

إذا كѧان مѧن أجѧل ) متباعѧدة(متتالیة عددیة ما، نقول عن ھذه المتتالیة أنھا لامتناھیة فѧى الكبѧر  {௡ݔ}لتكن 

0إى عدد  <   .بحیث تحقق المتراجحة  °݊یمكن إیجاد عدد طبیعى  ܯ

௡ݔ > ݊∀																	ܯ ∈ ݊° 

  :تحقق الشرط {௡ݔ}اى إذا كانت المتتالیة 

∀݉ > 0	,∃݊°(݉) ∈ ܰ	, ௡ݔ < +݉														∀݊ ∈ ݊° 

  :اى أن ∞+تكون متباعدة نحو  {௡ݔ}فإن المتتالیة 

lim
௡→ஶ

௡ݔ = +∞ 

  :الشرط {௡ݔ}إما إذا تحققت المتتالیة 

ܯ∀ > (ܯ)°݊∃,	0 ∈ ௡ݔ,ܰ < ݊∀																			ܯ− ≥ ݊° 
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  :اى أن ∞−تكون متباعدة نحو  {௡ݔ}فإن المتتالیة 

lim
௡→ஶ

௡ݔ = −∞ 

  ):1(مثال

݊تسعى نحو اللانھایة عندما  {3ଶ௡ିଵ}أثبت أن المتتالیة  →   اى ∞

lim
௡→ஶ

3ଶ௡ିଵ = ∞ 

  الحل

݉∀حسب التعریف  >   بحیث یحقق المتراجحة  ܯیتعلق ب  °݊یمكن إیجاد عدد طبیعى  0

௡ݔ > ܯ ⇒ 3ଶ௡ିଵ > ݊∀																		ܯ ≥  (ܯ)°݊

2݊)وبالتالى  − 1) log 3 > log݉ 

  اى أن

݊ >
1
2
൬

log݉
log 3

+ 1൰ 

  أصغر عدد طبیعى یحقق المتراجحة السابقة  °݊لو أخذنا 

݊° >
1
2
൬

log݉
log 3

+ 1൰ 

  ):2(مثال

  اثبت أن 

lim
௡→ஶ

(1 − 2݊) 
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 الحل

∀݉ > 0	∃݊°(݉) ∈ ܰ	, ௡ݔ < −݉												∀݊ ≥ ݊°(݉) 

(1 − 2݊) < −݉ ⇒ 2݊ − 1 > ݉ ⇒ ݊ >
1
2

(݉ + 1) 

  أصغر عدد طبیعى یحقق  المتراجحة السابقة  °݊بأخذ 

݊° >
1
2

(݉ + 1) 

  :عندئذ یتحقق تعریف التباعد اى

lim
௡→ஶ

(1 − 2݊) = ∞ 

  :خواص المتتالیات  اللامتناھیات فى الكبر

,{௡ݕ}لتكن    متتالتین عددیتین {௡ݔ}

lim௡→ஶمحدودة وكانت  {௡ݔ}لو فرضنا   )1( ௡ݕ =  فإن  ∞+

lim
௡→ஶ

௡ݔ) + (௡ݕ = +∞		, lim
௡→ஶ

(௡ݔ) − ௡ݕ = −∞ 

∀n ∈ N	وذلك		ݔ௡ ≠ 	أنحیث		0 lim
௡→ஶ

௡ݔ
௡ݕ

= 0 

 

௡ݕ → ௡ݔ					∞+ → +∞				 إذا كانت ) 2(   

  عندئذ

൝
lim
௡→ஶ

௡ݔ) + ௡ݕ = +∞)

lim
௡→ஶ

௡ݔ) ∙ ௡ݕ = +∞)  

ܾمتتالیة متقاربة من عدد  {௡ݕ}إذا كانت )3( ≠   وكانت  0
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lim
௡→ஶ

௡ݔ = +∞ 

  :فإن

lim
௡→ஶ

௡ݔ) ∙ (௡ݕ = ൬
+∞								݂ܾ݅ > 0
−∞											݂ܾ݅ < 0

 

  وكانت ܽمتقاربة من عدد  {௡ݕ}إذا كانت المتتالیة ) 4(

lim
௡→ஶ

௡ݔ = ±∞ 

  :فإن

lim
௡→ஶ

௡ݔ
௡ݕ

= 0 

  إذا كانت ) 5(

ܽ ≠ حیث					0 lim
௡→ஶ

௡ݔ = ܽ 

௡ݕ > 	حیث		0 lim
௡→ஶ

௡ݕ = 0 

  :فإن

lim
௡→ஶ

௡ݔ
௡ݕ

= ൬
+∞										݂݅	ܽ > 0
−∞											݂݅	ܽ < 0

 

 :اللامتناھیات فى الصغر -2

  متتالیة عددیة ما، نقول عن ھذه المتتالیة أنھا  لامتناھیة فى الصغر إذا كانت {௡ݔ}لتكن 

lim
௡→ஶ

௡ݔ = 0 

ܽاى حسب التعریف للنھایة المتتالیة حیث  =   :فأن  0

∀ε > 0			,∃݊° ∈ ܰ	, ௡ݔ| − 0| = |௡ݔ| < ݊∀												ߝ ∈ ݊° 
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  :مثال

݊تسعى نحو الصفر عندما  {௡ݔ}أثبت أن المتتالیة  → +∞  

  حسب التعریف

ߝ∀ > 0	,∃݊° ∈ ௡ݔ|			,	ܰ − 0| < ݊∀																																		ߜ ≥ ݊° 

 لو أخذنا ଴݊			أصغر عدد طبیعي یحقق المتراجحة السابقة فیكون قد تم المطلوب

):1(مثال  

حدھا العام أوجد نھایة المتتالیة التى  

௡ݔ =
sin ௡గ

ଶ
݊

																			݊ →  	عندما			∞

  الحل

lim
௡→ஶ

൥
sin ௡గ

ଶ
݊

൩ = lim
௡→ஶ

1
݊
	 ∙ lim
௡→ஶ

sin
ߨ݊
2

 

sinلكن المتتالیة  ௡గ
ଶ

	ଵھى متتالیة محدودة والمتتالیة  
௡
→ ݊عندما   0 → ∞  

  وحسب البند الأول من النظریة السابقة فإن المتتالیة 

sin ௡గ
ଶ

݊
݊ → ∞ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 				0 
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 الباب الخامس 
 مستخلص البحث 

 المراجع 
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  :مستخلص البحث 

 ویمثــل خلاصــة أو نتــائج مــا:تــم فــى البحــث فــى الفصــول الســابقة  فـي هــذا الفصــل ســوف نــوجز مــا

  :علیة الباحثون ویتلخص فى الأتي)تعرف(توصل 

  هو  ܾ الحقیقيیقال أن العدد (تناول الباحثون فى الفصل الأول تعریف النهایة حیث جاء التعریف كما یلى

ݔعند النقطة  (ݔ)݂نهایة الدالة  = εإذا كان لكل  ܽ > δیوجد  0 >   :بحیث أن 0

ݔ∀ ∈ :ܩ 0 < ݔ| − ܽ| < ߜ ⇒ (ݔ)݂| − ܾ| <  ߝ

 ܾفـإن هـذا یسـتلزم أن تكـون قـیم الدالـة قریبـة جـداً مـن العـدد  ܽهى نهایـة دالـة مـا عنـد النقطـة  ܾإذا كانت 

  )ܽتكون قریبة قرباً كافیاً من  ݔعندما 

وتطرقوا إلى النهایة من الطرف الأیمن والطرف الأیسر بالتعریف وبعـض الأمثلـة حیـث جـاء التعریـف كمـا  

  :یلى

,ܽمعرفـاً علـى  ݂أفرض (   مـن الیمـین وتقتـرب  ܽتقتـرب مـن  ݔدما عنـ (ݔ)݂هـو نهایـة  ܮنقـول للعـدد  ܿ

εمن الیسار إذاً لكل  ܿمن  > 0یوجد 0 >   :ویحقق 			ߜ

0 < ݔ − ܽ < ߜ ⇒ (ݔ)݂| − |ܮ <  ߝ

  :وتكتب 

lim
௫→௔శ

(ݔ)݂ =  ܮ

  من الیمین موجوده ݂ونقول نهایة 
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−δ < ݔ − ܿ < 0 ⇒ (ݔ)݂| − |ܮ <  ߝ

  :وتكتب

lim
௫→௖ష

(ݔ)݂ =  ܮ

  من الیسار موجوده ݂ونقول نهایة  

  :مثلاً 

lim
௫→ଵశ

ଶݔ − ݔ√2 − 1 = 1 − 2√0 = 1 

 

lim
௫→଴ష

ଶݔ − ݔ√2 + 1 = 0 − 2√0 + 1 = −2 

وتطـرق البــاحثون أیضــاً للنهایــات بأوضــاع تعینهــا إلــى أربعــة بــالتعریف وبالتمثیــل ونــوجز هــذه الأوضــاع فــى 

  :الأتى 

଴(ینتهى فیها البسط والمقام فى آن واحد نحو الصفر )1(
଴
( 

ஶ(ینتهى فیها البسط والمقام نحو  )2(
ஶ
( 

 ∞−∞الشكلحالة عدم التعین من  )3(

0حالة عدم التعین من الشكل  )4( × ∞  

تــم إثبــات بعــض نظریــات النهایــات الأساســیة حیــث تمثــل حجــر أســاس بالنســبة لأعلــى :وفــى الفصــل الثــانى 

  :النظریات والتطبیقات فى التحلیل الحقیقى و التفاضل والتكامل ویمكن إختصارها فى الأتى

 نهایة مجموع دالتین تساوى مجموع نهایتى الدلتین  - 1
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lim
௫→௔

(ݔ)݂ + (ݔ)݃ = lim
௫→௔

(ݔ)݂ + lim
௫→௔

 (ݔ)݃

  عدد ثابت فأن ܿالضرب بثابت ،لاى  - 2

lim
௫→௔

(ݔ)݂ܿ = ܿ lim
௫→௔

 (ݔ)݂

  نهایة حاصل ضرب دالتین تساوى حاصل ضرب نهایتى الدالتین - 3

lim
௫→௔

(ݔ)݂ ∙ (ݔ)݃ = lim
௫→௔

(ݔ)݂ ∙ lim
௫→௔

 (ݔ)݃

,݉أى أن .فإنهـا متفــردة  ܽعنــد ݂إذا وجـدت نهایــة إقتـران مــا ) تفـرد النهایــة( - 4 عنــد  ݂همـا نهایتــا  ܮ

݉فإن  ܽ =  ܮ

وفــى الفصــل الثالــث تعــرف البــاحثون علــى نظریــة الســندویتش حیــث تمثــل مشــكلة البحــث وموضــوع الدراســة 

وتنــاول البــاحثون النظریــة بالإثبــات وتطرقــوا إلــى بعــض النظریــات المتعلقــة بهــا ومــع بعــض الأمثلــة وتــنص 

  :تش على الأتى نظریة السندوی

(ݔ)݂أفرض ( ≤ (ݔ)݃ ≤ ℎ(ݔ)  نفسها إذا ܽالا ربما عند  ܽفى فترة المفتوحة  حول  ݔلجمیع:  

lim
௫→௔

(ݔ)݂ = lim
௫→௔

ℎ(ݔ) =  ܮ

  فإن 

lim௫→௔ (ݔ)݃ =  (   ܮ

فى الفصـل الرابـع تنـاول البـاحثون العملیـات الحسـابیة فـى المتتالیـات بـالتطبیق علـى النهایـات  حیـث تطرقـوا 

نظریــات توضــح كیفیــة العملیــات كالجمع،الطرح،الضــرب والقســمه  بالبرهــان ویمكــن توضــیح النظریــات إلــى 

  :كما یلى 
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,{௡ݕ}لتكن  - 1 ,ܽمتتالیتین عددیتین متقاربتین من {௡ݔ}   فعندئذ ܾ

lim
௡→ஶ

௡ݔ) ± (௡ݕ = ܽ ± ܾ 

,{௡ݕ}لتكن  - 2  على الترتیب فعندئذ ܽ,ܾمتتالیتین عددیتین متقاربتین من {௡ݔ}

lim
௡→ஶ

௡ݔ ∙ ௡ݕ = ܽ ∙ ܾ 

,{௡ݕ}لــــتكن  - 3 ذا كانــــت المتتالیــــة  ܽ,ܾمتتــــالیتین عــــددیتین متقــــاربتین مــــن  {௡ݔ} علــــى الترتیــــب وإ

௡ݕ ≠ 0	ܾ ≠ ݊∀وكان		0 ∈  :فإن ܰ

lim
௡→ஶ

൤
௡ݔ
௡ݕ
൨ =

ܽ
ܾ

 

  .وتم دراسة تقارب وتباعد المتتالیات بالبرهان والتعرف على بعض الخواص علیها
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