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  إستھلال
  

و قال الملك أئتوني بھ أستخلصھ لنفسي فلما كلمھ قال إنك الیوم لدینا مكین " قال تعالي 
  ) "55(قال أجعلني علي خزائن الأرض إني حفیظ علیم ) 54(أمین 

  سورة یوسف
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 ءالإھدا
  إلي من جرع الكأس فارغا لیسقینا قطرة حب

  إلي من كلٌت أناملھ لیقدم لنا لحظة سعادة

  إلي من حصد الأشواك من دربنا لیمھد لنا طریق العلم

  .إلي القلب الكبیر والدنا العزیز

  إلي من ارضعتنا الحب و الحنان

  إلي رمز الحب و بلسم الشفاء

  .والدتنا الحبیبة إلي القلب الناصع بالبیاض 

  إلي القلوب الطاھرة الرقیقة و النفوس البریئة

  إلي ریاحین حیاتنا أخوتنا الاعزاء

  .إلي الارواح التي سكنت تحت تراب الوطن الشھداء العظام 

الأن تفتح الأشرعة و ترفع المرساه لتنطلق السفینة في عرض بحر واسع مظلم ھو بحر 
  لا قندیل الذكریات الحیاة و في ھذه الظلمة لا یضئ إ

  .إلي الذین احببتھم و احبوني أصدقائي 

إلي الذین بذلو حمل جھد و عطاء لكي نصل الي ھذه اللحظة أساتذتنا الكرام و لا سیما 
  .محمد حسن محمد خبیر : الدكتور الفاضل
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  العرفان والشكر 
  

الحمد الله الذي فضل الحمد الله الذي خلق السماوات و الارض و جعل الظلمات و النور و 
و نصلي و نسلم علي " ھل یستوي الذین یعلمون و الذین لا یعلمون " العلم علي الجھل فقال 

  .الحبیب المصطفي صلي االله علیھ و سلم و علي آلھ و صحبھ الطاھرین 

و نحمدك علي تمام صحتنا و توفیقك لنا في إتمام ھذا البحث و نتقدم بوافر الشكر و التقدیر 
فان لادارة جامعة السودان الذین كانو لنا خیر معین و جمیع العاملین بالجامعة الذین و العر

محمد حسن محمد خبیر : ھیئوا لنا البیئة الدراسیة كما نخص شكرنا و تقدیرنا للدكتور
تكرمت بالاشراف علي ھذا البحث في جمیع مراحلھ و كان لتوجیھھ وارشاده اكبر الأثر في 

  .یاز الكثیر من العقبات نسأل االله أن یجزلھ عنا خیر الجزاء تذلیل الصعاب و إجت

  االله الموفق
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  ملخص البحث
في ھذا البحث تناولنا معادلة الحرارة من ناحیة التكوین الفیزیائي من خلال صیاغة 

معادلات تدفق الحرارة و نقل الحرارة ومن خلال التوصیل و الحمل الحراري و اشتقاق 
حراري كمثال في قضیب احادي الابعاد ایضا تناولنا وصف درجة الحرارة التوصیل ال

  .المستقرة و توضیح الشروط الابتدائیة و الحدیة في حالاتھا المختلفة 

تناولنا في الباب الثاني اشتقاق مسائل التدفق الحراري في بعدین و ثلاثة ابعاد مكانیة و 
  .تطبیق نظریة التباعد في التدفق الحراري 

الباب الثالث وجدنا حل معادلة الحرارة باستخدام طریقة فصل المتغیرات و ناقشنا  في
مسائل القیمة الحدیة و المعادلات التي تعتمد علي الزمن بتعیین القیم الذاتیة و الدوال الذاتیة 

  .و وجدنا الحلول لبعض الامثلة و المسائل 
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  الرحمن الرحیم االله بسم

  معادلة الحرارة
)૚ـ૚ ( مقدمة: -  

نود ان نناقش حل المسائل الابتدائیة التي تحتوي المعادلات التفاضلیة الجزئیة ، و انواع من 

المعادلة التفاضلیة الجزئیة ھي . الھندسة المسائل التي تنشا في مختلف مجالات العلوم و 

  ،المعادلة الریاضیة التي تحتوي علي مشتقات جزئیة مثلا 
ݑ߲
ݐ߲

+ 3
ݑ߲
ݔ߲

=         (1ـ1)                     0

,ݔ)ݑیمكننا ان نبدأ دراستنا عن طریق تحدید ما ھي الدالة  و لكن نحن نفضل ان نبدا ،   (ݐ

لدینا  ،تقنیات ریاضیة ، الاول ، من خلال التحقیق في مشكلة فیزیائیة نفعل ذلك لسببین 

علي الارجح سیكون من اكبر فائدة عندما یصبح من الواضح ان ھذه الاسالیب ھي تحلیل 

ئیة تحفز العدید و سوف نجد في الواقع ان الاعتبارات الفیزیا،  الثاني. المسائل الفیزیائیة 

  .من التطورات الریاضیة 

العدید من المجالات المتنوعة في مجال الھندسة و العلوم الفیزیائیة تعتمد علي دراسة 

لا توجد قائمة یمكن ان تكون شاملة لكن الامثلة التالیة تعطینا . المعادلات التفاضلیة الجزئیة 

: دراسة المعادلات التفاضلیة الجزئیة  شعورا لنوع من المجالات التي تعتمد بشكل كبیر علي

، دینامیكا السوائل ، الدینامیكا الكھربائیة ، المرونة ، الدینامیكا الحراریة ، الصوتیات 

، علم المحیطات ، الارصاد الجوي ، نقل الحرارة ، ) الموجات المتداخلة(الجیوفیزیاء 

  .میكانیكا الكم ، ) لغازات المتاینةالسوائل و ا(فیزیاء السوائل ، ھندسة البترول ، البصریات 

  :و سوف نتابع فلسفھ معینة من الریاضیات التطبیقیة التي تحل مشكلة لھا ثلاثة مراحل 

 صیغة )1

 حل )2

 وصیفت )3
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و تتسبب الطاقة ، نبدا من خلال صیاغة معادلات تدفق الحرارة واصفا نقل الطاقة الحراریة 

ن العملیات الاساسیة تجري من اجل الطاقة اثنین م، الحراریة من تفاعلات المادة الجزئیة 

نتائج التوصیل من اصطدام الجزیئات . التوصیل والحمل الحراري : الحراریة للتحرك 

و ھكذا ، المجاورة التي یتم نقل الطاقة الحركیة للاھتزاز من جزئ واحد الي اقرب جاراتھا 

ات نفسھا لا تتحرك من انتشرت الطاقة الحراریة عن طریق التوصیل حتي لو كانت الجزیئ

بالاضافة اذا تحرك جزئ مھتز من منطقة الي اخري فانھ یاخذ ، موقعھا بشكل ملحوظ 

من اجل . الطاقة الحراریة معھ و یسمي ھذا النوع من الطاقة الحراریة الحمل الحراري 

سندرس تدفق الحرارة فقط في الحالات التي ، البدء في دراستنا مع مسائل بسیطة نسبیا 

و . ون فیھا التوصیل من الطاقة الحراریة ھي اكثر اھمیة بكثیر من الحمل الحراري یك

سوف نقوم بذلك في تدفق الحرارة في المقام الاول في حالة المواد الصلبة علي الرغم من 

و ھو ایضا عن طریقة التوصیل في المقام ) السوائل و الغازات(نقل الحرارة في السوائل 

  .عة السائل صغیرة بما فیھ الكفایة اذا كانت سر. الاول 

)૚ـ૛(  اشتقاق التوصیل الحراري في قضیب احادي الابعاد: -  

نبدا من خلال النظر للقضیب من منطقة مستعرضة ثابتة موجھھ :  كثافة الطاقة الحراریة

ݔمن ( ݔفي اتجاه  = ݔالي    ݋ = و نحن نقدم مؤقتا كمیة    (1ـ2ـ1)في الشكل) ܮ

الطاقة الحراریة لكل وحدة حجم كمتغیر غیر معروف و الذي یطلق علیھ كثافة الطاقة 

  : الحراریة
  

,ݔ)݁ ≡ كثافة الطاقة الحراریة   (ݐ

  

ابسط طریقة . قضیب ھو ذات بعد واحد ،  و نحن نفترض ان جمیع الكمیات الحراریة ثابتة

للبدایة ھي عزل مساحة السطح الجانبي للقضیب و لذلك طاقة حراریة یمكن ان تمر من 
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یتوافق مع الحالة التي یكون فیھا القضیب لیس  ݐ و ݔالاعتماد علي ، خلال السطح الجانبي 

  .واحد الي اخرو كثافة الطاقة الحراریة تختلف من مقطع عرضي ، ساخنا بانتظام 

  
قضیب احادي الابعاد مع الطاقة الحراریة التي تتدفق داخل و خارج : (1ـ2ـ1)الشكل 

  .شریحة رقیقة 

ݔنعتبر شریحة رقیقة من القضیب الوارد بین :  الطاقة الحراریة + كما ھو    ݔ و ݔ∆

اذا كانت كثافة الطاقة الحراریة ھي ثابتة في جمیع انحاء ،  (1ـ2ـ1)موضح في الشكل 

و . ثم مجموع الطاقة في الشریحة ھو ناتج من كثافة الطاقة الحراریة و الحجم ، الحجم 

,ݔ)݁صغیرة جدا فان  ݔبشكل عام كثافة الطاقة لیست ثابتة ومع ذلك اذا كانت  قد  (ݐ

  تقترب باعتبارھا ثابتة خلال الحجم بحیث 

,ݔ)݁   الطاقة الحراریة  =           ݔ∆ ܣ(ݐ

  

  . ھو حجم الشریحة ݔ∆ ܣحیث ان 

ݔالطاقة الحراریة بین :  الحفاظ علي الطاقة الحراریة + تتغیر مع الزمن لسبب    ݔ و  ݔ∆

ݔ )ان  الطاقة الحراریة تتدفق عبر حواف  + و الطاقة الحراریة المتولدة في  ( ݔ  و ݔ∆

و من المقرر ان لا تتدفق ) بسبب مصادر ایجابیة او سلبیة من الطاقة الحراریة(الداخل 

المعادلة ، الطاقة الحراریة عبر السطح الجانبي لاننا نفترض ان السطح الجانبي معزول 

  التي توصف تدفق الحرارة الاساسیة ھي 
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  الحراریة المتدفقة              الطاقة الحراریة المتولدة داخل معدل التغیر في        الطاقة

  وحدة الزمن+      عبر الحدود في وحدة الزمن   =   الطاقة الحراریة  

  بالنسبة للزمن 

  

و معدل التغیر في الطاقة ، و ھذا ما یسمي الحفاظ علي الطاقة الحراریة لشریحة صغیرة 

  الحراریة ھو
ப
ப୲

,ݔ)݁]    [ݔ∆ ܣ (ݐ

பحیث المشتقة الجزئیة 
ப୲

  .یعتبر مثبتا  ݔتستخدم لان    

نقدم . تدفقات الطاقة الحراریة الي الیمین او الیسار في قضیب احادي البعد :  تدفق الحرارة

  التدفق الحراري
,Ф(x) = كمیة الطاقة الحراریة في وحدة الزمن التي تتدفق علي الیمین في مساحة الوحدة(التدفق الحراري  t) 

  

,ݔ)∅ اذا كان (ݐ < الطاقة الحراریة  .فھذا یعني ان الطاقة الحراریة تتدفق الي الیسار  0

  المتدفقة في وحدة الزمن عبر الحدود في شریحة ھي

,ݔ)∅ – ܣ (ݐ ݔ)∅  + ,ݔ∆  (ݐ

حیث التدفق الحراري ھو تدفق في وحدة المساحة و یجب ان یكون مضروبا في مساحة 

,ݔ)∅السطح اذا  (ݐ > ݔ)∅،  0 + , ݔ∆ (ݐ >  (1ـ2ـ1)كما ھو موضح في الشكل   0

تساھم في زیادة الطاقة الحراریة في  ݔو الطاقة الحراریة المتدفقة في وحدة الزمن في 

ݔالشریحة في حین تدفق الحرارة في  +   .یقلل من الطاقة الحراریة   ݔ∆
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 (૚ـ૜) مصادر الحرارة : -  

  :الحراریة لمصادر الداخلیة للطاقة لنسمح ایضا  

,ݔ)ܳ= الطاقة الحراریة لكل وحدة حجم متولدة في وحدة الزمن     (ݐ

 

,ݔ)ܳ، ربما بسبب التفاعلات الكیمیائیة او التدفئ الكھربائي  ھو ثابتا تقریبا في الفضاء  (ݐ

و بالتالي فان مجموع الطاقة الحراریة المتولدة في وحدة الزمن في شریحة ، لشریحة رقیقة 

,ݔ)ܳ . رقیقة تقریبا ھي    ݔ∆ ܣ (ݐ

معدل التغیر في الطاقة الحراریة ھو بسبب :  )شریحة رقیقة( التحفظ علي الطاقة الحراریة

  .الطاقة الحراریة التي تتدفق عبر الحدود و مصادر داخلیة 
߲
ݐ߲

,ݔ)݁ ]  [ ݔ∆ ܣ(ݐ ≈ ,ݔ)∅ ܣ(ݐ − ݔ)∅ + ,ݔ∆ ܣ(ݐ + ,ݔ)ܳ  (2ـ1)          ݔ∆ ܣ(ݐ

لیست دقیقة لان كمیات مختلفة تم افتراضھا ان تكون ثابتة تقریبا لشریحة  (2ـ1)المعادلة 

ݔ∆یصبح دقیقا عندما  (2ـ1)ندعي ان . تعرضة صغیرة مس → قبل اعطاء اشتقاق .  0

ݔ∆سنحاول فقط لشرح الافكار الاساسیة عندما ، ) و صرامة ریاضیا(حذرا  → في .  0

    الحد

ݔ  → 0لا یعطي معلومات مثیرة للاھتمام اي  (2ـ1)كما في  0 = لكن اذا قسمنا اول .  0
ݔ∆و من ثم اتخاذ الحد ݔ∆  مرة من قبل  →   نحصل علي ،  0

߲݁
ݐ߲

=  ݈݅݉
∆௫→଴

, ݔ)∅ (ݐ − ݔ)∅ + , ݔ∆ (ݐ
ݔ∆

 + ,ݔ)ܳ   (3ـ1)             (ݐ

مع عدم وجود (ندعي ان ھذه النتیجة ھي مضبوطة . حیث تم الغاء منطقة مستعرضة ثابتة 
في ھذه العملیة الحد .  (3ـ1)في = ب  (2ـ1)في  ≈و بالتالي نستبدل ، ) اخطاء صغیرة
ݔ∆ → 0 ,   :نجد ، بناء علي ذلك من تعریف الاشتقاق الجزئي . یكون ثابت  ݐ
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  (4ـ1)        

  

الاشتقاق بدیل للحفاظ علي الطاقة الحراریة لدیھ :  )الدقیق(الحفاظ علي الطاقة الحراریة 
الحساب التقریبي الناتج من عملیة الحد . میزة لدینا لا تقتصر علي شرائح صغیرة 

ݔ∆) → ݔ)نعتبر اي جزء محدود . یتم تجنبھ  (0 = ݔ  الي ܾ = من قضیب  ( من ܽ
سوف نقوم بالتحقیق في الحفاظ علي الطاقة )  1ـ2ـ2 لانظر الشك(      احادي البعد 

∫مجموع الطاقة الحراریة ھو . الحراریة في ھذا الجزء  ,ݔ)݁ (ݐ ௕ݔ݀
௔  مجموع المساھمات

مره اخري فانھا تتغیر فقط بسبب الطاقة الحراریة التي تتدفق . من الشرائح الغیر منتھیة 
ݔ(من خلال الحواف الجانبیة        = ݔو  ܽ = لطاقة الحراریة المتولدة داخل و ا) ܾ

  :ینتج ) ܣبعد الغاء الثابت (المنطقة و بالتالي 

 

  (5ـ1)    

  

  

  .الطاقة الحراریة التي تتدفق داخل و خارج شریحة محدودة من قضیب :  (2ـ2ـ1)الشكل 

ௗو ھي مشتقة عادیة ، من الناحیة الفنیة 
ௗ௧

∫بما ان  (5ـ1)یظھر في   ݁ ௕ݔ݀
௔ یعتمد فقط   

  :لذلك  ݔلا علي ،  ݐعلي 

݀
ݐ݀

 න ݁ ݔ݀
௕

௔
=  න

߲݁
ݐ߲

௕

௔
 ݔ݀

߲݁
ݐ߲

=  −
߲∅
ݔ߲

+  ܳ 

݀
ݐ݀

 න ݁  ݔ݀
௕

௔
= ∅(ܽ, (ݐ − ∅(ܾ, (ݐ + න ܳ ݔ݀

௕

௔
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ھذا یتحقق حیث المشتقة العادیة داخل ) . مستمرة eو اذا كانت (ھي ثوابت  bو  aاذا كانت 
 (5ـ1)اي حد في . و بالتالي یجب ان تحل محلھا مشتقة جزئیة ، ثابت  ݔالتكامل مع حفظ 

  :ھو الان تكامل عادي اذا لاحظنا ان 

∅(ܽ , (ݐ − ∅(ܾ , (ݐ =  − න
߲∅
ݔ߲

௕

௔
 ݔ݀

  بناء علي ذلك ) . مستمرة ∅و ھذا یكون صحیحا اذا كانت (

න ൬
߲݁
ݐ߲

+ 
߲∅
ݔ߲

− ܳ൰
௕

௔
= 0  

یجب ان یكون المنطقة تحت ، اختیاریة  bو aیجب ان یكون ھذا التكامل صفرا لاي 
ھذا ممكن فقط اذا كانت الكمیة المتكاملة في حد ذاتھا .  المنحني صفرا لاي حدود اختیاریة

 كما یلي  (3ـ2ـ1)و بالتالي یصبح .  تساوي الصفر

  (6ـ1) 

  

.  (6ـ1)قانون الحفظ للتكامل ھو اكثر جوھریة من الشكل التفاضلي ،   (5ـ1)المعادلة 
شرح . صالحة في الحالة المعتادة التي فیھا المتغیرات الفیزیائیة مستمرة   (6ـ1)المعادلة 

∅డمزید من الطرح السابق  
డ௫

∅డ     اذا كان، في النظام مثلا   
డ௫

> في الفترة      0
ܽ ≤ ݔ ≤ الحرارة تتدفق الي الیمین اكثر .  ݔدالة متزایدة في ∅ حراري فان التدفق ال  ܾ

ݔعند  = ݔمما في   ܾ = ܾعلي افتراض ان ( ܽ > اھمال اي اثار (و بالتالي ) ܽ
ݔالطاقة الحراریة یجب ان تتناقص بین ) ܳللمصدر  = ݔو   ܽ = لوجود علامة ،  ܾ

  . (6ـ1)السالب في 

  عادة ما توصف المواد بدرجة حرارتھا :  درجة الحرارة و الحرارة النوعیة

  

,ݔ)ݑ= درجة الحرارة   (ݐ
  

  . لا بكثافتھا الحراریة 

߲݁
ݐ߲

=  −
߲∅
ݔ߲

+  ܳ 
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جعل الفیزیائیون یدركون ان اختلاف المواد ، وجود تجارب دقیقة  1700في منتصف عام 
او (و ھذا یتطلب ادخال الحرارة النوعیة . یؤدي الي الاختلاف في نقل درجة الحرارة 

  ) :الحراریةالسعة 

  ܿ= الطاقة الحراریة التي یجب ان تزود بھا كتلة وحدة من مادة لرفع   (الحرارة النوعیة 
  )درجة الحرارة في وحدة واحدة                                                                   

  

مد علي درجة لاي مادة تعت ܿبشكل عام من التجارب و من تعریف الحرارة النوعیة 
 0الطاقة الحراریة اللازمة لرفع كتلة في درجة حرارة ، علي سبیل المثال ،  ݑالحرارة  

مئویة  85قد تختلف عن الطاقة الحراریة اللازمة لرفع كتلة ، مئویة الي درجة مئویة واحدة 
  .مئویة لنفس المادة  86الي 

,ݔ)݁ الطاقة الحراریة في شریحة رقیقة ھي:  الطاقة الحراریة و مع ذلك فانھ ،   ݔ∆ ܣ (ݐ
مئویة  0یعرف ایضا باسم الطاقة اللازمة لرفع درجة حرارة من درجة الحرارة المرجعیة 

,ݔ)ݑالي درجة الحرارة الفعلیة  و ، الحرارة النوعیة ھي مستقلة عن درجة الحرارة .   (ݐ
,ݔ)ݑ (ݔ)ܿالطاقة الحراریة لكل وحده كتلة ھو مجرد  و نحن بالتالي بحاجة الي .   (ݐ

  ، (ݔ)ߩادخال كثافة الكتلة 

 (ݔ)ߩ) = الكتلة لكل وحدة حجم ( كثافة الكتلة 
  

مجموع . بتاویل قضیب یتالف من مواد غیر منتظمة ،  ݔو السماح لھا ان تختلف مع 
مجموع الطاقة الحراریة في اي شریحة رقیقة .  ݔ∆ ܣ ߩالشریحة رقیقة  

,ݔ)ݑ (ݔ)ܿ   و ھكذا تصبح المعادلة،  ݔ∆ ܣ ߩ (ݐ

,ݔ)݁ = ݔ∆ ܣ (ݐ ,ݔ)ݑ (ݔ)ܿ   ݔ∆ ܣ ߩ (ݐ

  بھذه الطریقة نكون قد وضحنا العلاقة بین الطاقة الحراریة و درجة الحرارة 

             (7ـ1)      
  

وحدة حجم تساوي الطاقة الحراریة لكل وحدة كتلة في ھذا و یذكر ان الطاقة الحراریة لكل 

  عندما یتم حذف) الكتلة لكل وحدة حجم . ( اوقات درجة الحرارة وحدة الاوقات كثافة الكتلة 

او  (4ـ1)الحفاظ علي الطاقة الحراریة ،  (7ـ1)كثافة الطاقة الحراریة باستخدام المعادلة 
  :یصبح في الصورة  (5ـ2ـ1)

,ݔ)݁ (ݐ = ,ݔ)ݑ (ݔ)ߩ (ݔ)݁  (ݐ
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)8 -1(  

  

درجة الحرارة . تعتبر معادلة واحدة في اثنین من المجاھیل  (8ـ1)عادة :  قانون فورییر
,ݔ)ݑ ,ݔ)∅) تدفق في وحدة المساحة في وحدة الزمن ( و التدفق الحراري   (ݐ كیف .  (ݐ

نحن بحاجة الي تعبیر عن علاقة تدفق ، و بعبارة اخري  ؟و لماذا تتدفق الطاقة الحراریةَ 
اولا نلخص خصائص معینة عن تدفق الحرارة التي . الطاقة الحراریة مع درجات الحرارة 

  :نعرفھا جمیعا 

 . لا یوجد تدفق للطاقة الحراریة ، اذا كانت درجة الحرارة ثابتة في منطقة  )1
تتدفق الطاقة الحراریة من المنطقة  ،اذا كانت ھنالك اختلافات في درجة الحرارة  )2

 .الساخنة الي المنطقة الباردة 
 .زادت تدفق الطاقة الحراریة ) لنفس المواد ( كلما زادت الاختلافات في درجة الحرارة  )3
حتي مع نفس الاختلافات في درجة ، تدفق الطاقة الحراریة یختلف لمواد مختلفة  )4

 .الحرارة 

فضلا عن العدید من ( و لخصھم  4ـ  1عرف الخصائص من )  1768ـ 1830( فورییر 
  : بواسطة الصیغة) التجارب 

)9 -1(  

  

డ௨الان . المعروف باسم قانون فورییر للتوصیل الحراري 
డ௫

و ، ھو مشتقة درجة الحرارة   

انھا تمثل الاختلافات في درجة ، ) ݐلثابت  ݔبوصفھ دالة في (ھو میل درجة الحرارة 

توضح ان تدفق الحرارة یتناسب مع الفرق  (9ـ1) المعادلة ) . لكل وحدة طول(الحرارة 

 ݔتزداد كلما ازدادت  ݑاذا كانت درجة الحرارة ) . لكل وحدة طول(في درجة الحرارة 

డ௨بمعني درجة الحرارة اكثر سخونة الي الیمین  (
డ௫

> ان ) 2خاصیة ( فاننا نعلم)  0

معامل .  (9ـ1)تدفقات الطاقة الحراریة تكون الي الیسار و ھذا ما یفسر الاشارة السالبة في 

. یقیس قدرة المواد في التوصیل الحراري و یسمي الموصلیة الحراریة ،  ଴݇التناسب 

ادة یعتمد علي الم ଴݇، التجارب تشیر الي ان المواد المختلفة توصل الحرارة بشكل مختلف 

డ௨ (ݔ)ߩ (ݔ)ܿ
డ௧

= − డ∅
డ௫

 + Q 

∅ =  − ݇଴  
ݑ߲
ݔ߲

 



10 
 

مع نفس الاختلافات في ، اكبر كلما كان تدفق الطاقة الحراریة كبیرا  ଴݇كلما كان . المعینة 

سیكون توصیلھا ضعیفا للطاقة  ଴݇المادة ذات القیمة المنخفضة ل . درجة الحرارة 

، لقضیب یتالف من مواد مختلفة ) . و ھي مناسبة و مثالیة لتوصیلات المنازل. (الحراریة 

݇଴ التجربة تبین ان التوصیل الحراري لمعظم ، بالاضافة الي ذلك .  ݔدالة في  تكون

   المواد یختلف عند درجات حرارة مختلفة

  ݇଴ (ݔ, الاعتماد علي درجة ،  ܿلكن فقط كما ھو الحال مع الحرارة النوعیة .   (ݑ
ننا نفترض ان فا، و بالتالي ، الحرارة غالبا ما تكون غیر مھمة في المسائل التطبیقیة 

عادة سوف نناقش قضیب منتظم حیث .   ݔ ଴݇،  ݔتعتمد فقط علي  ଴݇الموصلیة الحراریة 
݇଴  ثابت . 

یتم استبدالھ في الحفاظ علي معادلة الطاقة  (9ـ1)اذا قانون فورییر :  معادلة الحرارة
  :النتائج للمعادلة التفاضلیة الجزئیة ،  (8ـ1)الحراریة 

   

)10 -1(    
  

و المجھول الوحید ھو ، كما یعطي وجود  ܳنحن عادة نعتقد من مصادر الطاقة الحراریة 
,ݔ)ݑدرجة الحرارة  كلھا تعتمد علي المادة و  ܿ،  ߩ،  ଴݇المعاملات الحراریة .  (ݐ

كلھا  ܿ،  ߩ،  ଴݇التي ، في مسالة خاصة من قضیب موحد .  ݔبالتالي قد یكون من الدوال 
  تصبح  (10ـ1)المعادلة التفاضلیة الجزئیة ، ثوابت 

 ߩ ܿ
ݑ߲
ݐ߲

=  ݇଴ డ
మ௨

డ௫మ +  ܳ 

= ܳلا توجد مصادر ، اذا بالاضافة  المعادلة التفاضلیة ،  ߩ ܿثم بعد قسمة الثابت ،  0 
 الجزئیة تصبح 

)11 -1(  

  

  ، kحیث الثابت 

 ߩ ܿ
ݑ߲
ݐ߲

 =  
߲

ݔ߲
 ൬ ݇଴  

ݑ߲
ݔ߲

 ൰ +  ܳ 

ݑ߲
ݐ߲

= ݇ 
߲ଶݑ
 ଶݔ߲
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݇ =  
݇଴

ߩ ܿ
 

الموصلیة الحراریة مقسوما علي ناتج الحرارة النوعیة و كثافة ، یسمي الانتشاریة الحراریة 
انھ لا یتوافق مع مصادر و ، ھي غالبا ما تسمي معادلة الحرارة  (11ـ1)المعادلة . الكتلة 

 (11ـ1)، اذا الطاقة الحراریة تتركز في البدایة في مكان واحد . خصائص حراریة ثابتة 
. عملیة فیزیائیة تعرف باسم الانتشار ، سوف تصف كیف تنتشر الطاقة الحراریة بھا 

الحرارة تحقق نفس المعادلة التفاضلیة الجزئیة الكمیات الفیزیائیة الاخري الي جانب درجة 
الكثافة ، مثال ذلك . یعرف ایضا باسم معادلة الانتشار  (11ـ1)لھذا السبب . (11ـ1)
,ݔ)ݑ في  (9ـ1)نجد ان معادلة الانتشار ) مثل العطور و الملوثات ( للمواد الكیمیائیة  (ݐ

  .بعض الحالات ذات بعد واحد 

لمعادلات التفاضلیة الجزئیة التي تصف تدفق الطاقة الحراریة ا:  الشروط الابتدائیة
و عند المعادلة التفاضلیة . تحتوي علي المشتقة الاولي في الزمن ،  (11ـ1)او    (10ـ1)

فان مسالة القیمة الابتدائیة تتالف من حل المعادلة التفاضلیة ، العادیة التي لھا مشتقة واحدة 
من الجسیمات یعطي معادلة  ݔنیوتن للحركة لموضع  قانون. مع شرط ابتدائي واحد 

݉= القوة ، تفاضلیة عادیة  ௗమ௫
ௗ௧మ  . تتكون مسالة القیمة . انھا تحتوي علي المشتقات الثانیة

 ݔالموضع الابتدائي ، الابتدائیة من حل المعادلة التفاضلیة مع اثنین من الشروط الابتدائیة 
ௗ௫و السرعة الابتدائیة 

ௗ௧
من ، ) بما في ذلك معرفة القوة ( من ھذه النماذج من المعلومات .  

في وسعنا التنبؤ بحركة الجسیمات في ، خلال حل المعادلة التفاضلیة مع الشروط الابتدائیة 
التنبؤ ، و ھذا ھو ، نود ان نفعل نفس العملیة لدینا المعادلة التفاضلیة الجزئیة .  ݔاتجاه 

، بما ان معادلة الحرارة تشمل علي مشتقة واحدة في الزمن . لیة بدرجة الحرارة المستقب
= ݐعادة في ( نحن یجب ان نعطي الشرط الاولي ذات  فمن . درجة الحرارة الاولیة ) 0 

و بالتالي نحن یجب .  ݔو لكن یعتمد علي ، الممكن ان درجة الحرارة الاولیة لیست ثابتة 
  ، ان نعطي درجة الحرارة اولویة التوزیع

,ݔ)ݑ 0)  =  (ݔ)݂ 

ھل ھذا یكفي لمعرفة التنبؤ بدرجة الحرارة في المستقبل ؟ و نحن نعلم توزیع درجة الحرارة 
او  (10ـ1)الاولیة و ان التغیرات في درجات الحرارة وفقا للمعادلة التفاضلیة الجزئیة 

= ݔلكن نحن بحاجة الي معرفة ما یحدث في الحدود الاثنین .  (11ـ1) ݔو  0  = .  ܮ 
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و ھناك حاجة الي الشرطین لتطابق . بدون معرفة ھذه المعلومات لا یمكننا التنبؤ بالمستقبل 
. عادة شرط واحد في كل نھایة ،  (11ـ1)او  (10ـ1)المشتقات المكانیة الموجودة في 

 :سوف نناقش ھذه الشروط الحدیة في القسم التالي 

ھناك حاجة الي شرط  (11ـ1)او  (10ـ1)في حل معادلة حرارة اما  :شروط الحدودیة 
الشرط المناسب یعتمد علي الیة الفیزیائیة ساریة . الحدود واحدة في نھایة كل قضیب 

المفعول في كل نھایة في كثیر من الاحیان حالة علي الحدود یعتمد علي كل المواد داخل و 
الخارجیة ھي  خارج القضیب لتجنب مشكلة ریاضیة اكثر صعوبة فاننا نفترض ان البیئة

  .لم تتغیر بشكل كبیر من قبل قضیب ، معروفة 

في بعض الحالات درجة الحرارة في نھایة قضیب علي سبیل :  ستقرةدرجة الحرارة الم
= ݔالمثال    :قد یتم تقریبھا من خلال درجة الحرارة المقررة التالیة   0 

,0)ݑ (ݐ = ஻ݑ   (12ـ1)                    (ݐ) 

஻ݑحیث      .التي علي اتصال بالقضیب ) الخزان ( ھي درجة حرارة حمام السائل  (ݐ) 

في حالات اخري فمن الممكن ان یصف تدفق الحرارة بدلا من درجة :  الحدود المعزولة
  الحرارة 

−݇଴(0)
ݑ߲
ݔ߲

(0, (ݐ =  (13ـ1)               (ݐ)∅ 

డ௨فھذا یعادل اعطاء شرط واحد للمشتقة الاولي  (ݐ)∅حیث یتم اعطاء 
డ௫

ݔعند   = 0  .

ݔالمیل معطي عند  = لان المیل  ݔلا یمكن ان تكون متكاملة في  (13ـ1) المعادلة .  0
ابسط مثال علي الشرط الحدي تدفق الحرارة ھو  ݔھو معروف فقط في قیمة واحدة من 

اذا كان . عندما یتم العزل للحد تماما في ھذه الحالة لیس ھناك تدفق للحرارة علي الحدود 
ݔ =   : معزول فان  0

ݑ߲
ݔ߲

 (0, (ݐ =  (14ـ1)                         0

اذا كان لدینا قضیب احادي البعد علي اتصال علي الحدود مع سائل :  قانون نیوتن للتبرید
فان لا درجة الحرارة و لا تدفق الحرارة المقررة قد یكون مناسبا علي ) مثل الھواء(متحرك 
دعونا ان نتخیل قضیب حار جدا علي اتصال مع برودة الھواء ، علي سبیل المثال . الحدود 

و ھذا ما یسمي . القضیب من ثم الھواء یحمل الحرارة بعیدا فانھ سوف تنتقل الحرارة من ، 
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علي ، فان درجة حرارة الھواء تختلف في الواقع ، بعملیة نقل الحرارة الحمل الحراري 
مسافة من القضیب تبین التجارب انھ تدفق الحرارة و من القضیب یتناسب مع الفرق في 

و یسمي ھذا الشرط الحدود . ارجیة درجة الحرارة بین وصفھ بارد و درجة الحرارة الخ
ݔقانون نیوتن للتبرید اذا كان صحیحا عند  =   :فان  0

− ݇଴ (0) 
ݑ߲
ݔ߲  (0, (ݐ = ,0)ݑ ] ܪ−  (ݐ −  (15ـ1)                     [ (ݐ)஻ݑ 

ھذه ) . او معامل الحمل الحراري(معامل انتقال الحرارة  ܪحیث یسمي ثابت التناسب 

డ௨و  ܷب خطي دالة تحوي علي تركی الحدود
డ௫

یجب علینا ان نكون حذرین مع علامة ،   

,0)ݑ ]  اذا كان قضیب ھو اكثر سخونة من الحمام . التناسب  (ݐ > فان تدفق ، [ (ݐ)஻ݑ 

ݔالحرارة من القضیب عند  = في ھذه الحالة ، الحرارة تتدفق الي الیسار ، و بالتالي .   0

ܪمع ( (15ـ1)ھذا ھو السبب لوجود علامة السالب في . تدفق الحرارة یكون سالبا  > 0 (

,0)ݑقد افترضنا ان ، قد تم التوصل الي الاستنتاج نفسھ .  (ݐ < بالمثل لفھم .   (ݐ)஻ݑ 

,0)ݑ ھو ان نفترض مرة اخري ان (15ـ1)الاشارات في  (ݐ > كانت درجة .  (ݐ)஻ݑ 

ݔالحرارة اكثر سخونة للیمین في  = و ینبغي لنا ان نتوقع درجة الحرارة الي المواصلة  0

  في الزیادة الي

డ௨، و بالتالي ، الیمین  
డ௫

ݔینبغي ان تكون موجبة في    = تتفق مع  (15ـ1)المعادلة .  0
ن نیوتن للتبرید عند نقطة نھایة للیمین ان المعادلة لقانو، و بنفس الطریقة . ھذا الرائ 

ݔ =   ھو   ܮ

− ݇଴ (݈) 
ݑ߲
ݔ߲

 (݈, (ݐ = ,݈)ݑ ] ܪ (ݐ −  (16ـ1)                     [ (ݐ)஻ݑ 

ݔ  ھي درجة الحرارة الخارجیة في (ݐ)஻ݑحیث  = نلاحظ علي الفور الفرق في  ܮ
و الحدود الیمني في  (15ـ1)الاشارات ذات دلالة احصائیة بین الحدود الیسري في 

خصائص ذلك یعتمد علي . تجریبیا في قانون نیوتن للتبرید  ܪیتم تحدید معامل   (16ـ1)
اذا كان معاملھ صغیر ) . بما في ذلك سرعة السائل(ائل قضیب مثل كما في خصائص السو



14 
 

ܪثم تدفق الطاقة الحراریة قلیلا جدا عبر الحدود كما  في الحد ، جدا  →  یمكن ان،   0
≠ ܪتفكر في قانون نیوتن للتبرید ل  اذا كان . كما یمثل الحدود معزولة بشكل غیر تام  0

ܪ → ,0)ݑیقترب من الحدود حالة واحدة لدرجة حرارة محدودة  ∞ (ݐ = من  (ݐ)஻ݑ 
  : ܪعلي سبیل المثال من خلال  (15ـ1)خلال تقسیم 

− ݇଴(0)
ܪ

 
ݑ߲
ݔ߲

 (0, (ݐ = ,0)ݑ ]− (ݐ  [ (ݐ)஻ݑ −

ܪو بالتالي  →     .لا یتوافق مع الحل علي الاطلاق  ∞

ݔعلي سبیل المثال في . وصفنا ثلاثة انواع مختلفة من الشروط الحدیة :  ملخص = 0 :  

,0)ݑ (ݐ = (ݐ)஻ݑ  درجة الحرارة المقررة              

−݇଴(0) డ௨
డ௫

(0, (ݐ = (ݐ)∅  التدفق الحراري                  

− ݇଴ (0) డ௨
డ௫

 (0, (ݐ = ,0)ݑ ] ܪ−  (ݐ [ (ݐ)஻ݑ − قانون نیوتن للتبرید          

ݔھذه الشروط یمكن ان تطبق عند  = ) ܪتصبح  – ܪ(مشیرا الي ان تغیر علامة ،  ܮ
فانھ لیس من ، تحدث حالة واحدة في كل الحدود . ضروري لقانون نیوتن للتبرید 

علي سبیل المثال فمن . الضروري ان كلا من الحدود اعطاء نفس النوع من شرط الحدود 
ݔالممكن ل  =   ان یكون لھا درجة حرارة مقررة متارجحة  0

,0)ݑ (ݐ = 100 − 25 cos  ݐ

ݔ، و علي الطرف الایمن  =   :لتكون معزولة تماما  ܮ

 

ݑ߲
ݔ߲

 (݈, (ݐ = 0 

 (૚ـ૝) توزیع المتوازن لدرجة الحرارة ال: -  
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من تدفق ، و لكن نموذجیة ، دعونا الان نصیغ مسالة بسیطة  : درجة الحرارة المقررة  
ثم ، اذا كانت معاملات الحرارة ثابتة و لیس ھناك اي مصادر للطاقة الحراریة . الحرارة 

,ݔ)ݑدرجة الحرارة  0في قضیب احادي البعد  (ݐ ≤ ݔ ≤  یعطي .  ݈

ݑ߲
ݐ߲

= ݇ 
߲ଶݑ
ଶݔ߲  (17ـ1)                           

  حل ھذه المعادلة التفاضلیة الجزئیة یجب تحقیق الشرط الابتدائي 

,ݔ)ݑ 0) =  (18ـ1)                           (ݔ)݂

  :مثلا ، و احد شرط الحدود في كل نھایة 

,0)ݑ (ݐ =  ଵܶ(ݐ)                  (19ـ1) 

,݈)ݑ (ݐ =  ଶܶ(ݐ) 

قبل ان نبدا المسالة للقیمة الاولیة و الحدود للمعادلات :  توزیع درجات حرارة التوازن
لنفترض . نناقش مسالة ذات صلة فیزیائیة للمعادلات التفاضلیة العادیة ، التفاضلیة الجزئیة 

ݔان شروط الحدود في  = ݔو  0 =   ،) اي مستقلة من الزمن(كانت ثابتة     ܮ

,0)ݑ (ݐ =  ଵܶ           ݑ          و(݈, (ݐ =  ଶܶ 

و ھذا ، توزیع درجات الحرارة التي لا تعتمد علي الزمن . تعطي الثوابت  Tଶو   ଵܶحیث 
,ݔ)ݑھو  (ݐ =    بما ان .  (ݔ)ݑ

డ
డ௧

(ݔ)ݑ  = یصبح المعادلة التفاضلیة الجزئیة   0

݇ ቀడమ௨
డ௫మቁ =   و بالتالي ، و لكن المشقات الجزئیة لیست ضروریة .   0

  (20ـ1) 

  

  الحدود ھيشروط 

   

߲ଶݑ
ଶݔ߲ = 0 
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                                        (21aـ1)            

                                        (21ܾـ1)            
 

المعادلة . عادة ما یتم تجاھل الظروف الاولیة ، في اجراء الحسابات في الحالة المستقرة 
و یمكن . ھي من الدرجة الثانیة المعادلة التفاضلیة العادیة تافھة الي حد ما  (20ـ1)

డ௨نحصل  (20ـ1)تكامل . الحصول علي الحل العام من خلال التكامل مرتین 
డ௫

=  ܿଵ  ، و
  تكامل للمرة الثانیة یدل علي ان 

(ݔ)ݑ =  ܿଵݔ + ܿଶ                         (122ـ) 

و بالتالي من شروط الحدود . كما في المعادلة العامة للخط المستقیم  (22ـ1)نحن ندرك 
ݔفي  ଵܶتوزیع درجة حرارة التوازن ھو الخط المستقیم الذي یساوي  (21ـ1) =  ଶܶو  0

ݔفي  = ھندسیا ھناك حل التوازن الفرید لھذه .  (1ـ4ـ1) كما رسمت في الشكل،   ܮ
  المسالة  جبریا في وسعنا

  

  .توزیع درجات حرارة التوازن  (1ـ4ـ1)الشكل 

     ،من خلال تطبیق شروط الحدود ،  ଶܿو  ଵܿتحدید اثنین من الثوابت الاختیاریة 

(0)ݑ  =  ଵܶ   ݑو(݈) =  ଶܶ :  

(0)ݑ =  ଵܶ           یعني         ଵܶ =  ܿଶ                   (123ـ) 

(݈)ݑ =  ଶܶ            یعني        ଶܶ =   ܿଵܮ + ܿଶ             

(0)ݑ =  ଵܶ 

(݈)ݑ =  ଶܶ 
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ଵܿعن الثوابت  (23ـ1)فمن السھل ان حل  =  ( మ் – భ்) 
௟

cଶ     و   =  ଵܶ    . و بالتالي
  فان الحل المتزن الوحید لمعادلة حرارة ثابتة للحالة المستقرة مع شروط الحدود الثابتة ھذه 

  

    ൫124ـ൯  

  

مع شروط ،  (18ـ1)و  (17ـ1)، ھذه المسالة تعتمد علي الزمن :  الاقتراب الي التوازن 
,ݔ)ݑفاننا نتوقع ان توزیع درجات الحرارة  (21ـ1)الحدود ثابتة  لتتغیر في الزمن  (ݐ

، اذا كنا ننتظر وقتا طویلا جدا .  (ݔ)݂المناسب و انھا لن تبقي متساویة للتوزیع الاولي 
في . و عادة ما یتم تجاھل الظروف الاولیة . فاننا نتصور ان تاثیر طرفي ینبغي ان یھیمن 

و من المتوقع فیزیائیا درجة الحرارة الي الاقتراب من توزیع درجات ، نھایة المطاف 
  لان شروط الحدود مستقلة من الزمن ، حرارة التوازن 

݈݅݉
௧→ஶ

,ݔ)ݑ (ݐ = (ݔ)ݑ =  ଵܶ +  
( ଶܶ – ଵܶ) 

݈
 (25ـ1)                  ݔ 

، ھي صفة  (25ـ1)سوف نحل ھذه المسالة تعتمد علي الزمن و تبین ان  (2ـ7)من ثانیة 
حصلت علي حل مسالة التوازن مباشرة ، اذا اقتربت من الحالة المستقرة ، و مع ذلك 

  .بسھولة اكثر 

و نحن نعتبر قضیب ، كمثال ثاني من عملیة حسابیة ثابتة للحالة المستقرة :  حدود معزولة
لكن ھذه ، احادي الابعاد مرة اخري مع عدم وجود مصادر و مع الخواص الحراریة ثابتة 

ݔالمرة مع الحدود المعزولة في  = ݔو  0 =   صیاغة المسالة التي تعتمد علي الزمن .   ܮ

المعادلة التفاضلیة الجزئیة ∶  
 ݑ߲
ݐ߲

= ݇ 
߲ଶݑ
ଶݔ ߲   (26ܽـ1)                               

الشرط الاولي ∶ ,ݔ)ݑ  0) =  (26ܾـ1)                             (ݔ)݂ 

ݑ߲
ݔ߲  (0, (ݐ =  (26ܿـ1)                                  0

(ݔ)ݑ =  ଵܶ + 
( ଶܶ – ଵܶ) 

݈
     ݔ 
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شرط الحدود ∶  
ݑ߲
ݔ߲

,ܮ)  (ݐ =  (26݀ـ1)                             0

డمشتق المسالة عن طریق وضع التوازن 
డ௧

=   .لیعطي توزیع درجة حرارة التوازن .  0

المعادلة التفاضلیة ∶  
߲ଶݑ
ଶݔ ߲ =  (27ܽـ1)                            0

شرط الحدود ∶  
ݑ߲
ݔ߲ (0) =  (27ܾـ1)                    0

ݑ߲
ݔ߲

(ܮ)  =  (27ܿـ1)                         0

మ௨ୢالحل العام ل ) في الوقت الحالي(حیث اھمل الشرط الاولي 
ୢ ୶బ = ھو مرة اخري علي  0

  خط مستقیم اختیاري

ݑ =  ܿଵݔ + ܿଶ                               (128ـ) 

ھندسیا اي خط . شروط الحدود تقتضي ان المیل یجب ان یكون صفرا عند كلا الطرفین 
و الحل  (2ـ4ـ1)كما ھو موضح في الشكل  (26ـ1) تلبیھ ل) صفر المیل(مستقیم مسطح 

డ௨ (28ـ1)ھو اي درجة حرارة ثابتة جبریا من 
డ௫

=  ܿଵ  و كلا الشرطین في الحدود یعني
ଵܿان  =  و بالتالي  0

(ݔ)ݑ = ܿଶ                                (129ـ) 

ھنا ) مع درجات حرارة ثابتة عند كلا الطرفین(علي عكس المثال الاول ، ثابت  ଶܿلاي 
لیس ھناك درجة حرارة توازن وحیدة من نوعھا اي درجة حرارة ثابتة ھي توزیع درجة 

  .حرارة التوازن لشروط الحدود المعزولة 
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  ) .معزولةمع نھایات (ثابت درجة حرارة التوازن توزیعاتمختلف :  (2ـ4ـ1)الشكل 

 :ھكذا للمرة تعتمد مسالة القیمة الاولیة علي 

lim
௧→ஶ

,ݔ)ݑ (ݐ =  ܿଶ  ; 

اذا انتظرنا لفترة كافیة قضیب مع نھایات معزولة ینبغي الاقتراب في درجة حرارة ثابتة و 
و مع ذلك فانھ لا معني ان الحل یجب ان یقترب الي ثابت . ھذا یبدو طبیعیا معقول جدا 

بشكل عام فان الحل المتزن لا یحقق الشرط . اختیاري یجب علینا ان نعرف قیمة الثابت 
مع ذلك یتم تحدید الحل الثابت المتوازن من خلال النظر في الشرط الاولي من و . الابتدائي 
ھذا یتبع من . بما ان الطرفین منعزلین فان الطاقة الحراریة الكلیة ثابتة .  (26ـ1)المسالة 

  :}  (4ـ2ـ1)انظر { قانون الحفظ للطاقة الحراریة للقضیب باكملھ 

݀
ݐ݀

 න  ݔ݀ ݑߩܿ
௅

଴
=  −݇଴  

ݑ߲
ݔ߲

 (0, (ݐ +  ݇଴  
ݑ߲
ݔ߲

 (݈,  (30ـ1)               (ݐ

  ،حیث ان الطرفین منعزلین 

න  ݔ݀ ݑߩܿ
௅

଴
=  (31ـ1)                             ثابت

. نجد ان الطاقة الحراریة الاولیة یجب ان تساوي النھایة للطاقة الحراریة  (31ـ1)من 
∫ ߩܿالطاقة الحراریة الاولیة ھي  ௅ (ݔ)݂

଴ ,ݔ)ݑاذا  ݔ݀ 0) = حیث ان الطاقة ،  (ݔ)݂

∫ ߩܿالحراریة المتزنة ھي  ܿଶ
௅

଴ ݔ݀  = و بما ان توزیع درجة حرارة المتزنة  ݈ ଶܿߩܿ
,ݔ)ݑھو ثابت لذلك  (ݐ = ܿଶ  . ܿیتم تحدیدଶ  المستمر بمساواة ھذین التعبیرین للطاقة

∫ ߩܿ، الحراریة الكلیة الثابتة  ௅(ݔ)݂
଴ ݔ݀  = یدل علي ان  ଶܿلحل لایجاد ا.  ݈ ଶܿߩܿ

  الحل الوحید المطلوب یجب ان یكون 
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 (32ـ1)                              

  

,ݔ)ݑلاحقا سوف نجد الحل. و ھو متوسط توزیع درجة الحرارة الاولیة  حل یحقق   (ݐ
lim௡→ஶو سوف نبین ان   (26ـ1) ,ݔ)ݑ     . (32ـ1)یعطي بالمعادلة  (ݐ

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

(ݔ)ݑ =  ܿଶ =  ଵ
௅

 ∫ ௅(ݔ)݂
଴     ,  ݔ݀ 
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  بعادأة ثاشتقاق معادلة الحرارة في بعدین او ثلا

  (૛ـ૚)   مقدمة:-  

اظھرنا ان لتوصیل الحرارة في قضیب احادي البعد ان درجة الحرارة  (1ـ1)في الفصل 
,ݔ)ݑ   تحقق (ݐ

 ߩܿ
ݑ߲
ݐ߲

=  
߲

ݔ߲
 ൬ ݇଴  

ݑ߲
ݔ߲

 ൰ +  ܳ 

= ܳ)في الحالات التي لا توجد فیھا مصادر  تصبح ، و الخواص الحراریة ثابتة  (0 
  المعادلة التفاضلیة الجزئیة في الصوره

ݑ߲
ݐ߲

= ݇ 
߲ଶݑ
  ଶݔ߲

݇حیث   = ଴ܭ  قبل ان نبدا بحل ھذه المسالة سوف نصیغ المعادلات التفاضلیة .  ൗߩܿ

سنجد ان الاشتقاق . دین او ثلاثة ابعاد مكانیة الجزئیة المقابلة لمسائل التدفق الحراري في بع
علي الرغم من الاختلافات ، یكون مشابھا لتلك المستخدمة في المسائل ذات البعد الواحد 

قبل حل الابسط (نقترح لاشتقاق معادلات جدیدة و اكثر تعقیدا . المھمة التي سوف تظھر 
سیكون ، معادلات التفاضلیة الجزئیة عندما نبدا مناقشة تقنیات لحلول ھذه ال، بحیث ) منھا

  .لدینا اكثر من مثال للتوضیح 

منطقة اختیاریة كما ھو موضح في الشكل  ܴنبدا الاشتقاق باعتبار ان :  الطاقة الحراریة
و نلخص الحفاظ علي الطاقة الحراریة عن . كما في الحالة ذات البعد الواحد .  (1ـ5ـ1)

  :طریق معادلة الكلمة التالیة 

  معدل التغیر في        الطاقة الحراریة التي         الطاقة الحراریة المتولدة في
  الداخل في وحدة الزمن+   تتدفق عبر الحدود في   =   الطاقة الحراریة  

  وحدة الزمن                         
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  . ܴثلاثي الابعاد دون المنطقة الفرعیة :  (1ـ5ـ1)شكل 

یة داخل المنطقة الفرعیة حیث الطاقة الحرار ܴ الاختیاریة ھو    

الطاقة الحراریة =  ම ܸ݀ ݑߩܿ
ோ

 

  . (2ـ1)بدلا من التكامل ذو البعد الواحد الذي استخدم في الفصل 

نحن بحاجة الي تعبیر عن تدفق الطاقة :  متجھ تدفق الحرارة و المتجھات المتعامدة
∅ ( الي الیمین  ∅في مسالة ذات البعد الواحد یتم تعریف تدفق الحرارة . الحراریة  < 0  

في مسالة ثلاثیة الابعاد تدفقات الحرارة في بعض الاتجاه و ) . یعني التتدفق الي الیسار
ھو كمیة الطاقة الحراریة التي تتدفق في  ∅سعة .  ∅بالتالي التدفق الحراري ھو المتجھ 

عند اعتبار الحفاظ علي الطاقة الحراریة انھا ، و مع ذلك . وحدة الزمن في وحدة المساحة 
كما في ، اذا . لیست سوي تتدفق الحرارة عبر الحدود في وحدة الزمن و ھذا ھو المھم 

لذلك لا توجد اي طاقة ، د التدفق الحراري یوازي الحدو،  (2ـ5ـ1)في الشكل   ܣالنقطة 
المكونات العمودیة للتدفق الحراري ھي ، في الواقع . حراریة تعبر الحدود عند تلك النقطة 

ھناك ، في اي لحظة زمنیة .  (2ـ5ـ1)في الشكل  ܤكما یتضح من النقطة (فقط التي تساھم 
. ي الي الخارج العمود ݊المتجھ الي الداخل و المتجھ . نوعان من المتجھات المتعامدة 

  ) .یعني متجھ وحدة^ حیث الرمز . ( ො݊متجھ الوحدة العمودي الي الخارج 
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  .المكونات العمودیة الخارجیة للتدفق الحراري المتجھ :  (2ـ5ـ1)الشكل 

الحفاظ علي الطاقة الحراریة : عند كل نقطة ، كمیة الطاقة الحراریة المتدفقة خارج المنطقة 
ܴ لكل وحدة زمنیة في وحدة المساحة ھي المكونات العمودیة الي الخارج لمتجھ تدفق  
(2ـ5ـ1)الحرارة  من الشكل  عند النقطة   ܤ المتجھ العمودي الي الخارج لمتجھ التدفق ،  

.   الحراري ھو  |∅| cos ߠ =  ∅ ∙ ݊ |݊|⁄ =  ∅ ∙ ො݊  

∅اذا  ، ھو متوجھ الي الداخل  ∅اذا كان متجھ تدفق الحرارة  ∙ ݊ ෝ < و التدفق نحو  0

في  ܴلحساب الطاقة الحراریة الكلیة المتدفقة من . الخارج للطاقة الحراریة یكون سالب 

∅یجب علینا ضرب ، وحدة الزمن  ∙ ݊ ෝ  في مساحة السطح التفاضليdS  و تكامل علي

∯و ھذا ما یتبین من تكامل السطح المغلق .  ܴالسطح الذي یحتوي المنطقة  ∅ ∙ ݊ ෝ dS   .

اذا كانت ( ܴالتي تترك المنطقة ) بواسطة وحدة الزمن(ھذا یمثل كمیة الطاقة الحراریة 

اذا كانت .  ܴو نتیجة لذلك یحصل نقصان في الطاقة الحراریة الكلیة داخل المنطقة ) موجبة

  ھي معدل الطاقة ∅

وحدة الزمن ھي فان الطاقة الحراریة الكلیة المولدة في ، الحراریة المولدة في وحدة الحجم 

∭ ܳ ܸ݀ோ  تصیر كالاتي  ܴو علیھ من بقاء الطاقة الحراریة لاي منطقة ثلاثیة الابعاد:  

  

 (1ـ2) 

 

  

݀
ݐ݀ ම ܸ݀ ݑߩܿ

ோ

=  − ඾ ∅ ∙ ݊ ෝ dS + ම ܳ ܸ݀ 
ோ

 



24 
 

(૛ـ૛) نظریة التباعد : -  

الطریقة التي اشتققنا بھا المعادلة التفاضلیة الجزئیة من قانون حفظ او بقاء ، في بعد واحد 
  انھ ) انھ عن طریق النظریات الاساسیة في الحسبان(التكامل لنلاحظ 

∅(ܽ) −  ∅(ܾ) =  − න
߲∅
ݔ߲

௕

௔

 ݔ݀ 

ذات لذلك التدفق من خلال الحدود نستطیع ان نعبر عنھ بتكامل علي كل المنطقة  للمسائل 
مقدار . و نحن نلمس ان نظریة التباعد تمثل اجراء للدوال في ثلاثة متغیرات . البعد الواحد 

ܣ   لمركباتھ ( ܣالتباعد لمتجھ  = ௫ଓ̂ܣ + ௬ܣ  ଔ̂ + ௭ܣ  ෠݇: بمعني ; ௬ܣ  و  ௭ܣ   , و ) ௫ܣ
  التباعد یعرف كالاتي 

∇ ∙ ܣ ≡  
߲

ݔ߲
௫ܣ  +  

߲
ݕ߲

௬ܣ  +  
߲

ݖ߲
௭ܣ   (2ـ2)                       

نظریة التباعد تنص علي ان التكامل الحجمي . نلاحظ ان التباعد للمتجھ ھو كمیة قیاسیة 
للمركبات العمودیة الي . قابل للتفاضل باستمرار ھو التكامل السطحي المغلق  ܣلاي متجھ 

  :  ܣالخارج للمتجھ 

                         (3ـ2)         

 

یمكن استخدامھا لربط بعض التكاملات السطحیة مع . و تعرف ایضا بنظریة جاوس 
) ایضا في الحال او فیما بعد(ھذا مھم و مفید جدا ، و العكس بالعكس . التكاملات الحجمیة 

 .  

كامل السطح المغلق علي وجھ الخصوص ت:  تطبیقات نظریة التباعد في التدفق الحراري
یتطابق مع تدفق الطاقة الحراریة عبر الحدود و  (1ـ2)الذي نشا من حفظ الطاقة الحراریة 

 (1ـ2)و ھكذا ،  (3ـ2)یمكن كتابتھ لتكامل حجمي بناءا علي نظریة التباعد ، الزمن  وحدة
  تكون كالاتي

ම ∇ ∙ ܸ݀ ܣ
ோ

=  ඾ ܣ ∙ ො݊  ݏ݀
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݀
ݐ݀

 ම ܸ݀ ݑߩܿ
ோ

=  − ම ∇ ∙ ∅ ܸ݀
ோ

+  ම ܳ ܸ݀
ோ

 (4ـ2)                 

مثبت  ܴحیث (نستطیع ان نضعھ بداخل التكامل  (4ـ2)نعلم ان التفاضل بالنسبة للزمن في 
ھي  (4ـ2)اذا تغیرت المشتقة بالنسبة للزمن لتفاضل جزئي فان كل التعابیر في ) في الفراغ

  :تكامل حجمي داخل نفس الحجم و یمكن جمعھا في تكامل واحد 

ම ൤ܿߩ 
ݑ߲
ݐ߲

+  ∇ ∙ ∅ − ܳ൨ ܸ݀  = 0    
ோ

 ( 5ـ2)                 

الكمیة ) كما ھو لتكامل احادي البعد(فان ،  ܴبما ان ھذا التكامل ھو صفر لكل المناطق 
  المتكاملة بنفسھا یجب ان تكون صفر

 ߩܿ
ݑ߲
ݐ߲ +  ∇ ∙ ∅ − ܳ = 0 

  ھذا یكافئ 

 ߩܿ
ݑ߲
ݐ߲ = − ∇ ∙ ∅ +  (6ـ2)                   ܳ

  .في حالة البعد الواحد  (4ـ1)حولت الي  (6ـ2)المعادلة 

    -: قانون فورییر للتوصیل الحراري )2ـ3(  

یتناسب مع  ∅ان التدفق الحراري ، في مسائل البعد الواحد بموجب التجارب لقانون فورییر
∅، تفاضل درجة الحرارة  = −݇଴

డ௨
డ௫

علامة السالب اختصت في الحقیقة بتدفق الطاقة  

డ௨. الحراریة من الساخن الي البارد 
డ௫

ھذه . ھي التغیر في درجة الحرارة في وحدة الطول   

یتناسب  ∅زیادة  علي ذلك ان تدفق الحرارة للمتجھ . الافكار نفسھا صحیحة في ثلاثة ابعاد 
 مع الانحدار في درجة الحرارة 

ݑ∇) ≡  డ௨
డ௫

ଓ̂ + డ௨
డ௬

ଔ ෝ +  డ௨
డ௭

෠݇)  :  
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                                           (7ـ2)             

  

و لكذا . یسمي الباعث الحراري   ଴݇مرة اخري ، یعرف بقانون فورییر لتوصیل الحرارة 
డ௨ استبدل ب   ݑ∇في ثلاثة ابعاد الانحدار

డ௫
  .  

  - : معادلة الحرارة )2ـ4( 

في قانون الحفظ لمعادلة الطاقة الحراریة  (7ـ2)عند تعویض متجھ التدفق الحراري  
  :تنتج في معادلة تفاضلیة جزئیة لدرجة الحرارة ،  (6ـ2)

                          (8ـ2)            

 

ܳ)في الحالة التي لا یوجد فیھا مصدر للطاقة الحراریة  = و المعاملات الحراریة  (0
  تكون  (8ـ2)، ثابتة 

ݑ߲
ݐ߲

= ݇ ∇ ∙  (9ـ2)                                (ݑ∇)

݇حیث  =  ݇଴ ൗߩܿ و من التعریف نحسب التباعد . ایضا یسمي معامل الانتشار الحراري   

  : ݑلانحدار 

∇ ∙ (ݑ∇) =  
߲

ݔ߲
 ൬

ݑ߲
ݔ߲

൰ + 
߲

ݕ߲
൬

ݑ߲
ݕ߲

൰ +  
߲
ݖ߲

൬
ݑ߲
ݖ߲

൰                        (210ـ) 

=                 

  

  

∅ =  −݇଴∇ݑ   

 ߩܿ
ݑ߲
 ݐ߲

=  ∇ ∙ (݇଴ ∇ݑ) +  ܳ 

߲ଶݑ
ଶݔ߲ + 

߲ଶݑ
ଶݕ߲ +  

߲ଶݑ
ଶݖ߲  ≡  ∇ଶݑ 
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  و لذلك في ھذه الحالة  ݑیعرف ب لابلاس ل  ݑଶ∇التعبیر 

                                   (11ـ2)   

 

الترمیز . المعادلة اعلاه تعرف بمعادلة الحرارة او معادلة الانتشار في ثلاثة ابعاد مكانیة 
∇ଶیستخدم لتوضیح دور المؤثر  ݑ∇ :  

∇ ≡  
߲

ݔ߲ ଓ̂ + 
߲

ݕ߲ ଔ ෝ + 
߲

ݖ߲
෠݇ 

∇لكن  ݑمؤثر علي   ∇ھو  ݑ∇ نلاحظ ان  ∙  ݑ ଶ∇. ܣ   مع ∇الضرب النقطي المؤثر  ܣ
  ھي الضرب النقطي لمؤثر مع نفسھ 

∇ ∙ ∇ =  
߲

ݔ߲
 ൬

߲
ݔ߲

൰ + 
߲

ݕ߲
൬

߲
ݕ߲

൰ + 
߲
ݖ߲

൬
߲
ݖ߲

൰ 

  . ଶ∇حیث انھا تكون مربعھ  ݑیؤثر علي 

درجة الحرارة تحقق  (11ـ2)او  (8ـ2)بالاضافة الي :  مسالة القیمة الابتدائیة الحدیة
  التوزیع الابتدائي المعطي 

,ݔ)ݑ ,ݕ ,ݖ 0) = ,ݔ)݂  ,ݕ   (ݖ

درجة الحرارة تحقق ایضا الشروط الحدیة لاي نقطة علي السطح داخل المنطقة قید الدراسة 
درجة الحرارة ) مثل مسائل البعد الواحد(الشروط الحدیة یمكن ان تكون مختلفة الانواع . 

  توصف كما یلي 

,ݔ)ݑ ,ݕ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)ܶ  ,ݕ ,ݖ   (ݐ

لاي نقطة علي الحدود  ݐمعادلة في  ھو عبارة عن دالة ܶحیث ، في كل مكان علي الحدود 
او جزء (ایضا یمكننا ان نعزل الحدود . ایضا من الممكن وصف التدفق الذي یعبر الحدود . 

ة دفق الخارجي للحرارة ربما ھي وحدالت  ݑ∇଴݇− مع العلم ان متجھ التدفق ھو) منھا
ݑ∇଴݇−المتجھ العمودیة للخارج لمتجھ التدفق الحراري   ∙ ො݊  ، حیثො݊  وحدة عمودیة

  متجھ لخارج السطح الحدي و ھكذا للسطح المعزول 

ݑ߲
 ݐ߲

= ݇ ∇ଶݑ 
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ݑ∇ ∙ ො݊ = 0 

ݑ∇  ∙ ො݊ في الاتجاه العمودي الخارجي و ایضا یسمي  ݑتسمي المشتقة الاتجاھیة ل
  .بالمشتقة العمودیة 

ینص علي ان التدفق الحراري . طالما كان قانون نیوتن للتبرید اكثر ملائمة للشروط الحدیة 
الي الخارج في وحدة الزمن في وحدة مساحة السطح یتناسب مع الاختلاف بین درجة 

الخارج السطح و ھكذا اذا كان قانون نیوتن للتبرید  ௕ݑلسطح و درجة الحرارة  ݑالحرارة 
  حدود تكونصحیح اذا علي ال

−݇଴∇ݑ ∙ ො݊ = u)ܪ −  (12ـ2)                  (௕ݑ

ܪاعلم انھ احیانا ثابت التناسب  > u   مع العلم انھ اذا كانت،   0 > اذن نحن نتوقع   ௕ݑ
ݑ∇଴݇−ان الطاقة الحراریة ستدفق خارجا و ان  ∙ ො݊  سوف تكون اكبر من الصفر .

رید لمسائل البعد الواحد خاصة عند تؤكد الصیغتین لقانون نیوتن للتب (12ـ2)المعادلة 
ݔ = 0 ، ො݊ = −ଓ̂  یكون (12ـ2)في الجانب الایسر للمعادلة ݇଴  డ௨

డ௫
انظر الي {  

ො݊و عندما . }  (16ـ1)و  (15ـ1) =  ı̂   ݔو =  (12ـ2)الجانب الایسر للمعادلة  ܮ
଴݇−یصبح   డ௨

డ௫
 .  

اذا كانت الشروط الحدیة و اي مصدر للطاقة الحراریة لا یعتمد علي :  الحالة المستقرة
  :من الممكن ان یوجد حالة مستقرة للحل لمعادلة الحرارة یحقق الشرط الحدي ، الزمن

0 =  ∇ ∙ (݇଴ ∇ݑ) +  ܳ 

,ݔ)ݑاعلم ان التوزیع المتوازن لدرجة الحرارة  ,ݕ ,ݖ یحقق معادلة تفاضلیة جزئیة و في  (
التوزیع المتوازن . في ھذه الحالة مع ثبوت الخواص الحراریة . د مكاني اكثر من بعد واح

  لدرجة الحرارة یحقق 

∇ଶݑ =  −
ܳ
݇଴

 (13ـ2)                

  .و ھي تعرف بمعادلة بویسون 

ܳ(بالاضافة الي ذلك اذا كان لا یوجد اي مصدر  =   اذن ) 0
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                                   (14ـ2)                 
 

و . تسمي معادلة لابلاس  (14ـ2)المعادلة . لابلاس لتوزیع درجة الحرارة یساوي الصفر 
ایضا تسمي بمعادلة الجھد مع العلم ان القدرة علي الجاذبیة و الاستقرار الكھربائي یحقق 

نحن نود ان نحل عدد من المسائل المتضمنة معادلة . اذا كان لا یوجد مصدر  (14ـ2)
  .لابلاس لاحقا في ھذا الجزء 

كل الملاحظات السابقة عن مسائل الثلاثة ابعاد تكون صحیحة اذا كانت :  مسائل في بعدین
عدین كمثال لذلك معادلة لابلاس في ب.  ݐو ،  ݕو   ݔھندسیا درجة الحرارة تعتمد علي 

ݕ = و مع ثبوت الخواص (تطابق التدفق الحراري المتوازن حیث لا یوجد مصدر .  ݔ
  تعطي بالمعادلة) . الحراریة

∇ଶݑ =  
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + 

߲ଶݑ
ଶݕ߲  = 0 

డమ௨مع العلم ان 
డ௭మ  = بدون اخذ النھایة في (النتائج في بعدین یمكن ان تشتق مباشرة .  0

كیفما كان . نحن لا نرید اعادة الاشتقاق . في بعدین  باستخدام الاساسیات، ) ثلاثة ابعاد
∬) في اي وقت یظھر التكامل . نستطیع بسھولة تلخیص النتائج  … . ܸ݀)ோ   . یجب ان

∬)نستبدل بتكامل السطح الكامل في بعدین للمنطقة  … . بالمثل تاثیر الحدود  و ோ(ݏ݀
∯)ھي تبدیل اي تكامل لسطح مغلق ، للمسائل في ثلاثة ابعاد  … . . بتكامل خطي  (ݏ݀

∫مغلق  … . . ھذه النتائج لیست صعبة ، و التكامل علي الحدود في سطح ذو بعدین ، ݐ݀
  ،الاشتقاق حیث ان نظریة التباعد في ثلاثة ابعاد 

ම ∇ ∙ ܣ ܸ݀ =  ඾ ܣ ∙ ො݊
ோ

 (15ـ2)              ݏ݀

  :صحیحة في بعدین و تاخذ الصیغة التالیة 

඾ ∇ ∙ ܣ ݏ݀ =  ර ܣ ∙ ො݊
ோ

 (16ـ2)               ݐ݀ 

∇ଶݑ = 0 



30 
 

في بعض الاحیان المعادلة اعلاه تسمي نظریة قرین لكن نحن نفضل ان نشیر الي ذلك 
بنظریة التباعد في بعدین في ھذه الطریقة ھنالك معادلة واحدة فقط تحتاج الیھ و ھي مالوفة 

  .للقارئ 

  معادلة لابلاس:  الاحداثیات القطبیة و الاسطوانیة

∇ଶݑ =  
߲ଶݑ
ଶݔ߲ +  

߲ଶݑ
ଶݕ߲ + 

߲ଶݑ
ଶݖ߲  (17ـ2)                

المعادلة . و ھي مھمة مع الحالات المستقرة اكثر من الحالات العلمیة الھندسیة الاخري  
المساحة الھندسیة تكون ذات اھمیة اكثر عندما تكون ) في احداثیات كارتیزیة(اعلاه 

او مربعة في حالة التطبیقات العملیة تكون معادلات لابلاس في النظام ، مستطیلة الشكل
) r(بنصف قطر ) الفراغیة(في حالة المستویات الدورانیة ، الاحداثي مھمة للتعبیر عن ذلك 

  فان) ߠ(و بزاویة ) z-axis(من المستوي 

                                   (18ـ2)                     

 

  :یمكن تمثیل المعادلات بتحویل لابلاس كما یلي 

∇ଶݑ =  
1
ݎ

 
߲

ݎ߲
 ൬ݎ 

ݑ߲
ݎ߲

൰ +  
1
ଶݎ  

߲ଶݑ
ଶߠ߲ + 

߲ଶݑ
ଶݖ߲  (19ـ2)               

كما یجب ) ݑ(تتمثل سھولة المعادلة اعلاه في ملاحظة ان كل حد من حدودھا یمثل بعدا في 
في . تقاس بوحدة الرادیان و التي لا تعتمد علي الاتجاه ) ߠ(الاخذ في الاعتبار ان 

فان معادلات لابلاس لا تختلف عن المعادلة السابقة و ) الاسطوانیة(الاحداثیات الدورانیة 
م فان المعادلة السابقة یمكن تفاضلھا باستخدا) z(في حالة عدم الوضع في الاعتبار البعد 

فیزیائیة نجد ان درجة الحرارة لا تعتمد لافي بعض الحالات ال  .التفاضل الجزئي المتسلسل 
  :حیث تصبح متماثلة محوریا لتاخذ شكل المعادلة التالیة  (θ)علي زاویة الدوران 

∇ଶ=
1
ݎ  

߲
ݎ߲ ൬ ݎ 

ݑ߲
൰ݎ߲ +  

߲ଶݑ
ଶݔ߲  (20ـ2)                  .   

ݔ = cos ݎ  ߠ
ݕ = sin ݎ   ߠ

ݖ =  ݖ
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(૛ـ૞) استنتاج معادلة فوریر للتوصیل الحراري باستخدام التفاصیل : -   
في حالة الانظمة المغلقة فان سریان الحرارة من المنطقة الحارة الي الباردة في اتجاه واحد 
و في حالة وجود فرق كبیر بینھما في درجة الحرارة نجد ان السریان یتناسب طردیا مع 

یعطي  ܷ∇التغیر في درجات الحرارة . ذلك الاتجاه معدل التغیر في درجات الحرارة في 
  :بالعلاقة 

ݑ∇ = ݔ)ݑ + , ݔ∆ (ݐ − ,ݔ)ݑ (ݐ  ≈  
ݑ߲
ݔ߲

ݔ∆  +
ݑ߲
ݕ߲

ݕ∆  +
ݑ߲
ݖ߲

 . ݖ∆
 

ොߙفي الاتجاه  = ଵଓ̂ߙ  + ଶଔ̂ߙ + ଷߙ ෠݇  , ݔ∆ = و  ݔھي المسافة بین  ܵ∆عندما  ، ොߙ ݏ∆
یعطي بالتفاضل  ොߙھذا یعني ان المعدل في التغیر في درجة الحرارة في الاتجاه  ݔ ∆

  المتجھي 

lim
∆௦→଴

ݑ∆
ݏ∆

= ଵߙ   
ݑ߲
ݔ߲

+ ଶߙ
ݑ߲
ݕ߲

+ ଷߙ
ݑ߲
ݖ߲

= ොߙ  ∙  . ݑ∇

  :و یمكن ایجاد المتجھ بالمعادلة التالیة   
                  (1ܣـ21ـ2)

  

 θو بفرض ان ) النقطي(و من خصائص الضرب القیاسي . یسمي انحدار درجة الحرارة 
cos |ݑ∇|فان التفاضل المتجھي یمثل  ܷ∆و  αෝتمثل الزاویة بین  |ොߙ|حیث  ߠ = اكبر  1

|ݑ∇|ھو  ݑمعدل لتغیر  > ߠویحدث عند القیمة  0 = 0 .  
الحرارة تاخذ اقصي قیمة في ذلك عندما یكون ھذا التفاضل موجبا فان الزیادة في درجة 

الاتجاه للانحدار اذا كان السریان في اتجاه درجات الحرارة المنخفضة فان قیمة الفیض 
  :الحراري تكون في اتجاه معاكس لاتجاه انحدار الحرارة وفقا للمعادلة 

  

                                     (2ܣـ21ـ2)                
 

و ھي ما تعرف بقانون فوریر للتوصیل  ܷتمثل قیمة معدل التغیر في  |ݑ∇|حیث 
డ௨یستبدل بالعلاقة   ݑ∇الحراري و في حالة الابعاد الثلاثیة فان الانحدار 

డ௫
 .  

بعدین (و من الخصائص الاساسیة لانحدار الحرارة انھ یكون متعامد مع المستوي السطحي 
ي حالة بعدین فقط حیث تكون درجة الحرارة ثابتة علي و من السھل توضیح ذلك ف) فقط

  .طول المنحني الحراري 
 
  

≡ ݑ∇  
ݑ߲
ݔ߲

ଓ̂ + 
ݑ߲
ݕ߲

ଔ̂ +
ݑ߲
ݖ߲

෠݇   , 

∅ = −݇଴ ∇u , 
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  المتغیرات فصل طریقة
 

-:مقدمة   ( 3ـ 1) 

 شروطھامن المبادئ الفیزیائیة تفھماً لمعادلة الحرارة و الاولفي الفصل  وضعنانحن 
النموذجیة التي تشمل  المسائلحل بعض  لایجادنحن على استعداد . الحدیة  الأولیة و

وسوف نستخدم تقنیة تسمى طریقة فصل .  المعادلات التفاضلیة الجزئیة الریاضیة
 . بعض الامثلة و سوف نناقش .  المتغیرات

                لقضیب أحادي البعد  يمعادلة للتوصیل الحرارل،  جذنمو ا، ولكنھ بسیطة نسبیا مسالة
( 0 ≤ ݔ ≤   التفاضلیة الجزئیة عادلةثم الم.  املات الحراریة ثابتةعندما تكون جمیع المع(݈

 
ݑ߲
ݐ߲

 = ݇ 
߲ଶݑ
ଶݔ߲  + 

,ݔ)ܳ (ݐ
ߩܿ

ݐ      ,   > 0                          (3.1) 

                 0 < ݔ < ݈ 
 

  ،تحت الشرط الابتدائي یجب أن تحل 
 

,ݔ)ݑ 0) = 0            , (ݔ)݂  < ݔ < ݈                       (3.2) 
  
درجة  لھقضیب ال، إذا كان كلا طرفي  على سبیل المثال. الشرطین الحدیین التالیین و

 حیث   معلومة الحرارة
,0)ݑ (ݐ =  ଵܶ(ݐ)    ݐ

> 0                                   (3.3) 

,݈)ݑ (ݐ =  ଶܶ (ݐ) . 

 جانسةخطیة ومت معادلة و الشروط الحدیةیتم استخدام طریقة فصل المتغیرات عندما تكون ال
  . معادلة تفاضلیة جزئیة وشروط الحدود نوضح، ونحن الآن 

 
 (3.2)  - :ة الخطی

الخطي ستكون مھمة جداً  ، مفھوم كما ھو الحال في دراسة المعادلات التفاضلیة العادیة
   مؤثر خطيب ܮبتعریفعطي ی.  نال بالنسبة 
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                 (3.4)  
 

 
డ. اختیاریة ثوابت  ଶܿو   ଵܿ، حیث ଶݑو  ଵݑ دالتینلأي 

డ௧
డమو    

డ௫మ  لمؤثرات خطیةأمثلة 
  : )4.3( تعطينظراً لأنھا 

 
߲
ଵݑଵܿ ) ݐ߲ + ܿଶݑଶ) =  ܿଵ

ଵݑ߲

ݐ߲ + ܿଶ  
ଶݑ߲

ݐ߲  
 

߲ଶ

ଶݔ߲  (ܿଵݑଵ +  ܿଶݑଶ) =  ܿଵ
߲ଶݑଵ

ଶݔ߲ + ܿଶ
߲ଶݑଶ

ଶݔ߲  .  
 

، عامل  وھكذا. مؤثرات خطیة یكون خطي أي تركیبة خطیة من  اثبات انفإنھ یمكن 
  الحرارة

߲
ݐ߲

−  ݇ 
߲ଶ

  ଶݔ߲
 

 . خطي مؤثرأیضا 
  

  تكون في الصورة ݑ المعادلة الخطیة في المتغیر
 

(ݑ)݈ = ݂ ,                                  (3.5) 
  

  المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیةأمثلة من .  دالة معلومة ݂ خطي و مؤثر ݈حیث 
 

ݑ߲
ݐ߲

= ݇ 
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ,ݔ)݂   (3.6ܽ)                             (ݐ

 
ݑ߲
ݐ߲

= ݇ 
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ,ݔ)ߙ  (ݐ + ,ݔ)݂   (3.6ܾ)          (ݐ

 
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + 

߲ଶݑ
ଶݕ߲ = 0                                         (3.6ܿ) 

݈(ܿଵݑଵ +  ܿଶݑଶ) =  ܿଵ ݈(ݑଵ) + ܿଶ ݈(ݑଶ) 
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ݑ߲
ݐ߲

=  
߲ଷݑ
ଷݔ߲ + ,ݔ)ߙ   (3.6݀)                             ݑ(ݐ

  
  أمثلة من المعادلات التفاضلیة الجزئیة غیر الخطیة

 
ݑ߲
ݐ߲ =  ݇ 

߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ,ݔ)ߙ   ସ                      (3.6݁)ݑ(ݐ

ݑ߲
ݐ߲

+  ݑ 
ݑ߲
ݔ߲

=  
߲ଷݑ
ଷݔ߲                                  (3.6݂) 

ݑ߲ ݑو   ସݑان 
 . )4.3(؛ أنھا لا تستوفي حدود غیر خطیة   ൗݔ߲

݂إذا كان  = (ݑ)݈ یصبح) 5.3(، ثم   0 = وتشمل .  ، تسمى معادلة خطیة متجانسة 0
  ، متجانسة معادلة الحرارة خطیة أمثلة لمعادلات تفاضلیة جزئیة

  
ݑ߲
ݐ߲

− ݇ 
߲ଶݑ
ଶݔ߲ = 0                                        (3.7) 

  
(ݑ)݈یترتب علي ذلك  )3.4(من .  )3.6d(و ) 6c3.(كذلك  = ଵܿیعطي (  0 = ܿଶ =

ݑ،  ولذلك.  ) 0 = ݑ،  على سبیل المثال.  دائماً حل معادلة خطیة متجانسة 0 = 0  
ݑونحن ندعو .  )3.7(بمعادلة الحرارة  یعطي = من معادلة خطیة  بدیھيالحل   0

مساویة    ݑالدالة ھو ان تكونأبسط طریقة لاختبار ما إذا كانت معادلة متجانسة .  متجانسة
ݑإذا .  للصفر ≡ ݂، ومن ثم یجب أن یكون أن  معادلة خطیة یعطي  0 = ومن ثم   0

) 3.6a(مثلاً  [، ھو أن المعادلة تكون غیر متجانسة  خلاف ذلك.  خطیة متجانسةالمعادلة ال
 . ] )3.6b(و 

حلول المعادلات الخطیة إضافتھا معا ل تسمح )3.4( ةالخطی لمؤثراتالأساسیة لالخاصیة 
  : بالمعنى التالي

  
 -: مبدأ التراكب

   ،ا ھل الاختیاريخطي ال فان التركیب،  معادلة خطیة متجانسة تعطي ଶݑو ଵݑإذا 
  ܿଵݑଵ +  ܿଶݑଶ،  متجانسةال الخطیة معادلةالنفس یحقق أیضا .  
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معادلة ل حلین ଶݑو ଵݑلنفترض أن . ة خطیال المؤثراتالدلیل على ذلك یعتمد على تعریف 
(ଵݑ)݈وھذا یعني أن .  خطیة متجانسة = (ଶݑ)݈ و  0 = ଵݑଵܿ)݈فلحساب .  0 +

 ܿଶݑଶ) .  خطيال المؤثرمن تعریف ،  
 

݈(ܿଵݑଵ + ܿଶݑଶ) =  ܿଵ ݈(ݑଵ) + ܿଶ ݈(ݑଶ) 
  

ଵݑଵܿ)݈، ویترتب على ذلك  حلول متجانسة ଶݑو  ଵݑ حیث +  ܿଶݑଶ) = ني وھذا یع. 0
ଵݑଵܿ ان +  ܿଶݑଶ  ݈المعادلة الخطیة متجانسة  یعطي(ݑଶ) =  یحقق ଶݑو  ଵݑإذا  0

 . متجانسةالخطیة المعادلة النفس 
، وفي ھذه الحالة یتم تقییم یة شروط الحدودالوالتجانس تنطبق أیضا على  ةمفاھیم الخطی   

  : أمثلة على شروط الحدود الخطیة ھي الشروط التي ناقشناھا.  محددةالمتغیرات في نقاط 
  

,0)ݑ (ݐ =  (3.8ܽ)                                  (ݐ)݂
 

ݑ߲
ݔ߲

(݈, (ݐ =  (3.8ܾ)                                (ݐ)݃
 

ݑ߲
ݔ߲

 (0, (ݐ = 0                                     (3.8ܿ) 
 

−݇଴  
ݑ߲
ݔ߲

(݈, (ݐ = ℎ[ݑ(݈, (ݐ −  (3.8݀)               [(ݐ)݃ 
  

 ، سیكون ، على سبیل المثال خطيالشرط الحدود غیر 
ݑ߲
ݔ߲

 (݈, (ݐ = ,݈)ଶݑ   (3.8݁)                         (ݐ
  

ݑھو یتحقق اذا ) 3.8c(فقط  ≡ لیس من .  ومن ثم یكون متجانساً) من الشروط الخطیة( 0
,0) ݑالضروري أن یكون شرط الحدود  (ݐ = ݑ لتكون 0 ≡   . بذلك متحققة 0
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   (૜. ૜) الحدود نھایات في رالصف تساوي الحرارة بدرجة الحرارة معادلة : - 
 لا توجد، ولكن أنھا متجانسة فقط إذا كان  خطیةھي ) 3.1(في جزئیة التفاضلیة المعادلة ال

,ݔ) ܳمصادر،  (ݐ = متجانسة  تكون أیضا ي، وھ أیضا خطیة) 3.3( یةشروط الحدودب 0
(ݐ)ଵܶ إذا كان = (ݐ)ଶܶ و  0 =   وبالتالي نقترح أولاً دراسة.    0

  
 
  

݈ < ݔ <  المعادلة التفاضلیة الجزئیة     (3.9)     0
ݐ > 0   

 الشروط الحدیة                    (3.10ܽ)
(3.10ܾ)  

 الشرط الابتدائي                      (3.11)
 
.  متجانسة ةخطیشروط حدیة متجانسة مع  ةتكون من معادلة تفاضلیة جزئیة خطیت المسالة 

(3.9)، المسالة ھناك سببان للتحقیق في ھذا النوع من  − ، إلى جانب حقیقة أن (3.11)
مقابلة  فیزیائیةذات صلة  المسالة، ھذه  أولاً.  ندعي أنھ یمكن حلھا بطریقة فصل المتغیرات

0) لقضیب أحادي البعد < ݔ < مع عدم وجود مصادر وكلا طرفي منغمسین في حمام  (݈
 بتدائیةالطاقة الحراریة الا ان ونحن مھتمون للغایة في التنبؤ بكیفیة . °0درجة حرارة 

،  وثانیا.  بیابسیطة نس الفیزیائیةفي ھذه الحالة تتغیر ) بتدائيممثلة بواسطة الشرط الا(
(3.1)  ة غیر متجانس المسالةسوف تتحول إلى أنھ بغیة إیجاد حل لھذه  − ، سوف (3.3)

.،  متجانسةال المسالةنحتاج إلى معرفة كیفیة حل  (3.9) − (3.11)  
 

  - : فصل المتغیرات(3.4) 
  

  :صیغة الضرب التالیة ، نحاول تحدید الحلول في  في طریقة فصل المتغیرات
 

 (3.12) 
  

یجب ان (3.12)   المعادلة.  ݐ في دالةفقط  (ݐ)ܩ  وݔ   في ھو فقط الدالة (ݔ)∅ حیث
,  یةشروط الحدالو (3.9) ة المتجانسةجزئیة الخطیالتفاضلیة ال معادلةتحقق ال و   (3.10)

, ،  الحل لان . الابتدائي شرط ال) تجاھلت( جانبا ضعلكن في الوقت الحاضر ن لا (3.12)
 . الشروط الأولیة تحقق في وقت لاحق سوف نشرح كیفیة. بتدائیة الشروط الا یحقق

ݑ߲
ݐ߲

= ݇ 
߲ଶݑ
 ଶݔ߲

,0)ݑ (ݐ = 0 
,݈)ݑ (ݐ = 0 

,ݔ)ݑ 0) =  (ݔ)݂ 

,ݔ)ݑ (ݐ =  ,(ݐ)ܩ (ݔ)∅ 
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دانییل . ( (3.12) عطي أي أسباب لماذا نختار الشكلنلا  -- فلأن یكون واضحا من البدایة
علینا .)  ، كما سنرىصحیحة  اأنھو .  اخترع ھذه التقنیة في القرن الثامن عشر برنولي
  : (3.9)  جزئیةالتفاضلیة المعادلة ال في ،(3.12) ، المفترضة الضرب صیغة تعویض

  
ݑ߲
ݐ߲

= (ݔ)∅ 
ܩ݀
ݐ݀

 
 

߲ଶݑ
ଶݔ߲ =  

݀ଶ∅
ଶݔ݀  , (ݐ)ܩ 

  
  یعني أن ) .39(ونتیجة لذلك معادلة الحرارة 

 

 (ݔ)∅
ܩ݀
ݐ݀

=  ݇ 
݀ଶ∅
ଶݔ݀   (3.13)                         .(ݐ)ܩ 

  
  : G(t)(x)∅ ب (3.13)بقسمة كلا الجانبین " فصل المتغیرات"أننا نلاحظ أن نحن یمكن 

1
G 

dG
dt = k

1
∅ 

dଶ∅
dxଶ  . 

  
وعلى الجانب الأیسر  ݐ في دالةبمعنى أن الجانب الأیسر ھو فقط  تم فصلھاالآن المتغیرات 

) لیس من الضروري( و من المناسب،  یمكن أن نستمر في ھذا الطریق .  ݔدالة فقط 
 و لذلك، ݇ القسمة على الثابت 

1
ܩ݇

 
ܩ݀
ᇣᇤᇥݐ݀

دالة في ௧ فقط

   =     
1
∅

  
݀ଶ∅
ଶᇣᇧᇤᇧᇥݔ݀

دالة في ௫ فقط

                              (3.14) 

  
.من خلال القسمة علي  (3.13)ھذا و یمكن الحصول علیھا مباشرة من   (ݐ)ܩ(ݔ)∅ ݇

، متغیرات مستقلة  ݐو  ݔاذا كانت  ؟كیف یمكن لدالة من الزمن ان تساوي دالة في المكان 
.  (3.14)كما یبدو في المعادلة )  ݔدالة في  ݐ او(    ݐلا یمكن ان تكون دالة في  ݔثم 

یجب ان تساوي  (3.14)الفكرة المھمة ھو ان ندعي انھ من الضروري ان كلا الجانبین من 
  :نفس الثابت 

  
 

 (3.15) 1
kG 

dG
dt =  

1
∅ 

dଶ∅
dxଶ =  −λ , 
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سوف نشرح علامة السالب  .ھو ثابت اختیاري المعروف باسم ثابت الانفصال  λحیث 
  .الذي تم عرضھ فقط للملائمة ، الغامض 
 (ݐ)ܩ و (x)∅فقط من اجل ، تنتج اثنین من المعادلات التفاضلیة العادیة  (3.15)المعادلة 

:  
           (3.16)            

           (3.17)            

  
  صیغة الضرب.  (3.16)  و (3.17)ھو ثابت و انھ ھو نفسھ یظھر في كل  ߣتكرار ان 

,ݔ)ݑ        (ݐ = . یجب ایضا یحقق الشرطین ذات الحدود المتجانسة ،  (ݐ)ܩ (ݔ)∅ 

,0)ݑ، مثلا  (ݐ = (ݐ)ܩ(0)∅یعني ان  0 = (ݐ)ܩكل . ھنالك احتمالان .  0  ≡ 0 

(0)∅او )  ݐلجمیع ، ھو مطابق الصفر  ≡معني ( = (ݐ)ܩاذا .  0  ≡ ثم من ،  0

  صیغة،  (3.12)

,ݔ)ݑ، الضرب للحل تساوي الصفر   (ݐ = ,ݔ)ݑ.  ھذه لیست مثیرة للاھتمام  0 (ݐ  ≡
,ݔ)ݑ   و یسمي الحل تافھة لان [ 0 (ݐ ≡ تحقق تلقائیا اي معادلة تفاضلیة جزئیة  0

 حلول. (غیر بدیھیھ  حلول نبحث عن، بدلا منھ  ]. متجانسة و اي شرط اولي متجانس 
  یجب ان یكون لدینا ، )تطبیقیة

  
∅(0) = 0 .                                       (3.18) 

  
,ܮ)ݑ، من خلال تطبیق الشرط الحدي الاخر  (ݐ =   نحصل بطریقة مماثلة علي،  0

  
(ܮ)∅ = 0 .                                     (3.19) 

 
و  (3.16)، اضافة الي انھا تحقق اثنین من المعادلات التفاضلیة العادیة ، حلول الضرب 

  .  (3.19)و  (3.18)یجب انھا ایضا تحقق الشروط الحدیة ،  (3.17)
  
  
  

݀ଶ∅
ଶݔ݀ =  ∅ ߣ− 

ܩ݀
ݐ݀

=  . ܩ݇ ߣ− 
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 (૜. ૞) التي تعتمد علي الزمن  المعادلة: -  
و التي لا نعرف ، من محاسن طریقة الضرب ھو انھ یحول المعادلة التفاضلیة الجزئیة 

الشروط الحدیة فرض شرطین . الي معادلتین من المعادلات التفاضلیة العادیة ، كیفیة حلھا 
المعادلة التي تعتمد علي الزمن لا یوجد .  ݔعلي المعادلة التفاضلیة العادیة التي تعتمد علي 

  فقط، روط اضافیة لدیھا ش
  

ܩ݀
ݐ݀

=  (3.20)                               . ܩ݇ ߣ− 
  

 ݔاولا قبل ان نناقش حل المعادلة التفاضلیة العادیة التي تعتمد علي   (3.20)دعونا نحل 
ھي معادلة تفاضلیة خطیة  (3.20)المعادلة . علي اثنین من شروط الحدود متجانسة 

یمكننا الحصول علي الحل العام لھا بسھولة . متجانسة من الرتبة الاولي ذات معاملات ثابتة 
تقریبا جمیع المعادلات التفاضلیة العادیة ذات المعاملات الثابتة یمكن حلھا عن طریق . تامة 

ܩ، البحث عن حلول اسیة  =  ݁௥௧  ،لكثیرة الحدود الممیزة  حیث في ھذه الحالة بالتعویض
ݎھي  =   ھو  (3.20)الحل العام الي ، و بالتالي فان .  ݇ߣ− 

  
(ݐ)ܩ = ܿ ݁ିఒ௞௧ .                         (3.21) 

  
ھي حل  ఒ௞௧ି݁ ܿفان ، ھي حل  ఒ௞௧ି݁اذا كان ، تذكر ان للمعادلة الخطیة المتجانسة 

ھو  ߣبما ان  . د علي الزمن ھو الحل الاسي الحل الذي یعتم) .  ܿلاي ثابت اختیاري (

في نھایة المطاف سوف ، و مع ذلك . و الذي لھذه اللحظة ھو اختیاري ، ثابت الانفصال 

ߣاذا . المسموح بھ  ߣنكتشف انھ لیس ھناك سوي قیم معینة من  > الحل یضمحل ،   0

݇بما ان ( ݐبشكل كبیر مع زیادة  > ߣاذا ) . 0 < و ، الحل یزداد اضعافا مضاعفة ،  0

ߣ  اذا  = 0 ،  

,ݔ)ݑبما ان مسالة توصیل الحرارة و ان درجة الحرارة . الحل یبقي ثابتا في الزمن   (ݐ
، و بالتالي . نحن لا نتوقع الحل لینمو باضعاف مضاعفة في الزمن ،  (ݐ)ܩتتناسب مع 
ߣ  فاننا نتوقع  ≥ عندما . ن سنفعل ذلك في وقت لاحق و لك، نحن لم نثبت ھذا البیان ، 0

علي الرغم علي اننا لا ینبغي ان ، نري اي وسیط غالبا ما نفترض تلقائیا انھ ھو موجب 
ߣانھا مناسبة ان نتوقع ، و ذلك . نفرض ذلك  ≥ ھذا ھو السبب في ، في الواقع .  0

–التعبیر  –دلا من ب( ߤاذا ادخلنا .  ]  (3.15)انظر  [عندما فصلنا المتغیرات  ߣ فان ، ) ߣ
ߤحجبنا السابقة لاقترحت ان   ≤ نحل ،  (3.15)عند فصل المتغیرات في ، باختصار .  0
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التي لا تنمو باضعاف الا اذا كان ثابت  (ݐ)ܩمنطقیا المعادلة الزمنیة التي تعتمد علي 
0الفصل  –نحن بذلك علینا ادخال .  ≤ ߣمنذ كنا نتوقع ، للملائمة  ߣ ≥ نحن في .  0

ߣو الریاضیات سوف تحقق . الواقع نرید تحدید كل الثوابت المسموح بھا  ≥ من ،  0
  .الحجج الفیزیائیة الواردة اعلاه 

  
   - :مسالة القیمة الحدیة    (3.6)

یعطي المعادلة التفاضلیة ،  (ݔ)∅، في صیغة الضرب للحل  ݔالدالة التي تعتمد علي 
  :شروط الحدود المتجانسة  العادیة من الدرجة الثانیة مع

  
  
 

 (3.22) 
 
 
 
 

في المقرارات الاولي . مسالة القیمة الحدیة للمعادلات التفاضلیة العادیة  (3.22)نسمي 

التفكیر ( مثلا . یتم تحدید مسائل القیمة الاولیة فقط ، المعتادة في المعادلة التفاضلیة العادیة 

و نحن في حل المعادلات التفاضلیة من الدرجة الثانیة  ، )في قانون نیوتن لحركة الجسیمات 

(݉ ݀ଶݕ ⁄ଶݐ݀ = ݕ݀و  (0)ݕیعطي  [بشرطین ابتدائیین    (ܨ الاثنین في  ] ⁄(0)ݐ݀

و عادة ما توجد حلول وحیدة لمسائل ، مسائل القیمة الاولیة ھي لطیفة جدا . نفس الزمن 

لا یتم اعطاء ، انھا مسالة قیمة الحدود . ھي تختلف تماما  (3.22)، و لكن . القیمة الاولیة 

ݔعلي سبیل المثال (شرطین في نفس المكان  = ݔو لكن في مكانین مختلفین )  0 = و  0

ݔ = لا یوجد نظریة بسیطة تتضمن وجود الحل او انھ وحید في ھذا النوع من المسائل .  ܮ

(ݔ)∅یمكن ملاحظة ان ، و بصورة خاصة .  = تحقق المعادلة التفاضلیة العادیة و  0

ߣحتي اذا كان ،  ߣبقض النظر عن قیمة الثابت ، شرطي الحدود المتجانسة  < یشار  ; 0

,ݔ)ݑانھ یتوافق مع  . الیھا علي انھا الحل التافھ لمسالة القیمة الحدیة  (ݐ  ≡ حیث  ،  0

,ݔ)ݑ (ݐ = (ݔ)∅فان  ، وحیدة  (3.22)اذا كانت الحلول للمعادلة .  (ݐ)ܩ(ݔ)∅   ≡ 0 

݀ଶ∅
ଶݔ݀ =  ∅ߣ− 

∅(0) = 0 
(ܮ)∅ = 0 
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و نحن لن نكون قادرین علي الحصول علي حلول غیر بدیھیة من  ;ستكون الحل الوحید 

لحسن ) . فصل المتغیرات(الجزئیة و متجانسة خطیة بطریقة الضرب  المعادلة التفاضلیة

ھنالك عدم وجود حلول غیر بدیھیة ، و مع ذلك .   (3.22)ھنالك حلول اخري من ، الحظ 

،  ߣظھر ان ھناك قیم خاصة معینة ل سوف ت، بدلا من ذلك .  ߣلجمیع قیم  (3.22)من 

و .  (ݔ)∅، التي لیست لھا حلول بدیھیة ،  (3.22)تسمي القیم الذاتیة لمسالة القیمة الحدیة 

  .  ߣتسمي دالة ذاتیة المقابلة للقیمة الذاتیة  ،  ߣالتي وجدت لقیم معینة في ،  (ݔ)∅بدیھي 

ھنالك حلول غیر  ߣلاي قیم ل ، اخري  و بعبارة.  ߣدعونا نحاول تحدید القیم الذاتیة ل 
معادلة الدرجة الثانیة ھي للمعادلة . مباشرة  (3.22)تحل .  (3.22)بدیھیة  للمسالة 

عادة ما یتم الحصول علي  ;التفاضلیة العادیة خطیة و متجانسة  و ذات المعاملات الثابتة 
∅،  حلین مستقلین في شكل الاسي  =  ݁௥௫  .في المعادلة  و بتعویض ھذه الاسیة

ଶݎالتفاضلیة نحصل علي المعادلة الممیزة  = الحلول المقابلة لاثنین من الجذور لھا .  ߣ− 
  : و ھناك اربع حالات .  ߣخصائص تختلف اختلافا كبیرا تبعا لقیمة 

ߣ .1 > ݎ، التي جذورھما خیالیة بحتة و ھي جذور مركبة مترافقة ،  0 = ିߣ√ ݅
ା    . 

ߣ .2 = ݎ،  0، ن و متساویین التي جذورھا اثنی،  0 = 0 . 
ߣ .3 < ݎ، التي جذورھما الحقیقیة مختلفة ،  0 = ିߣ−√ 

ା
احداھما موجب و الاخر ،  

–لانھ في ھذه الحالة . (سالب  بحیث یتم تعریف عملیة الجذور التربیعیة ، ھو موجب  ߣ
 ) .ایضا 

  .نفسھا عدد مركب 4. ߣ 
نتوقع ، باستخدام المنطق الفیزیائي ، الحل یعتمد علي الزمن .  4سنقوم بتجاھل الحالة رقم 

ߣان  ≥ ، و مع ذلك .  3و ربما بعد ذلك سوف تكون غیر ضروریة لتحلیل الحالة  ; 0
  . فاننا سوف نبرھن علي وجود سبب ریاضي لاغفال ھذه الحالة 

  
< ߣ) القیم الذاتیة و الدوال الذاتیة  ߣدعونا ننظر اولا في الحالة التي فیھا   :(0 > 0  .

  مسالة القیمة الحدیة ھي 
݀ଶ∅
ଶݔ݀ =  (3.23)                               ∅ߣ− 

 
∅(0) = 0                                  (3.24ܽ) 

 
(ܮ)∅ = 0 .                                 (3.24ܾ) 
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ߣاذا كان  > ݁، الحلول الاسیة  تكون في العادة تخیلیة ،  0 √ఒ ௫ష
శ

، في ھذه الحالة .  

   الخیارات ،اذا كنا نرغب حلول حقیقیة مستقلة . الحلول تتذبذب 

  cos ߣ√ sin  و  ݔ cos  ما تكون ھي الخیار   عادةݔ ߣ√ ߣ√ sin  و  ݔ ھي (ݔ ߣ√

݁تركیبات خطیة من  √ఒ ௫ష
శ

  ھو  (3.23)فان الحل العام في ، و بالتالي ) . 

    
∅ =  ܿଵ  cos ߣ√ ݔ  + ܿଶ  sin  (3.25)                    , ݔ  ߣ√

  
یمكن اختیار تركیبة خطیة من اي . (تركیبة خطیة اختیاریة من اثنین من الحلول المستقلة 

cos  .) حلین مستقلین  ߣ√ sin  و  ݔ لكن ، و عادة ما تكون الاكثر ملاءمة ݔ ߣ√
݁௜√ఒ ௫   ି݁و௜√ఒ ௫    في بعض الامثلة یمكن اختیار حلول اخري مستقلة . یمكن استخدامھا

cos  یمكن اختیار احیانا ، مثلا .  ߣ√ ݔ) − sin  و  (ܽ ݔ) ߣ√ −   . حلول مستقلة (ܽ
(0)∅. الان نطبق شروط الحدود  =   یعني ان  0

  
0 =  ܿଵ . 

ݔحیث ان الحل یجب ان یكون صفر عند ، یتلاش حد جیب التمام  =   لذلك .  0
(ݔ)∅   =  ܿଶ sin ߣ√ ݔفقط شرط الحدود في .   ݔ  = (ܮ)∅. لم یتحقق  ܮ = یعني  0

  ان 
  

0 =  ܿଶ  sin  . ܮ  ߣ√
  

ଶܿاما  = ܮ ߣ√او  0 = ଶܿاذا .  0 = (ݔ)∅فان ،  0 ≡ و بما اننا فعلا حددنا  0
ܿଵ = التي تحتوي علي حلول  ߣو نحن نبحث عن تلك القیم ل  ،و ھذا ھو الحل تافھة .  0

  یجب ان تحقق ߣالقیمة الذاتیة . فعلیة 
   

sin ߣ√ ܮ  = 0 .                            (3.26) 
  

sinرسم تخطیطي . یجب ان تكون صفرا لدالة الجیب   ܮ ߣ√ او )  2.3.1انظر الشكل ( ݖ
=  ܮ ߣ√تبین ان ،  معرفتنا لدالة الجیب  n π  .√ثابتا مضروبا یجب أن یساوي    ܮ ߣ
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ߣ√حیث ان ، عدد صحیح موجب  nحیث  ، πفي   > 0  )݊ = نظراً لأننا  مناسبالیس  0
ߣیفترض أن  >   ھي  ߣالقیمة الذاتیة ) .  الاثباتفي ھذا   0

ߣ =  ቀ
ߨ ݊
ܮ

ቁ
ଶ

 ,               ݊ = 1,2,3, ⋯           (3.27) 

  

  

sinاصفار من  2.3.1الشكل    . ݖ

ߣ تناظر الذاتیة التيال وتكون الد = ߨ݊)  ⁄ܮ )ଶ :  
  

(ݔ)∅ =  ܿଵ  sin ݔ  ߣ√ =  ܿଶ  sin
ݔߨ݊

ܮ  ,                    (3.28) 
  

ଶܿمثلا ،  ଶܿنحن غالبا نختار قیم ملائمة . ھي ثابت اختیاري  ଶܿحیث ان  = نحن نود .  1
حیث ان المعادلة ، ان اي دالة ذاتیة یجب ان تكون مضروبة في ثابت اختیاري ، ان تتذكر، 

  .التفاضلیة الجزئیة و شروط الحدود ھي خطیة و متجانسة 
  

ߣ ذاتیةالقیمة ال = ߣالان نحن نرید ان نحدد اذا كانت : ) (0 = ھي قیمة ذاتیة من  0
ߣ . (2.3.16)تحت شروط الحدیة  (3.23) = ߣاذا كانت . حالة خاصة  0 = 0  ،
  ھذا یقتضي ان (3.23)

∅ =  ܿଵ +  ܿଶ ݔ , 
,،  0یطابق ان ھنالك جذرین صفریین  ݎ = ߣلتحدید ما اذا كان . للمعادلة الممیزة  0 = 0 

(0)∅  .  یجب تطبیق شروط الحدود متجانسة، ھو قیمة ذاتیة  = 0 ویعني ذلك  0 =  ܿଵ 
∅ لذلك،  =  ܿଶ (ܮ)∅، یعني  ضافة إلى ذلكلإوبا .  ݔ = 0 أن  0 =  ܿଶطول.  ܮ 

≠)  موجب ܮ  القضیب 0)  ، ܿଶ = (ݔ)∅  و لذلك،  0 ≡  و،  وھذا ھو الحل تافھة .   0
ߣ أن نقول لذلك =  یجب ان.   [(3.23) و(3.24) ] المسالة، لھذه  ذاتیةلیست قیمة   0
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ߣ  ان ، على الرغم نكون حذرین = ، وینبغي أن ینظر في  أخرى مسائلل ذاتیةھو قیمة  0
  . جدیدة قد تصادف مسالةشكل فردي لأي 

ߣ) القیم الذاتیة < ߣ إذا كان ؟  سالبة ذاتیةھل ھناك أي قیم  : (0 <   ، الحل 0
 

݀ଶ∅
ଶݔ݀ =  (3.29)                                  ∅ߣ−

  
ݎ  ھي  الممیزة المعادلةجذور .  ، ولكن قد تضطر إلى توخي الحذرصعبا لیس  =

ିߣ−√ 
ା

، فقد   ߣ√− الترمیزإذا كنت لا تحب .  ఒ ௫√ି݁ و ఒ ௫ି√݁ ھي حلول ال لذلك و، 

  تفضل ما

ߣإذا (یكافئ  < |ߣ|ඥ   ،  ومع ذلك.  |ߣ|ඥ ، إلا وھي )0 ≠ ߣ حیث ، ߣ√ <  من.  0
     كتابة المناسب

ߣ =  , ݏ− 
  

ߣ فیھا التي الحالةفي  < ݏ  حیث.  0 >   تصیر(3.29)    التفاضلیة ةالمعادل ، و 0
  

݀ଶ∅
ଶݔ݀ =  (3.30)                               . ∅ݏ

  
ݏ حیث، ௦ ௫√ି݁ و  ା√௦ ௫݁ ھما ینمستقلالحلین ال >   ھو الحل العام.  0
  

∅ = ܿଵ ݁√௦ ௫ +  ܿଶ ݁ି√௦ ௫ .                    (3.31) 
  

  الزائدیة الدوال، تعاریف  كاستعراض. الزائدیة  الدوالوكثیراً ما نستخدم بدلاً من ذلك 
  

cosh ݖ  ≡  
݁௭ +  ݁ି௭

2 sinh  و   ≡ ݖ  
݁௭ +  ݁ି௭

2  ,  
  

.  2.3.2الشكل  ھذه ھي رسمت في. یة الأس الدوال من ةبسیط ةتركیبات خطیو ھي 
sinh ملاحظة أن 0 = cosh و 0 0 = .  )نتائج مماثلة لتلك التي للدوال المثلثیة( 1  

݀ أیضا ملاحظة أن  dz⁄  cosh z =  sinh z ݀ و ⁄ݖ݀  sinh ݖ =  cosh ، مماثلة ݖ
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في صیغ  السالب اشاراتبسبب عدم ظھور  ھاولكن أسھل تذكر  تماما للدوال المثلثیة
یمكن   (3.30)عام الحل ال، یة الأس عن الدوال بدلاً  الزائدیة الدوالإذا تم استخدام . التفاضل 

  :في الصورة كتابتھ 
 

∅ =  ܿଷ  cosh ݏ√ ݔ  + ܿସ  sinh ݏ√  (3.32)                    , ݔ 
  

ߣ(سالبة  ذاتیة لتحدید ما إذا كان ھناك أي قیم .  (3.31) یكافئ نموذج  < لكن  ،  0

ݏ > ߣ حیث   0 = أو  (3.31)أما النموذج . یة شروط الحدالطبق ن، مرة أخرى  )ݏ−

 (3.32)من .  ؛ یتم الحصول على الجواب نفسھ في كلتا الحالتین یمكن استخدامھا (3.32)

، ∅(0) = 0ویعني ذلك  0 =  ܿଷ ، ومن ثم   ∅ =  ܿସ  sinh ݏ√ ویعني شرط .  ݔ 

(ܮ)∅، ه الحدود الأخر = ସܿ أن ، 0  sinh ݏ√ ܮ  = ܮ  ݏ√ بما ان  0 >  حیث ان 0

sinh ویترتب على ذلك  )2.3.2 الشكل انظر ( سعة موجبة لاي ابدا الصفر یساوي لا ،

ܿସ = (ݔ)∅ و لذلك . 0  ≡ ߣ ل  (3.30) ل  والحل الوحید . 0 < یحل شروط الذي  0

 المثال ھذا في. ذاتیة سالبة ، ھناك أیة قیم و لذلك لا توجد .  تافھالمتجانسة ھو الحل الالحدود 

أننا لم نتوقع مثل ھذه الحلول . الزمن في  الاسيسالبة إلى النمو  ذاتیة ، قد تتفق مع وجود قیم

ذاتیة ، وھنا تحققنا ریاضیا بطریقة واضحة لا یمكن أن یكون ھناك أي قیم  أسس مادیة على

  .  سالبة ذاتیةالأخرى یمكن أن تكون ھناك قیم  المسائلفي بعض . المسالة لھذه  سالبة

  

  

  . وظائف القطعي 2.3.2الشكل 
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یمكننا تلخیص نتائج جھودنا لمشكلة الحدود القیمة الناتجة عن الفصل  :الدوال الذاتیة ملخص  
  المتغیرات بین 

݀ଶ∅
ଶݔ݀ + ∅ߣ  = 0 

(ݔ)∅ = 0 
(ܮ)∅ = 0 . 

 

ھذه مفیدة لتجعلك قریب من حفظ النتائج . مسائل القیم الحدیة تنشا في كثیر من المسائیل 
  ، ) و لا تساوي صفرا او سالبة(و التي كلھا موجبة  ߣللقیمة الذاتیة 

ߣ = ቀ
ߨ݊
ܮ

ቁ
ଶ

 , 
  

݊، اي عدد صحیح موجب  ݊حیث ان  = 1,2,3,   و ھي تتطابق الدالة الخاصة في ،  ⋯

(ݔ)∅ =  sin
ݔߨ݊

ܮ
 . 

  

      نكتب، للقیمة الذاتیة اللاحقة  ଶߣ، للقیمة الذاتیة الاولي   ଵߣاذا اتخدمنا الترمیز 

௡ߣ = ߨ݊)  ⁄ܮ )ଶ  ،݊ = 1,2, ௡∅تطابق دوال ذاتیة في بعض الاحیان تعرف  ⋯ ،  (ݔ) 

ݔتساوي صفر عند ) طبعا(كل الدوال الذاتیة .  2.3.3اولا القلیل منھا رسم في الشكل   = 0 

ݔو  = ଵ∅   نلاحظ ان.  ܮ =  sin ݔߨ ⁄ܮ 0لیس لھ جذر في الفترة    < ݔ <   و،  ݈

  ∅ଶ (ݔ) =  sin ݔߨ2 ⁄ܮ 0لھ جذر واحد في الفترة    < ݔ < ، في الحقیقة .  ܮ
∅௡ (ݔ)  =  sin ݔߨ݊ ݊تمتلك  ⁄ܮ − 0من الجذور في الفترة  1 < ݔ < سوف نعلن .  ܮ

  .الذاتیة  دواللل، ھذا خاصیة عامة  ، بشكل ملحوظ )5.3انظر ثانیة (لاحقاً 
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sinدوال خاصة  2.3.3الشكل  ݔߨ݊   . الأصفارو  ⁄ܮ

∅ଶ݀ المعادلة الحلولحصلنا علي قد ت  :التوافقیة  حركة الزنبرك ⁄ଶݔ݀ = ھنا .   ∅ߣ− 
 حركةنظام .  ، فیھ البعض منكم قد تجد من المفیدالزنبرك  حركةمن ھذا إلى نظام  تدافقنقدم 

ݕଶ݀ ݉ تخضع لقانون ھوك لیرضي  الزنبرك ⁄ଶݎ݀ = ݇ ، حیث   ݕ݇−  > ھو  0
ߣ ، إذا كان  وھكذا. الزنبرك ثابت  > كون تقد  (3.23) المعادلة التفاضلیة العادیة  ، 0

ߣ، إذا كان  وھكذا. التوافقیة  الزنبرك كحركة رة الفك > لن .  أن یتذبذب للحل ینبغي ، 0
ߣ عندما (3.24) الشروط الحدودیة  تتحققكون من المستغرب أن ی > المعادلة  الحل و؛  0

ݔ ، الذي ھو صفر في التفاضلیة العادیة  = مرة أخرى في  ان یكون صفرافرصة لھ ، 0
ݔ = وقد أظھرنا . للمعادلة التفاضلیة العادیة أن ھناك قوة لاستعادة وتذبذب الحل حیث   ܮ

ߣ أن ھذا یمكن أن یحدث لقیم معینة > ߣ ، إذا كان  ومع ذلك.   0 < . یمكن استعادة  لا ، 0
ݔصفر في  و ھو الفعلي حلالویبدو أقل احتمالاً أن  = صفر مرة أخرى  ان یكونیمكن  0

ݔ في =   . ، حتى یمكننا التحقق من ھذه الحقائق ریاضیا یجب أن لا نثق بحدسنا تماما.  ܮ
  

(૜. ૠ) یب للحلولومبدأ التراك الضرب طریقة : - 
ݑ߲ ،  باختصار، حصلنا على الحلول لمعادلة الحرارة ⁄ݐ߲ = ݇ ߲ଶݑ ⁄ଶݔ߲  التي تحقق،  

,0)ݑ متجانسة  الشروط الحدود  (ݐ = ,ܮ)ݑو   0 (ݐ = ߣ المقابل ل 0 > أن .  فقط 0
,ݔ)ݑ    ، ھذه الحلول (ݐ = (ݐ)ܩ  لھا،  (ݐ)ܩ(ݔ)∅  = ܿ݁ିఒ௞௧(ݔ)∅ و =

 ܿଶ  sin ߣ√ (0)∅ ]من  حددناحیث     ݔ = (ܮ)∅ و0 = شروط الحدود القیم  [ 0
ߣ ، ߣ  لثابت الفصلالمسموح بھا  = ߨ݊) ⁄ܮ )ଶ  . وھكذا.  عدد صحیح موجب ݊ھنا  ،

  الحرارةالحلول لمعادلة 
  

 n=1,2,…      (3.33) 
  

ܤ) اختیاريثابت   ܤ حیث = ܿܿଶ)  .ݐ ملاحظة أنھ كلما زاد .  ݊ وھذا حل مختلف لكل ،
  ، ، لھذه الحلول على وجھ الخصوص. اسیا  تضمحلھذه الحلول الخاصة  فان

,ݔ)ݑ (ݐ = sin ܤ 
ݔߨ݊

ܮ
 ݁ି௞(௡గ ௅⁄ )మ௧ ,  
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 lim௧→ஶ ,ݔ)ݑ (ݐ  = ,ݔ)ݑ،  ذلكضافة إلى لإوبا 0  ، ط أولیة خاصةوشر تحقق  (ݐ
,ݔ)ݑ 0) = ܤ sin ݔߨ݊ ݈⁄  .  

  
 لتحقق، (3.33) حلول بسیطة ،  طریقة الضرب یمكننا استخدام  :الابتدائیة القیمة  مسائل
، لنفترض  على سبیل المثال.  صحیحیكون لإذا حدث الشرط الأولى  الابتدائیة القیمة مسالة 

  : القیمة الأولیة التالیة مسالةأننا نرغب في حل 
  

 డ௨          : المعادلة التفاضلیة الجزئیة     
డ௧

= ݇ డమ௨
డ௫మ  

 
,0)ݑ       :  شرط الحدود (ݐ = 0  
 

,ܮ)ݑ                                                                (ݐ = 0    
 

شرط الاولال:                                        ,ݔ)ݑ      0) = 4 sin ଷగ௫
௅

      
  

,ݔ)ݑلدینا  (ݐ = sin ܤ ݔߨ݊ ⁄ܮ  ݁ି௞ (௡గ ௅⁄ )మ ௧   یحقق الشرط الابتدائي       الضربالحل 
,ݔ)ݑ 0) = sin ܤ ݔߨ݊ ݊، بانتقاء  وھكذا.  ⁄ܮ = ܤو  3 =   .محققة  تكون سوف ، 4
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  -:مسائل 
  

الخواص الحراریة للمصادر و حدد معادلة التوزیع المتوازن لقضیب واحد مع ثبوت  )1
 :الشروط الحدیة الأتیة 

a) (0)ݑ =  ଵܶ   ،   (ܮ)ݑ =  ଶܶ     ،   ܳ = 0 
  

  - :الحل                             
݀ଶܶ
ଶݔ݀ = 0     → (1) 

  نكامل المعادلة
 

݀ܶ
ݔ݀

=  ܿଵ 
  نكامل للمرة الثانیة 

(ݔ)ܶ =  ܿଵݔ + ܿଶ 
 
(0)ݑ =  ଵܶ           یعني        ଵܶ =  ܿଶ 
 
(ܮ)ݑ =  ଶܶ             یعني       ଶܶ =  ܿଵܮ +  ܿଶ 
 
ܿଵ =  ( మ்ି భ்)

௅
         ،    ܿଶ = ଵܶ 

 

(ݔ)ݑ =  ଵܶ +
( ଶܶ − ଵܶ)

ܮ
 ݔ

 
b)  (0)ݑ = (ܮ)ݑ    ،    ܶ = 0   ،   ܳ = 0 

  
  - :الحل                          

݀ଶܶ
ଶݔ݀ = 0      

  نكامل مرتین نحصل علي 
(ݔ)ܶ = ܿଵݔ + ܿଶ 
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(0)ݑ = ܶ       →     ܶ = ܿଶ 
 
(ܮ)ݑ = 0        →     0 = ܿଵܮ + ܿଶ 
 

ܿଶ = ܶ        ,     ܿଵ =
ܶ
ܮ

   
 

(ݔ)ܶ = −
ܶ
ܮ

+ ܶ 
 

c) (0)ݑ = (ܮ)ݑ      ,      0 = ܶ     ,     ܳ = 0  
  

  - :الحل                             

  نكامل مرتین نحصل علي 
  

(0)ݑ = 0     →     0 = ܿଵ 
 
(ܮ)ݑ = ܶ     →    ܶ = ܿଵܮ + ܿଶ    →   ܿଶ = 0 
 

ܿଵ =
ܶ
ܮ

 
 

(ݔ)ܶ =
ܶ
ܮ

 ݔ
 

d) ܳ = (0)ݑ   ,    0 = ܶ   ,    డ௨
డ௫

=  ߙ
  

  - :الحل                                 
݀ଶݑ
ଶݔ݀ = 0 

  نكامل                    
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ݑ߲
ݔ߲

=   ߙ
  نكامل مرة اخري               

  
(ݔ)ݑ = ݔߙ + ܿଵ 
 
(0)ݑ = ܶ     →   ܿଵ = ܶ 
 
(ݔ)ݑ = ݔߙ + ܶ 
 

ݔلیكن لدینا الاحداثیات القطبیة    )2 = ݎ cos ߠ  , ݕ = ݎ sin    مع العلم ان   ߠ
ଶݎ = ଶݔ +  اثبت ان  ଶݕ

ݎ߲
ݕ߲

= sin ߠ     ,     
ݎ߲
ݔ߲

= cos  ߠ

  - :الحل                          
  

ݎ2
ݕ߲
ݔ߲

= →     ݔ2    
ݎ߲
ݔ߲

=
1
ݎ

=
ݎ cos ߠ

ݎ
= cos  ߠ

 

ݎ2
ݎ߲
ݕ߲

= ݕ2 =
ݎ߲
ݕ߲

=
ݕ
ݎ

= sin  ߠ

ݑافرض ان درجة حرارة اسطوانة متماثلة   )3 = ଶݎحیث ان  (ܶ)ݎ௖ݑ = ଶݔ +  ଶݕ
ܽنستطیع ان نشتق درجة الحرارة لھذه المسالة اعتبر اي حلقة دائریة   ≤ ݎ ≤ ܾ 

ߨ2اثبت ان مجموع الطاقة الحراریة یساوي  ∫ ݎݑߩܿ ௕ݎ݀
௔ . 

 
  - :الحل

  من حجم الاسطوانة
ݑ = →    ଶℎݎߨ   ܸ݀ =  ݎ݀ ℎݎߨ2

ܽ ≤ ݎ ≤ ܾ 
 

  لكن الشرط نحن ننظر في الحلقة الدائریة اي دائرة 
→ ܸ݀ =  ݎ݀ ݎߨ2
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→ ℎ݁ܽݕ݃݁ݎ݊݁ ݐ = න ܸ݀ ݑߩܿ
௕

௔

 

 = න ݑߩܿ ∗ ݎ݀ ݎߨ2
௕

௔

 

= ߨ2 න ݎ݀ ݎݑߩܿ
௕

௔

 

∯اذا كانت معادلة لابلاس متكافئة في ثلاثة ابعاد اثبت    )4 ݑ∆ ∗ ݏ݀ ݊ = لاي سطح  0
 )لتباعداستخدم نظریة ا(مغلق 

  - :الحل
  

و الكتلة   ݖ∆ݕ∆(ଵݒ)ߩحیث ان الكتلة الداخلیة ) ثلاثي الابعاد(لنفرض ان لدینا مكعب 
ଵݒ)ߩالخارجیة   +   ݔالفرق في الكتلة الخارجة    ݖ∆ݕ∆(ଵݒ∆

 
=   ݖ∆ݕ∆ଵݒ∆ߩ
 

 ݕالفرق في الكتلة الخارجة  
=  ݖ∆ݔ∆ଶݒ∆ߩ
 

 ݖالفرق في الكتلة الخارجة  
=  ݕ∆ݔ∆ଷݒ∆ߩ
 

  الفرق الكلي 

ߩ ൬
ଵݒ∆

ݔ∆
+

ଶݒ∆

ݕ∆
+

ଷݒ∆

ݖ∆
൰  ݖ∆ݕ∆ݔ∆

 
  )من قانون بقاء الطاقة(صفر = لكن الفرق في الكتلة 

→  ൬
ଵݒ∆

ݔ∆
+

ଶݒ∆

ݕ∆
+

ଷݒ∆

ݖ∆
൰ = 0 

 
ݒ ݒ݅݀ = ݑاذا كتبنا   0 =   ݒ ݀ܽݎ݃
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→ (ݒ ݀ܽݎ݃) ݒ݅݀ = ∆ଶu = 0 
 

  و لدینا 

඾ ݑ∆ ∗ ݏ݀ ݊ = ඵ ∆ଶݒ݀ ݑ 

 
  ← ݑଶ∆بتعویض قیمة 

඾ ݑ∆ ∗  ݏ݀ ݊
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  :الخاتمة
  

الذي بنعمتھ تتم الصالحات و الشكر لھ سبحانھ على توفیقھ بان یسر لنا ھذا الحمد الله 
الموضوع الذي كنا نتمنى دائما ان نقدم و لو شیئا یسیرا فلھ المنھ و الفضل سبحانھ ان یسر 

ربي أوزعني أن أشكر نعمتك التي أنعمت علي و علي والدي و (( لنا ھذا حتي تم بحمد االله 
  )) .و أدخلني برحمتك في عبادك الصالحین  أن أعمل صالحا ترضاه


