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Abstract

      TheThe  firstfirst  partpart  ofof  thethe  dissertationdissertation  isis  aa  studystudy  ofof  thethe  theorytheory  ofof  analyticanalytic  

continuationcontinuation  (A.C)of(A.C)of  functionfunction  ofof  complexcomplex  variablevariable  .Theorems.Theorems  andand  

examplesexamples  areare  givengiven  toto  investigateinvestigate  thethe  topicstopics  ofof  direct(direct(  AA  .C).C)  ,,  (A.C)(A.C)  alongalong  

aa  curve,curve,  globalglobal  analyticanalytic  branchbranch  points,points,  RiemannRiemann  surfacessurfaces  andand  theirtheir  

constructionconstruction  ..

    TheThe  secondsecond  partpart  isis  devoteddevoted  toto  applicationapplication  ofof  (A.C)(A.C)  inin  somesome  problemsproblems  ofof  

quantumquantum  mechanicmechanic  ..  TheThe  generalizedgeneralized    classicalclassical  treatmenttreatment  ofof    langevinlangevin  

equationequation  forfor  aa  linearlinear  oscillatoroscillator  embeddedembedded  inin  aa  bathbath  ofof  harmonicharmonic  oscillatorsoscillators  

isis  solvedsolved  toto  measuremeasure  raterate  ofof  energyenergy  absorptionabsorption  fromfrom  anan  externalexternal  radiationradiation  

sourcesource  ..  QuantumQuantum  treatmenttreatment  appliesapplies  (A.C).on(A.C).on  thethe  displacementdisplacement  imaginaryimaginary  

– – timetime  toto  obtainobtain  thethe  realreal –  – timetime  correlation.Acorrelation.A  briefbrief  descriptiondescription  ofof  thethe  

implementationimplementation  ofof  thethe  maximummaximum  entropyentropy  inversioninversion  methodmethod  isis  givengiven  ..  

singularsingular  valuevalue  decompositiondecomposition  methodmethod  andand  numericalnumerical  pathpath  integralintegral  MonteMonte  

––carolcarol  simulationsimulation  areare  usedused  toto  getget  numericalnumerical  solutionsolution  ofof  thethe  samesame  problemsproblems  

aa  bove.bove.  

      FinallyFinally  curvescurves  obtainedobtained  byby  FourierFourier  integralsintegrals  (using(using  A.CA.C  theorytheory  ))  areare  

comparecompare  withwith  carvescarves  obtainedobtained  numericallynumerically  ((  usingusing  statisticalstatistical  andand  

simulationsimulation  methods).methods).

(II)(II)



IntroductionIntroduction

1)1) inin  chapterchapter  22  andand  33  quantumquantum  dynamicdynamic  isis  stimutatedstimutated  byby  performingperforming  
anumericalanumerical  analyticanalytic  continuationcontinuation  ofof  imaginaryimaginary  timetime – –corvelationcorvelation  
functions.functions.

2)2) TheThe  timetime – –correlationcorrelation  functionfunction  calculatecalculate  alongalong  thethe  imaginaryimaginary  timetime  
axisaxis  cancan  bebe  uniquelyuniquely  analyticallyanalytically  continuedcontinued  toto  thethe  realreal – –timetime  axisaxis  ..

3)3) InIn  thisthis  approachapproach  thethe  totaltotal  systemsystem  isis  divideddivided  intointo  aa  subsystemsubsystem  andand  aa  
bathbath  ..

4)4) TheThe  effecteffect  ofof  thethe  bathbath  onon  thethe  systemsystem  isis  reatedreated  perturbativelyperturbatively  
throughthrough  bathbath  timetime –  – correlationcorrelation  functionfunction  ..

5)5) TheThe  purposepurpose  ofof  thethe  persentpersent  stonystony  isis  toto  examineexamine  thethe  performanceoeperformanceoe  
thethe  maximummaximum  entropyentropy  ((    ME)ME)  andand  sigularsigular  valuevalue  decompostiondecompostion  
(SVD)analytic(SVD)analytic  continuationcontinuation  methodsmethods  toto  thethe  problemproblem  ofof  quantumquantum  
mechanicalmechanical  vibrationalvibrational  relaxation.relaxation.

6)6) ComplicatedComplicated  alomicalomic  andand  molecularmolecular  systemssystems  cancan  bebe  approximatedapproximated  
veryvery  wellwell  byby  harmoicharmoic  bathsbaths  ..

7)7)   TheThe  one-one-  dimensionaldimensional  oscillatoroscillator  coupledcoupled  toto  aa  harmonicharmonic  bathbath  isis  aproapro  
toto  typetype  modelmodel  forfor  studyingstudying

vibrationalvibrational  relaxtionrelaxtion  inin    inin  condensedcondensed  phasesphases  ..
11-11-  MdelMdel  systemsystem  
letlet  usus  considerconsider  anan  oscillatoroscillator  linearlylinearly  coupledcoupled  toto  bathbath  ofof  harmonicharmonic  
oscillatorsoscillators  .the.the  HamiltonianHamiltonian  ofof  thethe  systemsystem  isis  
H=H=  HoscHosc  ++  HH  bathbath  +vint+vint  



البحثالبحث  خلصةةخلصةة

  .ت.ت  (أ(أ  التحليليالتحليلي  المتدادالمتداد  نظريةنظرية  دراسةدراسة  يحتوييحتوي  الرسالةالرسالة  منمن  الوللالولل  الجزءالجزء        

  لتوضيحلتوضيح  ولالمثلةولالمثلة  النظرياتالنظريات  منمن  عددعدد  .اعطي.اعطي  مركبمركب  متغيرمتغير  فيفي  للدولالللدولال  ))

  التفرعالتفرع  نقاطنقاط  ،،  منحنيمنحني  عليعلي  (أ.ت)(أ.ت)  المباشر،المباشر،  التحليليالتحليلي  المتدادالمتداد  فيفي  مواضيعمواضيع

..  ولانشائهاولانشائها  ريمانريمان  سطوحسطوح  ،،  الشاملالشامل  التحليلالتحليل  فيفي

  ..  الكمالكم  ميكانيكاميكانيكا  مسائلمسائل  بعضبعض  فيفي  (أ.ت)(أ.ت)  لتطبيقاتلتطبيقات  مخصصمخصص  الثانيالثاني  الجزءالجزء

  امتصاصامتصاص  معدلمعدل  لقياسلقياس  عامةعامة  تقليديةتقليدية  بمعالجةبمعالجة  نققننققنلل  معادلةمعادلة  حلحل  تمتم

  التخيليالتخيلي  الزمنالزمن  عليعلي  (أ.ت)(أ.ت)  تطبيقتطبيق  .تم.تم  خارجيخارجي  اشعاعاشعاع  مصدرمصدر  منمن  الطاقةالطاقة

  لعماللعمال  مؤجزمؤجز  ولصفولصف  اعطياعطي  للزااحةللزااحة  الحقيقيالحقيقي  الزمنالزمن  ليجادليجاد  للزااحةللزااحة

  القيمةالقيمة  تفكيكتفكيك  طريقةطريقة  استخدمتاستخدمت  للنترولبي.للنترولبي.  العظميالعظمي  القلب القلب   طريقةطريقة

  ليجادليجاد  الخطيالخطي  العدديالعددي  للتكاملللتكامل  كارلوكارلو  مونتمونت  محاكاةمحاكاة  طريقةطريقة  ولول  المنفردةالمنفردة

..  اعله اعله   المسائلالمسائل  لنفسلنفس  العدديةالعددية  الحلولالحلول

  باستخدامباستخدام  عليهاعليها  الحصولالحصول  تمتم  التيالتي  المنحنياتالمنحنيات  مقارنةمقارنة  أعطيتأعطيت  أخيراأخيرا

  عليهاعليها  الحصولالحصول  تمتم  التيالتي  المنحنياتالمنحنيات  معمع  ))  (أ.ت(أ.ت  ولنظريةولنظرية  فوريرفورير  تكاملتتكاملت

ة.ة.المحاكاالمحاكا  ولطرقولطرق  الحصائيةالحصائية  الطرقالطرق  باستخدامباستخدام  عددياعدديا

(IV)(IV)  
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Example:

1.11 The analytical Continuation of Stieltjes’s function: 

The function F(z) defined in   ph z   <  π  by equation

 F (z) =   ∫   e-s              .

IsIs  thethe  PrincipalPrincipal  branchbranch  ofof  thethe  confluentconfluent  hypergeometrichypergeometric  functionfunction  ψψ  (I,I;z)(I,I;z)  

whichwhich  hashas  aa  logarithmiclogarithmic  branchbranch  pointpoint  atat  thethe  origin.origin.  

OtherOther  branchesbranches  cancan  bebe  obtainedobtained  byby  analyticalanalytical  continuationcontinuation  inin  thethe  

followingfollowing  way.way.  

When R (z) > 0   rotation of the path integration through a right angle 
gives the integral 

FF11  (z)(z)  ==      ∫   e ∫   e -it-it                                                                       (17)                                                                         (17)  

AsAs  anan  alternativealternative  representationrepresentation  ofof  ff  (z)(z)  inin  thethe  rightright  handhand  halfhalf  plane.plane.  

ButBut  F1(z)F1(z)  isis  anan  analyticanalytic  function,function,  regularregular  inin  

              zz    >>  oo  ,,  --  ½½  ππ    <<  phph  zz    <<  3/23/2  ππ  ,,  sincesince  thethe  integralintegral  inin  (17)(17)  convergeconverge  

uniformlyuniformly    onon  anyany  compactcompact  setset    inin  thisthis    sector.sector.  

ThusThus  whilewhile  FF  (z)(z)  andand  FF11  (z)(z)  areare  thethe  samesame  functionfunction  inin
                                      

                  -1/2-1/2  ππ    <<  phph  zz    <<  ππ,,      FF11  (z)(z)    provideprovide  thethe  analyticalanalytical  continuationcontinuation  

ofof  F(z)F(z)  acrossacross  thethe  cutcut    phph  zz  ==  ππ  ..

  InIn  thethe  thirdthird  quadrant,quadrant,  F(z)F(z)  andand  FF11  (z)(z)  areare  differentdifferent  functionsfunctions  ..  

For       F(z) – F1 (z)  =      ∫   e-s                   -  ∫  e-it 

                                                                      ==  LimLim      ∫∫cc  ee--                                                                                  (18)(18)  

∞∞

00

dd  ss  

∞∞

00

id t id t 

it+zit+z

d s d s 

z+s00

∞∞ ii  d t d t 

z + it00

∞∞

  d d σσ  

z + z + σσ,,RR            ∞∞  
--σσ



WhereWhere  cc  isis  aa  boundaryboundary  ofof  thethe  quadrantquadrant    σσ    ≤≤  R,R,  00  ≤≤  phph  σσ      ≤≤  1/21/2    ππ        inin  thethe  

complexcomplex  σσ  planeplane  ..  WhenWhen  zz  isis  thethe  thirdthird  quadrant,quadrant,  thethe  polepole  

σσ  ==  -z-z    lieslies  insideinside  cc  whenwhen  RR  >>    zz    andand  soso                                    

F(z)F(z) –  – FF11(z)(z)  ==  22  ππ  ii  eezz    ..

ThusThus  FF11(z)(z)    ==  F(z)F(z) –  – 22ππ  ieiezz  
  ..                                                                                                                                    (19)(19)

Connect the two branches in the third quadrant. Although F(z) is 

discontinuous across the negative real axis, F1 (z) is continuous, and 

hence, if a > 0, 

F(-a+io)F(-a+io) –  – F(-a-F(-a-  io)io)  ==  -2-2  ππ  ii  ee-a-a  

StieltjesStieltjes  observedobserved  thatthat  bothboth  thesethese  limitinglimiting  valuesvalues  cancan  bebe  expressedexpressed  inin  

termsterms  ofof  aa  CauchyCauchy  principalprincipal  valuevalue  integral.integral.        

ForFor  ifif  aa  >>  00  andand  ifif    isis  thethe  contourcontour  ofof  (17)(17)  inin  denteddented  upwardsupwards  atat  

σσ  ==  aa  ,,  wewe  havehave

LimLim          ∫∫  ee--σσ            dd  σσ                  ==  00  

ThisThis  givesgives    

                              PP  ∫∫        ee-s-s        dsds            --  ππ  ieie-a-a  --        ∫  ∫  ee-it-it  

oror

FF11(-a)(-a)    ==    pp    ∫ ∫ ee-s-s                          --  ππ i e i e-a                                                                      -a                                                                      (20)(20)  

SinceSince  FF  (-a(-a  ++  ioio  ))    ==  FF11  (-a)(-a)  

ItIt  followsfollows  thatthat  

          F(F(  -a-a        ii00  ))        ==  pp  ∫ ∫ ee-s-s                                              ..                                                                      (21)(21)  

TheThe  asymptoticasymptotic  expansionexpansion  ofof  FF11(z)(z)  cancan  bebe  obtainedobtained  atat  onceonce  fromfrom  (17)(17)  byby  

integrationintegration  byby  parts.parts.  TheThe  resultresult  isis  thatthat  

∞∞

00

idt idt 
it-ait-a

  dsds
s-as-a

 
ds  

s -a

++ ++

∞∞

11

∞∞

00 00

∞∞

00

RR            ∞∞  

s-as-a

σσ  --  aa

∞∞

ππ i e i e-a-a

ΓΓ



FF11  (z)(z)    ∑ (-1)     ∑ (-1) k-1 k-1  (k –1)!   (k –1)!  

                                                              zzkk    

asas        zz                              ∞∞    inin –  – ½½  ππ +  + δδ   ≤  ≤ phph  zz  ≤    ≤  33//22  ππ -  - δδ  <<  3/23/2  ππ . .

Hence, by (20)

  pp  ∫ ∫ ee-s-s                                --      ∑ (k –1 ) !      ∑ (k –1 ) !                                                                                                                                        (22)(22)

                                                                              aakk    

asas  aa                    ++    ∞∞      thethe  termterm  involvinginvolving  ee-a-a      beingbeing  omittedomitted  sincesince  itit  isis  veryvery  

smallsmall  comparedcompared  withwith  anyany  termsterms  ofof  thethe  seriesseries  (22).(22).

The asymptotic expansion (22) is a series of positive terms makes it more 

difficult to estimate the best approximation, which can be made by taking 

partial sums.  
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