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  الي
  ةالذي وهب حياته تضحي

  أبناءه شعلة تضيء الطريق وتنير  وعزماً وكفاحاً ليرى
جهده وعرقه ووقته من أجل ابناءه  ىذلاً قصاراالدرب من بعده ب

  .أبي.... 
  الي

التي ربت وساهرت الليالي وناضلت وكافحت من أجل أن تري 
نفع الناس ين نناضجأبناء  جهدها وعصارة قلبها وفلذة كبدها ثمرة

 .أمي..... والعاملين 
 الي

الذي وهب وقته وعقله وفكره وتجاربه وادراكه وعلمه وثقافته 
ان وخبرته وحنكته ودرايته يغرسها غرساً جميلاً ناضراً يأمل 

 .يتتذامعلمي واسيري هذا الغرس شامخاً 
 الي

الحقيقية وساعياً في أغوار الطبيعة بحثاً  كل طالب علم باحثاً عن
عن الحقيقة وكل ما يثلج الصدر ويلبي الرغبات ويحيل الظلمات 

 ... وينير الطرقات امامهم 
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  )ولئن شكرتم لأزيدنكم:(قال تعالي      

مـن لا يشـكر   (ل الصلاة والسلام الله عليه افضوقال حبيب ا
نزف اسـمى آيـات الشـكر والتقـدير     . )الناس لا يشكر االله

الاجلاء وصوت شكر خاص استاذيالذي اشرف علي لأساتذتي 
وكان لنـا خيـر   وليد محجوب / الدكتور هذا البحث الا هو 

  .معين حتى تم اخراج هذا البحث بهذه الصورة

  .معنا او مد لنا يد العونونشكر كل من ساهم 

الحمد ثمناً لنعمائه  الحمد الله الذي بيده تتم الصالحات الذي جعل
  . الي جنانه وسبباً لزيادة احسانه ومعاذاً من بلائه ووسيلاً

وله نبي الرحمة وامام الهدي وعلـى  رسالصلاة والسلام على 
  . ل بيته مصابيح الظلم وعصمة الامماه

انه لواجب الاعتراف بالجميل ورد بعضه ان نتوجه بشـكرنا  
ذلوه من جهد وما بدوه من ا الاجلاء لما بواعتزازنا الي اساتذتن

  .صبر ووقت فكانوا بحق مشرق

  .والشكر لكل من قدم لنا اعانة او نصيحة
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  :مستخلص البحث

هذا البحث التعرف على المعادلات التفاضلية وطرق حلها، وذلك  لوانت    
لتوضيح أن الممارسة المستمرة على المسائل تسهل من كيفية إختيار الطريقة 

وتعرفنا على إستقرار حلول المعادلات المناسبة لحل المعادلات التفاضلية، 
لأنظمة وإستقرارها كل ذلك تمهيد للتعرف على بعض ا، التفاضلية بمفهوم ليبانوف

في مفهموم ليبانوف والتعرف على أهمية الأنظمة اللا خطية في الفيزياء والهندسة 
  .والميكانيكا وفي مطالعة الطقس وكثير من الظواهر الطبيعية
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ABSTRACT 
 

The study tackled  the differential equations and means  of  their solving, 

in order to explain  that the continuing  practicing  on questions that 

facilitate  selecting  the appropriate means  for solving the differential 

equations, and to uncover  the stability of the solutions of differential 

equations in the Libanov’s  concept.  

All this  as  a preamble  to uncover  some systems and stability in the 

Libanov’s concept, to recognize  the  importance of the  nonlinear 

systems in physics, engineering, mechanics,  in weather reading and 

many natural phenomena. 
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)1-1(  

إن مادة التحليل الرياضي هي عصب العلوم النشط وهي من أهم أفرع الرياضيات 

التي يعتمد عليها العلم الحديث وهي تشكل قفزة نوعية في مختلف العلوم ويجب أن 

ختلفة أشكالها الملا ننسى قسم مهم من هذه المادة وهي المعادلات التفاضلية ب

وطرق حلها فهل تعرف شيئاً عن هذا الباب؟ الذي يفتح أفاق كثيرة بعده؟؟ فإن 

المعادلات التفاضلية هي أساس لكثير من المواد العلمية والتطبيقات الحياتية حيث 

حيث . تعتمد عليها الكثير من التطبيقات في الفيزياء ومختلف العلوم التطبيقية

غير الخطية في الفيزياء والهندسة وبالأخص  تظهر أهمية المعادلات التفاضلية

  .والتنبؤ بأحوال المناخالميكانيكيه  الهندسة 

وددنا وضع هذا البحث في أيديكم كي تتمكنوا من التعرف على استقرار الأنظمة 

  .بمفهوم ليبانوف

)2-1(  

غموض في توجد معادلات تفاضلية بأنواع مختلفة وأشكال كثيرة فهذا التعدد يشكل 

  .كيفية تكوينها وطرق حلها والتفريق بين أنواعها

  .دراسة الاستقرار في الأنظمة باستخدام طريقة ليبانوف
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)3-1(  

  .التعرف على المعادلات التفاضلية وتكوينها وطرق حلها -

كسب القدرة على حل المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والرتبة الثانية  -

  .nوالرتبة 

 .نواعهنظمة وألتعرف على استقرار الأا -

 .التعرف على طريقة ليبانوف في الاستقرار -

)4-1(  

  : المنهج الوصفي

لك يتم هو المنهج الذي يعتمد على دراسة الظواهر كماهي في واقعها وبعد ذ

وصفها وصفاً دقيقاً يعبر عنها كيفياً وكمياً وتوضيح مقدار هذه الظواهر ودرجة 

  .ارتباطها مع الظواهر الأخرى

)5-1(  

  .لكي يتم التعرف على مواضيع جديدة لم يتم التطرق لها من قبل -

  .لطالب الدراسات العلياهذا الموضوع يشكل نواة  -

)6-1(  

  :المعادلة

هي عبارة رياضية مؤلفة من رموز رياضية تنص على مساواة تعبرين رياضيين 

  (=).ويعبر عن هذه المساواة عن طريق علامة تساوي 
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  :المعادلة التفاضلية

  .هي معادلة تتضمن دالة مجهولة ومشتقاتها

  :الإستقرار

اضية الاستقرار في الرياضيات هو حالة من حالات الأنظمة أو هو خاصية ري

  . ذكر إقتراناً بحل معادلة تفاضليةعادة ما ت

  : النظام

   .هو مجموعة من المعادلات التفاضلية

 
 



 

 

 

 

 

 

 

 
  المعادلات التفاضلية
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)1-2(  

واحد أو  y (x(متغير تابع وليكن و x وليكنل مستقهي علاقة تساوي بين متغير 
푦أكثر من المشتقات التفاضلية   , 푦  على الصورة انهما أي 

푓(푥 , 푦, 푦  , 푦  … . ) = 0 

  .عادلة تسمي معادلة تفاضلية عاديةوهذه الم

مستقلان وكان  y،xكن يأما اذا كانت عدد المتغيرات المستقلة اكثر من واحد ول
)z(x,y   متغير قابل للاشتقاق بالنسبة لكل منx, y ًسميت المعادلة المستقلة جزئيا ،

  :لة تفاضلية جزئية وهي على الصورةوالمتغير التابع ومشتقاته الجزئية معاد

퐺 푥 ,푦 , 푧  ,
휕푧
휕푥

  ,
휕푧
휕푦

   ,
휕  푧
휕푥

… … … . = 0 →    (2 − 1) 

  :)1( مثال

1-  푦 + 푥푦 = 푥  

2-      
    + 푧푥푦       +   = 푥 

112 

  .مل تفاضلي في المعادلةهي رتبة اعلى معا

212 

اعلي عامل تفاضلي في المعادلة بشرط ان تكون جميع المعاملات ) قوة(هي درجة 
  .لتفاضلية خالية من القوي الكسريةا
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  :)2( مثال

  :أوجد رتبة المعادلة

푦 = (5− 푧푦 ) = 0  
  :الحل

  المعادلة من الرتبة الثانية والدرجة الثانية 

)2-2(  

الحل يعتمد على لا نجد ان ذلك  nبةتذا اعطينا الحل العام لمعادلة تفاضلية من الرإ
 n الصورةمن الثوابت الاختيارية ويكون على.  

푓 (푥 , 푦 , 푐  , 푐   , … … . . 푐 ) = 0 

푐حيث   , 푐   , … … . . 푐 ة التفاضلية ثوابت اختيارية وللحصول على المعادل
  :)2-1(من المشتقات للمعادلة n جري نللحل المعطي 

ضافة الى بالإ) 2-1(المعادلة من المعادلات عبارة عن  (n+1)يكون لدينا 
وبذلك يمكن حذف الثوابت الاختيارية منها  nالعمليات التفاضلية التي عددها 

  .معادلة التفاضلية المطلوبةلنحصل على ا

  : )3( مثال

 التي حلها العامأوجد المعادلة التفاضلية 

푦 = 푐 sin푥      ___________(푖) 

  :الحل

푦′ = 푐 cos푥 ________(푖푖) 
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  : تكون المعادلة التفاضلية هي) i( على) ii(من المعادلتين وبقسمة ) c(حذف ن

푦 = 푐 cos푥 

  :حل آخر

  : لمحددةتستخدم ا) 1(و ) 2(من  cيمكن لحذف 

푦       sin 푥
푦′         cos푥 = 0  →   푦 푐표푠 푥 − 푦 sin 푥 = 0 

: .  푦  =  푦 cos푥  

  : )4(مثال 

  اوجد المعادلة التفاضلية التي حلها العام 

푦 = 푐 + 푐    푥  +  푥  

  :الحل

푦على الصورة     نضع الحل  − 푥  = 푐  + 푐  푥   

  :فتحصل علىc1 ، c2وتفاضل هذا الحل مرتين ثم تحذف 

푦 − 푥   1    푥
푦 − 2 푥   0    1
푦  −   2  0   0

  =  0 

  : وتكون المعادلة المطلوبة هي

:.   푦’’  - 2   = 0    →푦’’  = 2 
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)3-2(  

ان حل المعادلة التفاضلية هي خطوة لتركيبها وبالتالي فإن الحل العام المعادلة 
  . المعادلة لثوابت الاختيارية مساوياً لرتبةيجب ان يحوي عدداً من ا

سميه حل خاص إذا اعطينا لهذه الثوابت الاختيارية قيماً معينة ينتج معنا حل ن
   .للمعادلة التفاضلية

من الثوابت  nهو حل يحتوي على  nة تبمن الرفاضلية لمعادلة تالحل العام 
  . وبالطبع يحقق المعادلة التفاضلية

أما الحل الخاص هو اي حل يحقق المعادلة التفاضلية لا يشتمل على ثوابت 
  .ارية في الحل العامياناً بالتعويض عن الثوابت الاختيوقد نحصل عليه احاختيارية 

42 

ان المعادلات   f (x,  y , y') =0ىرتبة الاولدلة التفاضلية من الالشكل العام للمعا
نورد بعض . كال متعددة ليست كلها قابلة للحلذات اش من الرتبة الاولىالتفاضلية 

  .أصناف هذه المعادلات

142  

يمكن ارجاعها الى الشكل  في صنف هذه المعادلات تدرج المعادلات التي
  .يالنظام

푓(푥) 푑푥 =   푔 (푦)푑푦    

 اري يالطرفين وإضافة الثابت الاخت بمكاملةلحل هذا الصنف 

푓(푥) 푑푥   = 푔 (푦)  푑푦 +   푐 
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  :)5( مثال

  حل المعادلة التفاضلية 

푦 = 푒  

  المعادلة يمكن وضعها بالشكل  هذه

푑푦
푑푥

=  푒  .  푒  

 أو
푑푦
푒

=  푒  푑푥 

푒   푑푦 = 푒    푑푥          أو  

  الطرفين نجد ان مكاملةب

−푒  = 푒 + 푐  

)2-4-2( 

  الى الشكل جاعهاوهي معادلة تفاضلية يمكن ار

푑푦
푑푥

= 푓 
푦
푥

 

ي ذات الاولتفاضلية من الرتبة عادلة هذا النوع من المعادلات يمكن ارجاعه الى م
  رضفمتحولات منفصلة وذلك ب

푧 =  
푦
푥

푦       أو = 푧푥  

 نجد أن    xباشتقاق الطرفين بالنسبة لـ 

푦 = 푧  푥 + 푧 
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 :نبالتعويض في المعادلة نجد 

푓(푧) = 푧 + 푧′푥 

  : وبالتالي
푑푧
푔(푧)

=  
푑푥
푥

 

  .وهي معادلة ذات متحولات منفصلة 

)3-4-2(  

  :وهي المعادلات من الشكل 
(푎푥 + 푏푦 + 푐 )푑푥  = (푎 푥 + 푏  푦 + 푐 )푑푦______(2− 2) 

  :هنا حالتين  نميزc , c1ثابتينان العيب في هذه المعادلات هو وجود ال
ab1-a1b≠ 0______(i) 

푎عندئذ المستقيمان   푥 + 푏 푦 + 푐    ,   푎푥 + 푏푦 + 푐 = متقاطعان في   0
  : التالیة  ننقل المحاور بالانسحاب بالمعادلات M0 (x0  y0) النقطة 

푥 = 푥 + 푥  

푦 = 푦 + 푦  

  

  .متجانسة من الشكلیدة یمكن ارجاعھا الى معادلة دفنحصل على معادلة تفاضلیة ج

푑푦
푑푥

=  
푎 푥 + 푏푦

푎  푥 +  푏  푦 
 

  

  

  

، 
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 :)6(مثال 

   :المعادلة التفاضلیةحل 

(2푥 + 푦 − 1) 푑푦 =  (4 푥 −   푦 + 7 ) 푑푥 

  : ان المستقیمان

2푥 + 푦 − 1 = 0   ,    4 푥 − 푦 + 7 = 0  

푀  انايمتقاطعان في النقطة    (−1 , 3) 

푦 = 3 , 푥  =  −1 

  .نسحاب على المحاور بالمعادلات نجرى الا. معادلتین لجملة ھي حل مشترك 

푥 =  −1 + 푥  

푦 =  3 + 푦  

  .عوض في المعادلة التفاضلیة فنجد ن

(2푥 + 푦) 푑푦 =  (4 푥 − 푦) 푑푥 

  .وبالتالي

푑푦
푑푥

=  
4푥 − 푦
2푥 + 푦

 

  نجد انx  نقسم بسط ومقام الطرف الثاني على 

푑푦
푑푥

=  
4 −

2 +
 

  ي أن ا y = 2 xفرض ب

푦 = 푧  푥 + 푧 

푧  푥 + 푧 =  
4− 푧 
2 + 푧 

 

푧  푥 =  
   

أو                                    
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푎 푏 − 푎  푏 = 0__________(푖푖) 

푎 푥 + 푏푦 + 푐 =   0 

푎   푥 +  푏  푦 + 푐  = 0 

مین الممثلین لھاتین یالمستق اي ان  a (a1x + b1y) = (a x + by)ھذا یعني ان 
  .رض نفالمعادلتین متوازیان عندئذ 

a1x + b1 y = z 

  . المعادلة الى معادلة الى ذات متحولات منفصلة فتعود 

)4-4-2(  

  هو  ان الشكل العام لهذه المعادلة
푑푦
푑푥

+ 푝 (푥)푦 = 푄 (푥)______(2− 3) 

ر سمیت المعادلة معادلة صفاي الطرف الثاني للمعادلة مساوي لل Q (x)فاذا كان 
عندئذ تصبح ) أي بدون طرف ثاني ( متجانسة  تفاضلیة خطیة من الرتبة الأول

  .المعادلة بالشكل 

푑푦
푑푥

+ 푝 (푥)푦 = 0_____(2− 4) 

  . وهي معادلة ذات متحولات منفصلة 
푑푦
푦

= −푝 (푥)푑푥 

: أو أن   

푙푖푛 
푦
푐

=  −푝 (푥)푑푥 

  أو 
푦 = 푐 푒  ∫  ( )   

  
  هو حل خاص للمعادلة  y1وهو الحل العام بدون طرف ثاني فإذا كان 
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푑푦
푑푥

+ 푝 (푥 )푦 = 푄 (푥)________(2− 5) 

  هو فإن الحل العام لها 
푦 = 푐푒 ∫ ( ) ________(2− 6) 

  جاد حل خاص للمعادلة من أجل إي
푑푦
푑푥

+ 푝 (푥 )푦 = 푄 (푥) 

  نوجد اولاً الحل العام بدون طرف ثاني وهو 

푦 = 푐푒 ∫ ( ) ________(2− 7) 
  ئذ نجد بالاشتقاق أن عند xليس ثابتاً بل تابعاً لـ  cر الأن نعتبل

푦 = 푐 푒 ∫  ( )           − 푝(푥)푐푒 ∫ ( )   
  نجد ان) 2-5(بالتعويض في المعادلة 

푐 푒 ∫  ( )   − 푝(푥)푐푒 ∫ ( )  +  푝 (푥)푐푒 ∫ ( ) = 푄(푥)  
 : بالتالي

푐푒 ∫ ( ) = 푄(푥) 

푐 푒 ∫ ( ) = 푄(푥) 

푐 =  푒∫  ( )    푄(푥)푑푥 + 푐  

  نجد ان ) 2- 7(تعویض في المعادلة بال

푦 = 푒 ∫ ( ) 푒 ( )   푄(푥)푑푥 + 푐 … . . (2 − 8) 

  )2-5(وھو الحل العام للمعادلة التفاضلیة الخطیة غیر المتجانسة 
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  : )7( مثال

  حل المعادلة التفاضلیة

푦 sin− 푦푐표푠 푥 = 푡푔 푥  

  :الحل

  ه المعادلة یمكن كتابتھا بالشكل ھذ

푦 − 푐 + 푔푥 . 푦 =  
1

cos푥
 

  تفاضلیة خطیة غیر متجانسة فیھا  وھي معادلة

푃 (푥) =  −  
cos푥 
sin 푥 

    ,   푄(푥) =  
1

cos푥
 

  والحل العام لھا ھو 

푦 = 푒 ∫  ( )  푒 ( )          푎 (푥 )푑 푥 + 푐  

= 푒 ∫ 푒 ∫  1
푐표푠 푥

 푑푥 + 푐  

+ 푙푖푛 sin 푥  푒  1
cos푥

 푑 푥 + 푐  

= sin 푥 
1

sin 푥
.

1
푐표푠 푥

 푑 푥 + 푐  

= sin푥 
1

 
. cos 푥

  푑 푥 + 푐  

= sin푥 
1

tg푥
. 푠푒푐  푥 푑 푥 + 푐  

= sin푥 [푙푖푛 | 푡푔푥 |  + 푐  ] 

  ي وھي معادلة برنول
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  :معادلة داربو )5-4-2(

  وھي معادلة یمكن اعادتھا الى معادلة برنولي وھي معادلة من الشكل  

푓 
푦
푥
푑푥 + 푔 

푦
푥

 푑푦 + 푘푥 (푥 푑푦 − 푦푑푥 ) = 0_______(2− 9) 

  :ا الان متحولاً جدیداً من الشكلفإذا فرضن

= 푦     أو أن 푢푥     فان 
푦
푥

 =   푢 

푑푦 = 푢푑 푥 + 푥 푑푢  

  :بالتعویض في المعادلة نجد ان

푓 (푢)푑푥 + 푔(푢)(푢푑푥 + 푥 푑푢 ) + 푘 푥 [푥 (푢푑 푥 + 푥 푑푢 ) − 푢푥푑푥] = 0 

  أو 

푓 (푢) + 푢푔 (푢) 푑푥 + 푔 (푢)푥 푑푢 − 푘푥    푑푥  

  أو 

푓(푢) + 푢 푔 (푥) .
푑푥
푑푢 + 푔(푢)푥 =  −푘푥  

  ومنھ 

푑푥
푑푢 +  

푔(푢)
푓(푢) + 푢푔 (푢)   푥 =  −  

푘
푓(푢) + 푢푔 (푢)  푥  

  كل العام المعادلة داربو ھو إن الش

(푎푥 + 푏푦 )푑푥 + (푎  푥 + 푏  푦 )푑푦 + 푘 푥 (푎  푥 + 푏   푦 )(푥푑푦 − 푦푑푥 ) = 0  

 ) 2- 9(حیث یمكن اعادة ھذه المعادلة الى الشكل 
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  :يمعادلة برنول )6-4-2(

  الشكل العام لھذه المعادلة ھو 

푦 + 푝 (푥).푦 = 푦  푄 (푥 ) … … . (2− 10) 

 푦ھذه المعادلة تعود إلى معادلة خطیة غیر متجانسة نسبة اذا قسمنا الطرفین علي 

푍جدیداً واعتبرنا متحولاً  =  فیكون   

푧 =  −(푛 −   نحصل على ) 2- 10(تعویض في المعادلة بال (1

−
1

(푛 − 1)
푧 + 푝 (푥)푧 = 푄 (푥 ) 

  أو 

푍
1− 푛

+ 푝 (푥)푧 = 푄 (푋) 

  أو 

푧 + (1− 푛)푝(푥)푧 = (1− 푛)푄(푥) 

  :ریكارتيمعادلة  )4-2- 7(

  وھي معادلة من الشكل

푦 + 푓(푥)푦 + 푔(푥)푦 = ℎ(푥)____________(2− 11) 

 لھذه المعادلة نجرى التحویل y1اذا علم حل خاص 

푦 = 푧 + 푦 _______ (2− 12) 
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  فتصبح المعادلة بالشكل

푧  + 푦 + 푓(푥)(푧 + 2 푦   푧 + 푦 ) + 푔 (푥)(푧 + 푦 ) = ℎ (푥) 

 أو

푧 + 푓 (푥)푧 + 푔 (푥) + 2 푦  푓 (푥)푧 = 0 

  أو

푧 + 푔 (푥) + 2 푦   푓 (푥)푧 =  −푓 (푥)푧  

  نوليوھي معادلة من نوع بر

)8-4-2(  

  تسمي المعادلة التفاضلیة 

푝 (푥 ,푦)푑 푥 + 푄 (푥 , 푦 )푑푦 = 0_____________(2− 13) 

  الشرط التاليتامة اذا وفقط اذا حققت 

휕푝
휕푦

=  
휕푄
휕푥

______________(2− 14) 

  دالة قابلة للاشتقاق مرتین فان   f(x,y)نعلم أنھ اذا كانت 

푑푓 =  
휕푓
휕푥

푑 푥 + 
휕푓
휕푦

 푑 푦 

  ان ف

휕  푓
휕푦휕푥 

=  
휕  푓
휕 푥 휕푦
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  .بحیث أن   f(x , y)تامة فانھ توجد دالة ) 13-2(ھذا یعني أنھ اذا كانت المعادلة 

푑푓 = 푝(푥, 푦)푑푥 + 푄 (푥,푦 )푑푦 = 0 

  ھو والحل العام لھا 

= 푄    ,    = 푝 حیث                 

푓 (푥 ,푦 ) = 푐  

  أن 

푓 (푥 ,푦) =  푝 (푥, 푦 )푑푥 + 푄 (푦)_________(2− 15) 

والتي  ( (푦)∅ھو وسیط ثابت حیث أن الدالة  yحیث تعتبر في ھذا التكامل أن  

ووضع النتائج  yجزئیاً بالنسبة لـ  fتعین باشتقاق ) xبالنسبة لـ  ةمشتقھا معدوم

  .اي إنھا تتعین من العلاقة  Q(x , v) مساویھ

휕
휕푦

푝(푥,푦)푑푥 +  ∅ (푦) = 푄(푥, 푦) 

  أو 

∅(푦) = 표(푥,푦) −  
휕
휕푦

푝(푥,푦)푑푥  

 yبالنسبة لـ ةكاملمفقط وبالتالي بال yالمساواة بالتأكید تابع لـمن ھذه إن الطرف الایمن 

من العلاقة المتشابھة  f(x,y)مكان حساب بشكل مشابھ كان بالإ (푦)∅نحصل على 

,푓(푥وھي  푦) = ∫푄 (푥, 푦)푑푦 + 휑(푥) 

  



18 
 

  .من العلاقة 휑وسیط ثابت وتعین الدالة   xحیث تعتبر في ھذا التكامل أن 

휕푓
휕푥

= 푝 ( 푥, 푦) 

 أو

휕
휕푥

푄(푥,푦 )푑푦 +  1 휑 (푥) = 푝 (푥, 푦) 

1 휑 (푥) = 푝(푥, 푦) −  
휕
휕푥

표(푥, 푦 )푑푦  

نحصل  xكاملة بالنسبة لـمفقط بال xأن الطرف الایمن من ھذه المساواة یكون تابعاً لـ

  .휑(푥)على 

)9-4-2(: 

  لنفرض المعادلة التفاضلیة 

푝(푥, 푦 )푑푥 + 푄 (푥, 푦 )푑 푦 = 0_______(2− 16) 

  أن ھذه المعادلة غیر تامة أي أن و

휕푝
휕푦

 ≠  
휕푄
휕푥

__________(2− 17) 

  فنجد  푀(푥 ,푦)لنضرب طرفي ھذه المعادلة بالمعامل 

푀(푥, 푦)푝 (푥,푦 )푑푥 +푀 (푥,푦)푄 (푥, 푦 )푑푦 = 0  

  حتى تكون ھذه المعادلة التفاضلیة تامة یجب أن تحقق الشرط 
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휕
휕푦

(푀. 푝) =  
휕
휕푥

 (푀.푄) 

  أو 

푝 
휕푀
휕푦

+푀 
휕푝
휕푦

= 푄 
휕푀
휕푥

+   푀 
휕푎
휕푥

 

푝 
휕푀
휕푦

− 푎 
휕푀
휕푥

+ 푀 
휕푝
휕푦

−  
휕푥
휕푥

= 0 

  فإذا كان 

푥 =  
−  

푄
_________(2− 18) 

  فقط یكون  xتابع لـ Mأي ان  فقط فإن   xتابعاً لـ 

푀 = 푒∫ __________(2− 19) 

  فقط  xوھو عامل تكمیل تابع لـ

  ذا كان إاما 

γ(푦) =  
−  

푝
____________(2− 20) 

=فأن  yتابعاً لـ    :فقط یكون Yتابعاً لـ  Mأي أن    0

푀 = 푒∫ __________(2− 21) 
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  :معادلة لاجرانج )2- 10-4(

  ھي معادلة تفاضلیة من النوع 

푦 = 푥 푓 (푦) + 푔 (푦 ) ___________(2− 22) 

 رض أنلحل ھذه المعادلة نف

푦 = 푝 

 فیكون

푦 = 푥 푓 (푝 ) + 푔 (푝) 

  نجد  xبالاشتقاق بالنسبة لـ

푝 = 푓(푝) + 푥 푓 (푝).
푑푝
푑푥

+ 푔 (푝).
푑푝
푑푥

 

 أو

[푝 − 푓 (푝)]
푑푥
푑푝

 = 푥 푓 (푝) + 푔 (푝) 

  أو 

(푓(푝) − 푝)
푑푥
푑푝

+ 푥 푓 (푝) = 푔  (푝) 

وھي من  pبدلالة  xفنجد عبارة  Xوھي معادلة تفاضلیة من الرتبة الاولي بالنسبة لـ 

  الشكل 

푥 = 푐 푓(푝) + 푄 (푝) 

  جد نالمعادلة التفاضلیة  فيبالتعویض 

푦 = 푐 푓 (푝) + 푄 (푝) 
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  : معادلة كلیرو )4-2- 11(

  :وھي معادلة تفاضلیة من الشكل

푦 = 푥 푦 + 푔 (푦 )_______(2− 23) 

 اننفرض )  منھا وھي حالة خاصة(لاجرانج مثل معادلة 

푦 = p 

  المعادلة ونعوض في المعادلة نشتق فنحصل على 

푥 + 푔 (푝) … 
푑푝
푑푥

= 0 

 ومنھ یوجد حلین

  الحل العام وھو  /1

푑푝
푑푥

= 0 →  푝 = 푐  

  ویمثل حزمة من المستقیمان 

  الحل الشاذ / 2

푦 = 푥푝 + 푔(푝)       , 푥 =  −푔 (푝) 

52 
   :لتفاضلیة من الرتبة الثانیةا الشكل العام للمعادلة  )1-5-2(

  الشكل العام للمعادلة  التفاضلیة من الرتبة الثانیة ھو

푓(푥 , 푦   ,푦  , 푦 ) = 0_________(2− 24) 
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  :یز منھا الحالات الخاصة التالیةتم

i / إلا  لا تحوى) 2-24(المعادلة التفاضلیة 푦 ,xسبة لـ نبال حلولةوھي م푦 اي ان 

푦 = g(x) 

 وبالتالي 

푦 =  푔(푥)푑푥 + 푐  

푦و  =  ∫[∫푔(푥)푑푥 + 푐 ] 푑푥 + 푐  

/iiخفض الرتبة:  

  والشكل العام للمعادلة ھو  xحول لا تحوي المت) 2-24(المعادلة التفاضلیة / أ

푓(푦 , 푦  , 푦 ) = 0 

푦فرض ب عندئذ   = p  نجد ان  

푦 =  
푑푦′
푑푥

=  
푑푦
푑푦

.
푑푦
푑푥

= 푝
푑푝
푑푦

 

  من الشكل ) 2- 24(وبالتالي تصبح المعادلة 

푓 푦, 푝 ,
푑푝
푑푦

= 0 

  ة الاولي اي ان المعادلة التفاضلیة تنقلب الى معادلة تفاضلیة من الرتب
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  :)8( مثال

 حل المعادلة التفاضلیة 

푦(1− 푦)푦 + 푦 = 0 

  الحل 

وبالتالي لحلھا  xإن ھذه المعادلة التفاضلیة من الرتبة الثانیة لا تحوي المتحول 

푦 نفرض  = 푝فیكون 

푦  = 푝 
푑푝
푑푦

 

  المعادلة نجد بالتعویض في 

푦 (1− 푦)푝
푑푝
푑푦

+ 푝 = 0 

푝 푦(1 − 푦)
푑푝
푑푦

+ 푝 = 0 

푦اي  p= 0ومنھ إما   = 0  

 أو

푦 (1− 푦)
푑푝
푑푦

+ 푝 = 0 

푑푝
푝

=  
푑푦

푦(푦 − 1)
 

푦 (푦وھي معادلة تفاضلیة ذات  −   متحولات منفصلة  (1
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  أو    

푑푝
푝

=
1

푦 − 1
−  

1
푦
푑푦 

푙푛  
푝
푐

= 푙푛(푦 − 1) − 푙푛 푦 

ln
푝
푐

= 푙푛 
푦 − 1 
푦

          , 푝 = 푐 
푦 − 1 
푦

 

푝لكن    وبالتالي =

푑푦
푑푥

= 푐 
푦 − 1
푦

       ,       
푦푑푦
푦 − 1

 =  푐푑푥  

푦 + 푙푛 (푦 − 1 ) = 푐푥  

  :ي ان الشكل العام للمعادلة وھو ا  yالمعادلة التفاضلیة لا تحوي / ب

푓(푥, 푦   ,푦 ) = 0_____________(2− 25) 

푦في ھذه الحالة نفرض  ایضاً   = p فیكون  

푦 =  
푑푝
푑푥

 

  نھا تصبح من الشكلفإ) 2(بالتعویض في المعادلة 

푓 푥 ,푝 ,
푑푝
푑푥

= 0 

  لیة من الرتبة الاولي وھي معادلة تفاض
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252 

  وھي معادلة على الشكل 

푦 + 퐴 (푥)푦 + 퐵 (푥)푦 = 푄 (푥) 

سمیت  Q(x) ≠ 0سمیت معادلة متجانسة او بدون طرف ثاني اما اذا كان  Q(x) =0اذا كان 

  .او غیر متجانسة او بطرف ثاني  ةمعادلة تام

  : خواص المعادلة التفاضلیة من الرتبة الثانیة) 1-2-5-2(

i /ذا كان إ푦 عاماً للمعادلة بدون طرف ثاني وكان لاًح 푦  حلاً بطرف ثاني فان  

푦 = 푦 + 푦  

  حلاً عاماً للمعادلة 

ii / اذا كان푦 , 푦  حلین خاصین بدون طرف ثاني مستقلین عن بعضھا البعض اي

  .ونسكيراذا كان معین 

 لھذین الحلین ھو

푦 푦
푦 푦  

  یر للصفر اغم

 فإن

푦 = 푐 푦 + 푐 푦  

  حل عام بدون طرف ثاني للمعادلة 
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iii /ذا كان إy  بدون طرف فان التحویل ) 2-24(حلاً خاصاً للمعادلة الخطیةy= 

z푦 

  ادلة تفاضلیة من الرتبة الاولي الى مع )2-24( یحول المعادلة

  :الخطیة ذات المعاملات الثابتھ التفاضلیةالمعادلة ) 3-5-2(

  العام  شكلھا

푦 + 푎 푦 + 푏푦 = 푄(푥) 

  ثوابت   a , b حیث 

  :الثوابتبطریقة طریقة إیجاد الحل الخاص بطرف ثاني  )4-5-2(

  ان المعادلة الخطیة ھي من الشكل یفرض 

푦 + 퐴 (푥)푦   + 퐵 (푥)푦 = 푄(푥) 

  :حلین خاصین مختلفین بدون طرف فإن الحل العام بدون طرف ھو  y1, y2وكان 

푦 = 푐 푦 + 푐 푦  

جاد الحل الخاص بطرف ثاني للمعادلة التفاضلیة تعتمد طریقة تغییر الثوابت عندئذ لإ

  فنحصل عندئذ على )  x(تابعین  c2 , c1حیث تعتبر الثابتین 

푦 = 푐 푦 + 푐 푦  

  :الخطیة من الرتبة الثانیةویلر أ –معادلة كوشي  )5-5-2(

  الشكل العام لھذه المعادلة ھو 

푥 푦 + 푏푥푦 + 푐푦 = 푄 (푥)_______(2− 26) 

  



27 
 

  ذه المعادلة نجري التغیر التالي لحل ھ

푥 = 푒  

  فان 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 푦 =  

푑푦
푑푡

 .
푑푡
푑푥

=  
1
푥
푑푦
푑푡

=  
1
푥

 푦

55

푦 =  
1
푥
푑푦
푑푡

+
1
푥
푑 푦
푑푡

 ( 푦.. − 푦.)

 

푦 .. =      
푑 푦
푑푡

        ,   푦.    =  
푑푦
푑푡

 

  :جندر الخطية من الرتبة الثانيةومعادلة ل) 6-5-2(

  الشكل العام لهذه المعادلة هو 

(훼 푥 + 퐵) 푦 + 푏 (훼 푥 + 퐵 )푦 + 푐푦 =  푄 (푥) __________(2− 27) 

α 푥لحل هذه المعادلة نفرض  +  훽 = 푒 

  :فيكون

푑푥
푑푡

=  
1
훼
푒 =  

1
훼

 (훼 (푥 + 훽)) 

푑푡
푑푥

=  
훼

훼푥 + 훽
 

푦 =  
푑푦
푑푡

.
푑푡
푑푥

=  
훼

푎푛 + 퐵
푦 . 
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푦 =  
− 훼

(훼푥 +  훽) 푦′ + 
훼

(훼푥 + 훽)
푦′′ =  

훼
(훼 푥 + 훽)

(푦′′ − 푦′) 

 :ثحي

푦′ =  
푑푦
푑푡

      ,푦′′ =
푑 푦
푑 푡

 

نحصل على معادلة تفاضلية لمعاملات ) 2-27(بالتعويض في المعادلة التفاضلية 
 .tثابته المتحول فيها 

  :nالمعادلات التفاضلية من الرتبة ) 2- 6(

  هو  nالشكل العام للمعادلة التفاضلية من الرتبة 

푓(푥 ,푦 ,푦  , … 푦 ) = 0 ______(2− 28) 

  نميز منها الحالات التالية 

i / لا تحوي الا ) 2-28(المعادلة التفاضلية푦( اي ان المعادلة محلوله  xو  (
)푦بالنسبة لـ    وهو من الشكل   (

푦( ) = 푔(푥)_________(2− 29) 

  ويكون الحل العام لهذه المعادلة هو 

푦 =  ( … ( ( 푔(푥)푑푥 + 푐 )  푑푥 + 푐 ) +⋯ ) 푑푥 + 푐  

  yمرة نحصل على  nاي بالتكامل 

 



29 
 

ii /خفض الرتبة:  

  والشكل العام للمعادلة هو  xلا تحوي المتحول ) 2-28(المعادلة التفاضلية 

푓(푥 ,  푦 … … ,푦 )     = 0____(2− 30) 

iii / لا تحوي ) 2- 28(المعادلة التفاضليةy  ولا المشتقات푦( ) , … . ,푦  اي
  .المعادلة من الشكل 

푓(푥 ,  푦 … … , 푦 )     = 0 

iv / متجانسة بالنسبة لـ  ) 2-28(المعادلة التفاضلية푦 , 푦 , … . 푦   وبالتالي
  .مرة  kامكن تخفيض الرتبة 

v / المعادلة المتجانسة بالنسبة لـ푥 ,푦 , 푦 , … . 푦 .  

  :nالمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة ) 2- 6- 1(

  هو  nالشكل العام للمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة 

푦( ) + 퐴 (푥)푦( ) + 퐴 (푥)푦( ) +⋯+ 퐴 (푥)푦
+ 퐴 (푥)푦 = 푄(푥)____________(2− 31) 

푄(푥)اذا كان  = سميت المعادلة التفاضلية متجانسة او بدون طرف ثاني أما  0
푄 (푥)اذا كان  ≠   .تسمي المعادلة عندئذ غير متجانسة أو بطرف ثاني  0

  : nالمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة  صخوا) 1-1-6-2(

i /ذا كان إy1  بدون طرف ثاني و ) 2-31(حلا عاما لـy2  حلا خاصا بطرف
  ثاني فإن 

푦 = 푦 + 푦  
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  بطرف ثاني ) 2- 31(حل عام للمعادلة 

ii / اذا كانت푦 , 푦 … …푦  بدون طرف وكانت ) 2-31(حلول خاصة للمعادلة
  مستقلة عن بعضها البعض اذا كان معين رونسكي لهذه الحلول هو 
푦 푦 푦
푦 푦 푦

푦( ) 푦( ) 푦( )
_____(2− 32) 

  مغاير للصفر 

푦فان     = 푐 푦 + 푐  푦 … … … … 푐  푦  

  بدون طرف ثاني ) 2- 31(عام للمعادلة حل 

iii / اذا كانy1  1بدون طرف فان التحويل ) 2-31(حلاً للمعادلةy = zy  يحول
ي تنخفض رتبة ا) (n-1(الى معادلة تفاضلية من الرتبة ) 2-31(المعادلة 

  ).المعادلة مرة واحدة

  :الثابتةذات المعادلات  nضلية الخطية من الرتبة االمعادلات التف) 2-6-2(

  الشكل العام لهذه المعادلة هو 

푦( ) + 푎 푦( ) + ⋯ . +푎 푦 + 푎  푦 = 푄(푥)______(2− 33) 

  )ai∈Cبالحالة العامة ( ai∈ Rحيث 

وحل خاص بطرف ويكون  معادلة توجد الحل العام بدون طرفلحل هذه ال
  ).2-33(مجموع الحلين هو الحل العام للمعادلة 
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   :اي نحل المعادلة :حل المعادلة بدون طرف/ أ

푦( ) + 푎 푦( ) + ⋯ . +푎 푦 + 푎  푦 = 0______(2− 34) 

  حل هذه المعادلة نفتش عن حلول من الشكل 

푦 푒  

  نجد ) 2-34(بالتعويض في المعادلة 

∅(푝) = 푝 + 푎 ∅ + ⋯+ 푎  푝 + 푎 = 0 ______(2− 35) 

بالنسبة ) n(وهي معادلة من الدرجة ) 2-34(تسمي هذه المعادلة المميزة للمعادلة 
푝ولتكن   cجذور في  nيوجد لها  pلـ  ,  푝  , … . . ,  푝.  

  :ايجاد الحل بطرف ثاني/ ب

) 2-34(في الحالة العامة نوجد الحل الخاص بطرف ثاني للمعادلة من الشكل 
  .بطريقة تغيير الثوابت

  :تغيير الثوابت :الطريقة الأولي

푦لنفرض  , 푦 … …푦  هي الحلول بدون طرف للمعادلة التفاضلية المتجانسة
푐بمعاملات ثانية فاذا فرضنا الثوابت   , … … , 푐  الموجودة في عبارة الحل العام
  -:واعتبرنا ان  xبدون طرف هي دوال تابعة للمتحول 

푐′ 푦 + 푐′ 푦 +⋯+ 푐′ 푦 = 0 

푐′ 푦′ + 푐′ 푦′ + ⋯+ 푐′ 푦′ = 0 

푐 푦( ) + 푐 푦( ) + ⋯+ 푐 푦( ) = 0 
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  نجد بعد التعويض في المعادلة التفاضلية بطرف ثاني المعادلة 

푐 푦( ) + 푐 푦( ) + ⋯+ 푐 푦( ) = 푄(푋) 

푐)مجهول  nمعادلة لـ nوبذلك نحصل على جملة   ,  푐  , … . . , 푐 هذه الجملة  (
  :هي

푐 푦 + 푐 푦 +⋯푐 푦 = 0                         
푐 푦 + 푐 푦 +⋯푐 푦 = 0                      
푐 푦( ) + 푐 푦( ) +⋯+ 푐 푦( ) = 0

 

푐 푦( ) + 푐 푦( ) +⋯+ 푐 푦( ) = 푄(푥) 

  لحل هذه الجملة فنجد

푐 = 푔 (푥), 푐 = 푔 (푥), … . . , 푐 = 푔  (푥) 

  متكاملة هذه المعادلات نجد

푐 = 푐 (푥) , 푐 = 푐 (푥) … . . , 푐 = 푐 (푥) 

푐بالتعويض عن  , … … , 푐  عبارة لحل العام بدون طرف نحصل على الحل
  .الخاص بطرف ثاني للمعادلات التفاضلية غير المتجانسة 
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  الثالثالفصــل 
  الحرجة والأنظمة اللاخطيةالنقاط 
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  :خطيةالمعادلات للانظمة اللا) 3- 1(

لما للانظمة اللاخطية من أهمية في الفيزياء والهندسة وبالأخص هندسة الميكانيكا 

قتصاد وكثير من والكهرباء كذلك في مطالعة الطقس والنمو السكاني والإدارة والإ

  .الظواهر الطبيعية

في نظرية المعادلات التفاضلية للحصول على أجوبة المعادلات بطرق  نسعى

تحليلية وأجوبة دقيقة بصورة دوال وتوابع صريحة، نواجه صعوبات في الحصول 

ضلية على اعلى هذا النوع من الأجوبة، كذلك نصل لبعض أجوبة المعادلات التف

الطرق الكلاسيكية ونصل احياناً نلجأ لطرق بعيدة كل البعد عن . شكل متسلسلات

لأجوبة من خلال هذا النوع من المعادلة، نصل لجواب خاص لتلك المعادلة ثم 

نعممه على المعادلة، في نظرية المعادلات التفاضلية اللاخطية الطريقة تختلف عن 

الرياضيات  ترجع هذه الطريقة الي عالم ريقة المعادلات التفاضلية الخطيةط

ية في مطالعة الذي طالع هذا النوع من المعادلات اللاخط هنري بوانكاريهالفرنسي

  .الميكانيكي السماوي

ضلية الخطية مطلع القرن الثامن عشر، لكن لا يمكن ابدأت دراسة المعادلات التف

في هذا البحث سأبحث  ة المعادلات التفاضلية اللاخطيةتحديد فترة ظهور ومطالع

كثير من  ؟المعادلات التفاضلية اللاخطيةا لماذ. خطيةالمعادلات والأنظمة اللا

ها بالمعادلات التفاضلية الخطية هر والانظمة الفيزيائية لا يمكن وصفالظوا
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ن تقريبها اكثر المعادلات اللاخطية يمك ع للمعادلات التفاضلية اللاخطيةخضوت

وذلك من خلال حذف بغض المتغيرات أو تقريب بعض . لمعادلات تفاضلية خطية

، لكن عادلة خطية يمكن حلها بطرق بسيطةادير أخري للحصول على مالقيم لمق

سنصل الى جواب فيه نسبة من الخطأ وللحصول على جواب أدق يجب الخضوع 

  : على سبيل المثال حركة البندول. معادلة التفاضلية اللاخطية وحلهالل

  معادلة حركة البندول هي 

푑  휃
푑푡

+ 
푔
푎

sin휃 = 0 

، لكن إذا فرضنا حلها بالطرق العادية غير خطية ومن الصعب هذه معادلة تفاضلية

  وية لتذبذب قليلة جداً از

푠푖푛 휃 ≈  휃 

  ة بهذه الصورة لتصبح المعاد

푑   휃
푑푡

+ 
푔
푎

 휃 = 0 

  معادلة تفاضلية عادية يمكن حلها بالطرق التقليدية وهي 

  



37 
 

النماذج من المعادلات ، هذه بعض لاخطيةالنظام اللاخطي هو النظام الذي معادلته 

  :الجبرية اللاخطية

y = sin x 

y = x2 

Z =x2+y2 

  :نماذج من المعادلات التفاضلية اللاخطية) 3- 2(

푑 푥
푑푡 +

푑푥
푑푡 + 푥 = 퐴 푠푖푛푤푡 

푑 푥
푑푡 + (푥 − 1)

푑푥
푑푡 + 푥 = 0 

푑 푥
푑푡 +

푑푥
푑푡 + 푥 + 푥 = 0 

  :من أهم خصائص الأنظمة اللاخطية) 3-3(

، أي إذا حصلنا على في هذه الأنظمة عدم إمكان إستعمال مبدأ التراكب هي 

بة ليس جواب لهذا النظام جوابين أو أكثر لنظام لا خطي مجموع هذه الأجو

جوبة هو جواب لذلك النظام ، بينما في الأنظمة الخطية مجموعة الأاللاخطي

  .الخطي
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  :من الرتبة الثانيةالصيغة العامة للمعادلات التفاضلية اللاخطية ) 3- 4(

푑 푥
푑푡

= 푓(푥,
푑푥
푑푡

 ) 

، تعبر هذه المعادلة عن القوة المؤثرة على هذا الجسم لو فوضنا جسم كتلته واحد

,푓(푥و   . والسرعة    xدالة المتغيرات فيها الفاصلة   ( 

  :نفرض

푦 =  
푑푥
푑푡

 

 : الشكلدلة منظومة معادلاتية بهذا تصبح هذه المعا

푑푥
푑푡

= 푦           

푑푦
푑푡

   = 푓(푥, 푦)
 

                                     x (t)    , y (t) جواب هذه المنظومة الدوال

 الصيغة العامة لهذه المعادلة هي 

푑푥
푑푡

= 푓(푥, 푦)

푑푦
푑푡

 = 퐺(푥, 푦)
 

G,F هذه الدوال مستقلة عن المتغير دوال متصلة  ،t  . 
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푥إذا كان  = 푥(푡)
푦 = 푦(푡) جواب هذه المنظومة لكل عدد ثابت مثل C  . 

푥كذلك  = 푥(푡 + 푐)
푦 = 푦(푡 + 푐)  هو جواب لهذه المنظومة.  

,푓 (푥نقطة حرجة إذا كان    (x,y)تعتبر النقطة  푦) = ,퐺(푥و 0  푦) = يقع  0
تعبر .  تقع النقاط الحرجة على أي مسيربينما لا جواب هذه المعادلات على مسير

. المنظومة في تلك النقطة ظمة الديناميكية عن حالة إستقرارالنقاط الحرجة في الأن
  . المعادلاتية أنواع النقاط الحرجةينتج عن حل المنظومة 

  :أنواع النقاط الحرجةبعض ) 3- 5(

  :العقدية النقطة )3- 5- 1(

m1  وm2  كما بالشكل أدناه) نقطة عقدية (أعداد حقيقية مختلفة  علامتها مساوي  

  

  

  

 :)9( المثال

                         = 푥   

                                     = -x+ 2y 

  

  



40 
 

  :السرجية النقطة ) 3- 5- 2(

m1  وm2 يمكن تمثيلها  )سرجيةنقطة (، علامتها مختلفة أعداد حقيقية مختلفة

  :بالشكل

  

  :مركزيةالنقاط ال) 3- 5- 3(

m1 ،m2  أعداد مركبة بهذا الشكلib  فإن النقطة الحرجة مركزية يمكن رسمها

  كما بالشكل أدناه
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  :)10( مثال

푑푥
푑푡

 =  −푦

푑푦
푑푡

 =      푥 
 

علي مسير دوائر  النقطة الحرجة لهذه المنظومة مبدأ الإحداثي وجواب المعادلة

  .حول هذه النقطة

  :النقاط الحلزونية )3- 5- 4(

كما  )نقطة حلزونية (  u+ivأعداد مركبة بهذا الشكل  m2و  m1الحالة الثالثة 

 بالشكل أدناه



42 
 

  

  :)11( المثال

 
= ax − y

= x + ay
الإحداثيات القطبية نصل هذه المنظومة المعادلاتية من خلال  

 إلى هذه المعادلة

푑푟
푑휃

= 푎푟 

  وهو عبارة عن مسير حلزوني  r= cea   وجوابها 
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  :النقاط الحرجة والإستقرار في الأنظمة الخطية) 3- 6(

 يمكن مطالعة الأنظمة اللاخطية التي هي بصورة 

푑푥
푑푡

= 푓(푥, 푦 )

푑푥
푑푡

   = 퐺(푥,푦)
 

  . ، على سبيل المثال يمكن مطالعة هذه المنظومة الخطية من خلال منظومة خطية

푑푥
푑푡

= 푎  푥 + 푏 푦           

푑푥
푑푡

   = 푎 푥 + 푏 푦
 

  . نقطة حرجة نفرض  (0.0)لإحداثي فيها التي مبدأ ا 

          
            ≠ 0 

  : المنظومة هو الجواب المخالف للصفر لهذه

푥 = 퐴 푒
푦 = 퐵푒  

M  يمثل جواب هذه المعادلة  

M2- (a1+b2) m+(a1b2-a1b1)=0 
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  لو كتبنا جواب المعادلة 

M2- (a1+b2) m+(a1b2-a2b1)=0 

 بهذه الصورة 

m1& m2= 풑± 풑ퟐ ퟒ풒
ퟐ

 

 qوالقائم   pعلى احداثي يكون فيه المحور الأفقي m2و  m1ورسمنا حالات 

سنلاحظ حالات الإستقرار وعدم الإستقرار  والنقاط الحرجة لهذه المنظومة كما 

  . في الشكل 
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  :)12( مثال

  هذه المنظومة اللاخطية 

푑푥
푑푡

= −2푥 + 3푦 + 푥푦                  

푑푦
푑푡

= − 푥 + 푦 − 2푥푦                   
 

  : المنظومة الخطية المرتبطة بهذه المنظومة هي

푑푥
푑푡

= −2 푥 + 3푦                  

푑푦
푑푡

= − 푥 +  푦                   
 

푚معادلة جذور هذه المنظومة  + 푚 + 1 =   :وجذورها هي 0

푚 &푚 =
1 ± √3푖

2
 

uهذه الأعداد مركبة بهذا الشكل  + 푣푖 والنقطة لذلك هي من النوع الثالث ،

على مبرهنة  ، واستناداًهي نقطة حلزونية للمنظومة الخطية (0,0)الحرجة 

هي كذلك من نوع بوانكاريه النقطة الحرجة للمنظومة اللاخطية في هذا المثال 

  . النقطة الحلزونية
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  :معادلة لورينتز) 7-3(

عام (، ادوارد لورينتز عالم الارصاد ىأو الفوض سأول من بحث في الشوا

توصل ، لمعادلات المهمة في نظرية الشواسز من اتعتبر معادلات لورينت. م1960

عن  هذه المعادلات عبارة معادلات عدد مطالعته حركة الموائعلورينتر لهذه ال

  . منظومة معادلاتها بهذا الشكل

=  a (y-x)   

= x(b-z)-y  
 

=  x y – c z     

عدد  aثوابت قيمة كل منها اكبر من الصفر ، وهي  cو bو  aفي هذه المعادلات 

اد اعداد لا ، جميع هذه الأعدنسبة الطول الى العرض cدد رابلي و ع bبرانتل و 

فوضى وعدم انتظام في الأجوبة الحاصلة من هذه المعادلات  ، لاحظ لورينتزةبعدي

في هذه المعادلات يوجد نوع من التناظر بحيث  cو  bو  푎لمقادير مختلفة من 

مكن حل هذه المنظومة المعادلاتيه ي.  Zو  Yو  Xيمكن تبديل علامة كل من 

  .بطرق عددية كطريقة اوبلد مثلاً
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جمة عنها تعرف النا سماها لورينتز الجاذب كثير من تشابهة واللادوريةالحركة الم

هوي أو تميل لنقطة الجواب عبارة عن مجموعة من المسارات نبالجوانب الغربية 

ث حساسة جداً بالشرائط الحوادوالجوانب الغربية هي تلك التي فيها  واحدة وثابته

اشة هي رفة ر والتي تعرف بتأثير الفرالشهيرة للورينت البدئيه احد صنع العباده

  . يل قد تسبب اعصار في تكساسجناحي فراشة في البراز

جة المعادلات دوري الذي برزه النظام نتيلوك الالجواذب الغربية هي الس

تحول دون التي البدائية حساسية الشديدة بالنسبة للشرائط اللاخطية التي تحكمه ال

على النظام من  أورة دقيقة جميع التغيرات التي تطرمعرفة مستقبل النظام بص

الوهلة الأولى تلقي تصور العشوائية في الأذهان لكن بمرور الزمن نرى نوع من 

  ي صلب هذه العشوائية النظم ف

تشكل نظام عشوائي ومضطرب تحكمه هذه  ورعلى سبيل المثال مجموعة من الطي

   :القوانين

 .حركة الطيور غير تصادميه -

 . حركة الطيور قريبة من بعضها -

 .الطيور لا تبتعد كثيراً عن بعضها -
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، ولا يمكن تعين موضع ائي ومضطرب ولا يمكن تعين مستقبلههذا النظام عشو

  . ير من الطيور لكن بحكمة نظام خاصكل ط

الأنظمة اللاخطية  حتى وان كانت بسيطة جداً في اكثر يهائتسبب الشرائط البد

ة هذه بعض في فترة زمنية ربما تكون طويل تغيرات شديدة على النظام ومستقبله

  . نتائج غير متوقعه، حالات بسيطة والنماذج التي تحدث لنا

إلغاء السفرة وبالطائرة تأخير عن السفر اللى تأخير ثواني عن الباص يؤدي إ -

  .هاونتائج

إمكان القبول في جواب سؤال واحد خطأ يؤدي إلى هبوط المعدل وعدم  -

الفرع الذي ترغبه في الجامعة والدخول بفرع آخر لا ترغبه أو حتى 

 الحرمان من تحميل الدراسه 

يؤدي إلى قطع العلاقة لأخ وصديق هو بحاجته  مبلغ قليل من المال لا تعطيه -

 . جة هذا البخلحمل عواقب شديدة نتيتبيننا وبينه ون

إعاقة أو وفاة  لىنك يؤدي إلى حالات صحية سيئة تؤدي إجرح بسيط في بد -

 .لا سامح االله

ى كسر في جناح الطائرة شرخ بسيط في ناحية على جناح طائرة يؤدي إل -

 .هاوتحطيم
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فجر على جدار سفينة أو مروحة سفينة في ن الهواء تنفقاعات صغيرة جداً م -

  .في تلك النقطة وإغراق السفينة البحر تؤدي إلى كسر

  بسيطة ذات النتائج الشديدة جداً حالات أخرى عديدة لا حصر لها من هذه النماذج ال

ئية وأي تغيير ولو بسيط أثره شديد ا، حساسة للغاية بالشرائط البدالأنظمة العشوائيه

على  العشوائي حتىأحيانا نلاحظ هذا السلوك . على نتائج النظام ومستقبلهجداً 

  . ئية معينة وغير عشوائيةاالتي شرائطها البد النظم القطعية 

  :سخصائص النظم التي يحكمها الشوا) 8-3(

 :التشابه الذاتي -

 . الجزء يشبه الكل

 :تأثير الفراشة -

 . نتج عنها تغيرات شديدة في النهايهتغييرات جزئية بسيطة في بادي الأمر ي

 محدود -

 .حساس جداً لقيم الثوابت -

 :الجواذب الغربيه -

ى، ناحية وذات نظم خاص من ناحية اخرهي نماذج غير منتظمة ومضطربة من 

  . كل مسير فيها لا يتكرر ثانيه
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متصلة قريبة أو  تنبؤ بمستقبل النظام لفترات زمنيهال نظمة الخطية يمكنفي الأ

  .بدقة عاليه بعيدة 

، وذلك لفترات زمنية طويلهستقبل النظام في الأنظمة اللاخطية لا يمكن التنبؤ بم

التي لا  في الأنظمة اللامعينه. ن الخطأ في هذا النوع من التنبؤم لوجود نسبة

تقبل النظام لا يمكن التنبؤ بمس وع من المعادلات الخطية واللاخطيهيحكمها أي ن

   .درجة من الدقةبأي 

سلوك  وما يحدث فيها نعتبره صدفة هو الظواهر الطبيعية لا تخضع للصدفه إذن

   .عشوائي ومضطرب يخضع لقوانين خاصة
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  الرابعالفصـــل 
  الاستقرار
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  :ستقرارالا) 4- 1(

ر هي خاصية نظمة أو بتعبير اخحالة من حالات الاالاستقرار في الرياضيات هي 

المعادلة قتراناً بحل معادلة تفاضلية حيث يقال حل رياضية عادة ما تذكر ا

  . ضلية كذا وكذا مستقر أو غير مستقرالتفا

  :الأنظمة الخطية والاستقرار) 4- 2(

تية ان بالنسبة للأنظمة الخطية أو المعادلات التفاضلية الخطية يجب على القيمة الذا

ة الذاتية هي عدد مركب فانه يجب ان ى إذا سلمنا بأن القيمتكون سالبة أو بالاحر

ى شبه اذا كان الجزء الحقيقي لهذا فإن النظام يسم. لباًيكون جزئه الحقيقي سا

، إذا قمنا بتغييرها تغيراً طفيفاً بل يبقى في مستقر اي انه لا يعود الى حالته السابقة

حالته الأولى إذا ابعدناه  ، اما النظام المستقر فيعود الىضعناه فيهاالحالة التي و

حالته الأولية إذا  يبتعد اكثر فأكثر من، فالنظام غير المستقر عنها إبعاداً طفيفاً

  . ابعدناه عنها

  :ستقرارالأنظمة غير الخطية والا) 4- 3(

 بالنسبة للأنظمة غير الخطية من النوع 

푥 .=  f(푥  , u) 
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متجهان يصعب حساب القيمة الذاتية أو ان مفهوم القيمة  x, uدالة خطية و  fحيث 

في هذه الحالة تكون احدى الطرق . غير متعارف عليه في هذه الأنظمة الذاتية

التي يمكن من خلالها معرفة إن كان النظام ما مستقر ام لا هو الاستعانة بمبرهنة 

ليبانوف وقبل تبيين طريقة لبابونوف فإنه يجدر بالذكر انه  يمكن  إخطاط 

푥,خاصيات النظام  أو المعادلة في نقطة معينة   ,푢 حساب القيمة الذاتية  لهذا

يها نقول ان النظام النظام الخطي فيها وعلى  اساس القيمة الذاتية المتحصل عل

  مستقر ام لا 

 :انواع الاستقرار) 4-4(
 :الاستقرار المحلي) 4- 4- 1(

ال عندما تكون خاصية الاستقرار مرتبطة مدي أو مجالاستقرار المحلي هو

  .رياضي معين تكون خارجه منتفيه

 :الاستقرار الشامل) 2-4-4(

الإستقرار الشامل هو ان تكون خاصية الاستقرار غير مرتبطة بمجال رياضي  

  .معين

  :شبه الاستقرار )3-4-4(

 التي تعني ان نظاماً ما لا يعود إلى نقطة إنطلاقة إذا ابعدته منها بلهي الحالة 

لكن في  الحالة مستقرة تبسيطاً اعتبار هذهيمكن . بطل في النقطة التي دفعته إليها

 . ستقرة أو غير مستقرةالحقيقة هذه الحالة يمكن ان تكون م
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  :هومفاهيمالاستقرار تعريفات ) 4- 5(

  ليكن لدينا المعادلة التفاضلية من الرتبة الاولي 

푑푥
푑푡

= 푓(푡 , 푥)________(4− 1) 

∋ 푡دالة متصلة لكل  fحيث  (푎  ,∞)،  푥 ∈  퐷  متصله  ولها مشتقة جزئية  

푥ليكن  = 푄 (푡)  الذي يحقق ) 4-1(حلا للمعادلة푥(푡 ) =  푄(푡 حيث  (

푡 > 푎  ليكنx = x(t) حلا ايضا لنفس المعادلة والذي يحقق  

푥 (푡 ) = 푥 (푡 )  

푡معرفين لجميع قيم  푥(푡)و  푄(푡)وافترضنا ان الحلين  ≥ 푡 اي أنه يمكن 

  .امتدادهما بدون حدود الى اليمين

 :)1(تعريف 

푥يسمي الحل   =  푄(푡)  بانه مستقر في مفهوم ليبانوف عندما ) 4-1( للمعادلة

푡 → δ اذا كان لاي ∞ =   δ(휀) > εیوجد 0 > بحيث ان لاي حل  0

푥 = 푥 (푡) للمعادلة يكون.  

|푥(푡 ) − 푄(푡 )| < 훿___________(4− 2) 

→ |푥(푡 ) − 푄(푡 )| < 휀__________(4− 3) 
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≤ 푡ولجميع  푡 يمكن دائما أن نفترض أنδ ≤ 휀 .  

وهذا يعني أن جميع الحلول التي تكون قيمها الابتدائية قريبة من القيمة الابتدائية 

푥للحل  = 푄(푡)  تبقي قريبة ايضا لجميع푡 ≥ 푡 . 

푥: وهذا يعتي هندسيا التالي  =  푄(푡)  إذا كان يكون مستقرا) 4-1(للمعادلة ،

푥الضيق يحتوي المنحني ) 휀-band(الشريط  =  푄(푡) فان كل المنحنيات ،

푥) الحلول (التكاملية  = 푥(푡)  تكون قريبة قربا كافيا له عند ) 4-1(للمعادلة

푡اللحظة الابتدائية  = 푡  والتي تكون محتواه في الشريط휀لجميع푡 ≥ 푡  كما في

  :الشكل ادناه

 

< 훿أما إذا كان عندما  يوجد على الاقل حل واحد ) الاختيارية الصغيرة( 0

푥 = 푥(푡)  فإنه يقال أن الحل ) 4-3(لا تتحقق له له المتباينة ) 4-1(للمعادلة 

푥 =  푄(푡) غير مستقر.  
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  ):2(تعريف 

푥يقال أن الحل  =  푄(푡)  مستقر تقاريباً إذا كان ) 1(للمعادلة.  

-i   ًتقاربيا  

-iiيوجد훿 > 푥بحيث أن أي حل  0 =  푥(푡)  يحقق الشرط) 1(للمعادلة 

|푥(푡 ) −푄(푡 )| < 훿 . 

lim → |푥(푡) −  푄(푡)| = 0 

وهذا يعني أن جميع الحلول التي شروطها الابتدائية قريبة للحل المستقر تقاريباً 

 푥 =  푄(푡) لا تبقي فقط بالقرب منه عندما푡 ≥ 푡  ولكن تقترب منه بدون حدود

푡عندما  → ∞  

   ):13(مثال 

푥ادرس استقرار الحل  ≡   للمعادلة  0

푑푥
푑푡

=  −푎  푥______(4− 4) 

  :الحل

푥(푡الذي تحقق الشرط ) 4-4(حل المعادلة  ) = 푥  هو  

푥 = 푥훿 ( ) 
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εوياخذ   > 푄(푡)نوجد الفرق بين الحل  0 = 0    ,푥(푡)  

푥(푡)− 푄(푡) = 푥 푒 ( ) − 0 = (푥 − 0)푒 ( )_____(4 − 5) 

푒وحيث ان  ( )  ≤ 푡لجميع  1 ≥ 푡  وجود ) 5-4(فانه يتضح من

δ > 0 ، δ = ε  بحيث أن ،|푥 − 0| < 훿 = 휀  فيكون لدينا.  

|푥(푡) −푄(푡)| =  |푥 − 0|푒  ( ) < 휀,∀푡 ≥ 푡  

Q(푡)ومن التعريف هذا يؤدي الى ان الحل  = يكون مستقراً ) 4-4(للمعادلة  0

  وايضاً حيث ان 

lim → |푥(푡) −푄(푡)| = lim →  |푥 |푒 ( ) = 0 

푄(푡)فإن الحل  =    :التالي يكون مستقراً تقاربياً انظر الشكل 0
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 :)14(مثال 

푄(푡)أثبت أن الحل   = =للمعادلة  0 푎  푥  غير مستقر  

  : الحل 

푥|لقيم    الصغيرة اختيارياً يكون حل المعادلة المعطاه هو |

    푥(푡) = 푥푒 (  والذي لا يحقق الشرط هو (

푡لقيم  ≥ 푡  الكبيرة وعلاوة على ذلك لأي푥   ≠   يكون لدينا 0

 |푥(푡)| → 푡عندما  ∞ →   . وبالتالي يكون الحل غير مستقر. انظر الشكل  ∞

  :استقرار نظم المعادلات التفاضلية )4- 6(

  عتبر نظام المعادلات التفاضلية ن

푑푥
푑푡

= 푓 (푡, 푥  ,푥 … ,푥 )      푖 = 1,2 … …푛  _________(4− 4) 

푥)معرفة  푓حيث  ,푥 … ,푥 ) ∈ 퐷    ,푎 < 푡 < ويحقق شروط   ∞+

قد امتدت ) 1(ونفترض ان جميع حلول . نظرية وجود ووحدوية حل مسألة كوشي

푡 الى اليمين ≥ 푡 > 푎 
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 ) :1(تعريف 

Qيقال ان الحل   (푡)  مستقرا عندما ) 1(للنظام푡 →   اذا كان لأي ∞

  휀 > 훿يوجد 0 =  훿(휀) > 푖بحيث ان لأي حل  0 = 1,2 … .푛     ,푥 (푡) 

  للنظام الذي قيمة الابتدائية تحقق

|푥 (푡) −  푄 (푡 )| < 훿     , 푖 = 1, 2 …푛 
  :فان المتباينة 

|푥 (푡)−  푄  (푡)| < 휀___________(4− 5) 
≤ 푡تتحقق لجميع  푡 قريبة تبقي قريبة لجميع أي أن الحلول ذات القيم الابتدائية ال

≤ 푡قيم  푡 .  

< 훿لأي ) 2(واذا لم تتحقق المتباينة  الصغيرة الاختيارية على الاقل لواحد  0

  من

푖 = 1,2 … … .푛  ,푥 (푡)  فإنه يقال أن الحل푄(푡) غير مستقر.  

  ) :2(تعريف 

푄يقال ان الحل  (푡) كان مستقر تقاريباً  اذا.  

-i ًمستقرا.  

-ii يوجد훿 > 푖بحيث أن أي حل  0 = 1,2 … … . .푛  ,푥 (푡)  للنظام

푥|حيث (푡 )− 푄 (푡 )| < 훿  يحقق الشرط 

lim → |푥 (푡)− 푄  (푡)| = 0       , 푖 = 1,2 … … 푛 
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  :)15(مثال 

  استخدم تعريف الاستقرار في مفهوم ليبانوف لاثبات أن حل النظام 

푑푥
푑푡

= 푦    ,   
 푑푦
 푑푡

=  −푥   __________  (4− 6) 

  تحت الشروط الابتدائية 

푥(0) = 0    ,푦(0) = 0   __________  (4− 7) 

  :يكون مستقراً

 :الحل 

푦(푡)هو ) 4-7(والتي يحقق الشروط ) 4-6(حل النظام    = 0   ,푥(푡) ≡ 0 

푦(0)وحل للنظام الذي يحقق الشرط  = 푦   ,푥 (0) = 푥  يكون على الصورة  

푥(푡) = 푥  푐표푠푡 + 푦 sint   ,푦(푡) =  −푥  푠푖푛푡 + 푦  푐표푠푡 

εوياخذ  > δ (휀)نثبت وجود  0 >   بحيث ان  0

|푥 − 0| < 훿    , |푦 − 0| < 훿 

  يكون لدينا 

|푥(푡) − 0| = |푥 푐표푠푡 + 푦 푠푖푛푡| < 휀 

|푦(푡) − 0| = |−푥 푠푖푛푡 + 푦  푐표푠푡| < 휀 
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≤ 푡لجميع  푦وهذا يعني من التعريف ان الحل  0 ≡ 0  ,푥 ≡ (*) للنظام  0

  .ومن الواضح أن . يكون مستقراً 

|푥 푐표푠푡 + 푦 푠푖푛푡| ≤ |푥 푐표푠푡| + |푦  푠푖푛푡|  ≤ |푥 | + |푦 | 

|−푥 푠푖푛푡 + 푦 푐표푠푡| ≤ |푥 푠푖푛푡| + |푦  푐표푠푡|  ≤ |푥 | + |푦 | 

δ(휀)اذا اخذنا  =  휀/2  فإنه لكل|푦 | < 훿  , |푥 | < 훿  يكون لدينا  

|푥 푐표푠푡 + 푦 푠푖푛푡| ≤ 휀     , |−푥 푠푖푛푡 + 푦  푐표푠푡|  ≤ 휀 

푡لجميع  ≥ أي ان الحل الصغري يكون مستقراً في مفهوم ليبانوف هذا بالرغم  0

  .من كون الاستقرار ليس تقريباً

  : استقرار النظم الذاتية)4- 7(

 tلا يحتوى على  푓يقال ان المعادلة التفاضلية ذاتية اذا كان الطرف الايمن منها 

  . صراحة ويكون على الصورة

= 푓  (푥 ,푥 … …푥 )__________  (4− 8)   

بالنظام الذاتي لا تعتمد  وصفن تغير الدوال المجهولة الذي توهذا يعني ان قانو

  .في كثير من القوانين الفيزيائية على الزمن كما
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 :)1(تعريف 

, يقال أن نقطة الاتزان  푖 = 1,2 … .푛 =    للنظام  0

 = 푓  (푥  ,푥 … ,푥 0)      مستقرة ، إذا كان لأي   ( <  휀 <

푅)    يوجد훿 = 훿( 휀) > بحيث أن أي مسار للنظام يبدأعند اللحظة الابتدائية  0

t0=0  عند النقطة(x(0) ,y (0) )   يبقى دائما داخل الكرة푠(휀)  كما في الشكل

 كما  تكون نقطة الاتزان مستقرة تقاربيا إذا كانت).  4(

i/  مستقرة:  

ii/ يوجد훿 > في  δ(x(0),y(0))بحيث أن أي مسار للنظام يبدأ عند نقطة 0

푠(훿يوجد → 푡تؤول إلى نقطة الأصل عندما    (   .) 4(كما في الشكل  ∞

  .) 4(ويقال أنها غير مستقرة إذا لم تكن مستقرة كما في الشكل 
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  :)16(مثال 

  اعتبر النظام 

푑푥
푑푡

= 푦  ,
푑푦
푑푡

=  −푥 

  : الحل

푥المسار هنا دوائر متحدة المركز  + 푦 = ℎ ة الأصل وهي مركزها نقط

훿، فإذا أخذنا نقطة الاتزان للنظام =  휀  فان اي مسار يبداء داخل الدائرة푆 (훿) 

ولكن المسارات لا تقترب . وبالتالي يكون الحل مستقرا   푆 (훿)يبقي دائماً داخل 

  . قاربياًمن نقطة الأصل فهي ليست مستقرة ت

  :)17(مثال 

  أعتبر النظام  

푑푥
푑푡

= −푥   ,
푑푦
 푑푡

=  +푦 

  :الحل

  x=Ae-t , y=Be-tيكون حل النظام هو 

=وبالتالي يكون   = 퐾   تنهي عند  ثابتاً وبالتالي تكون المسارات أشعة

  ) . 5(كما في الشكل . نقطة الأصل
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훿ويمكن ان نختار    = 휀   . وأي نقطة على المسار التي تقع في اللحظة

وايضا تقترب إلى نقطة  푆 (휀)تبقى دائما داخل الدائرة    푆 ( 휀)الابتدائية داخل  
푡الأصل عندما  →   . ون نقطة الاتزان مستقرة  تقاربياوبذلك تك  ∞ 

  : )18(مثال 
  اعتبر النظام 

푑푥
푑푡

= 푋  ,
푑푦
푑푡

=  푌 
  :الحل

=) ثابت(، x= Aet  , y=Bet النظام هوحل هذا  푘   والمسارات عبارة عن

من نقطة الأصل ولكن عكس المثال السابق تكون الحركة على الأشعة أشعة تنبعت 

  ) 6(الاتزان غير مستقرة كما في الشكلالمركز وبذلك تكون نقطة  تبتعد عن
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  الخامسالفصـــل 

  طريقة ليبانوف
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  :في إستقرار الأنظمة ة ليابونوفطريق )1-5( 

، تعتبر ن معينة في الحد الأدنى من وضعهاإذا طاقة نظام فيزيائي في نقطة تواز

 . ، نفرض هذه المنظومةنقطة مستقرة، هذه النقطة

 : دلة منظومة معادلاتية بهذا الشكلتصبح هذه المعا

푑푥
푑푡

= 푓(푥, 푦 )          

푑푦
푑푡

   = 퐺(푥,푦)        
_________  (5− 8) 

  :الفرضيات )1-1-5(

أي إذا رسمنا دائرة بمركز هذه  (النقطة الحرجة لهذه المنظومة  نقطة منزوية  -أ

  ) . حرجة في هذه الدائرة عدا المركز النقطة لا توجد نقطة

  .0.0)(2هذه النقطة الحرجة مركز الإحداثي -ب

والدالة   (I)هي  إحدى المسارات للمنظومة C= [푥(푡),푦(푡)]المعادلة  -ج

E(x,y)   وتفاضلاتها الجزئية في هذا المسير متصلة ، بما أنx  وy  توابع المتغير

  : هي  tوتغيراتها بالنسبة إلى   E(t)إذن يمكن كتابتها بهذا الشكل  Eكذلك  tفيها 

휕퐸
휕푡

=
휕퐸
휕푥

휕푥
휕푡

 + 
휕퐸  휕푦
휕푦  푑푡
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휕퐸
휕푡

=
휕퐸
휕푡

푓 + 
휕퐸 
휕푦 

 퐺 

هذه هي الرابطة الأساسية في طريقة ليابونوف ، وهناك حالات عديدة لها ومن 

في حالة وجود الدالة : أهم القضايا التي تستند عليها في طريقة ليابونوف هي 

E(x, y)  للمنظومةI  تقرار هي نقطة إس  (0.0 )، في هذه الحالة النقطة الحرجة  

  :النقاط الحرجة في الأنظمة اللاخطية )5- 2(

   (0.0)نفرض لهذه المنظومة الخطية والنقطة الحرجة والمنزوية فيها 

푑푥
푑푡

= 퐹(푥 ,푦)

푑푦
푑푡

= 퐺 (푥 , 푦)
_________  (5− 9) 

  :بهذه الصورة yو  xحسب متسلسلات من  G(x,y)و  F( x , y)نكتب كل من 

푑푥
푑푡 = 푎  푥 + 푏 푦 + 푐 푥 + 푑  푥푦 + 푒 푦  +⋯     
푑푦
푑푡 = 푎  푥 + 푏  푦 + 푐 푥 + 푑  푥푦 + 푒  푦 + ⋯   

______  (5− 10) 

صغيرة جداً ، يمكن حذف العبارات الصغيرة الناجمة من  |푦|و  |푥|لو إن مقادير 

حذف المقادير هذه المقادير نتيجة ضربها ببعضها أو أسها أكبر من واحد أي يمكن 

) 0,0(ة قرب النقطة الحرج) 5-1(لوك المنظومة اللاخطية، ليصبح ساللاخطية

  :شبيه بسلوك هذه المنظومة
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푑푥
푑푡

= 푎  푥 + 푏  푦                  

푑푦
푑푡

= 푎  푥 + 푏  푦                   
 

  :نوفمبرهنه ليبا )5- 3(

  : تقول مبرهنة ليابونوف الاتي

  : اذا كان لدينا النظام الاتي

푥 .

푥 .

푥 .
=

푓 (푥 … … … …푥  ,푢 )
푓 (푥 … … … … 푥  ,푢 )
푓 (푥 … … … …푥  ,푢 )

 

فإن . مثلاx Rًنسميه . موضع سكون) حال مستتب(وإذا كان لهذا النظام في إطار 

موضع السكون هذا مستقر إذا امكننا على ابعاد دالة تسمى دالة ليبانوف وهي دالة 

تحدد (اي ما يعرف رياضيات   V(x1…….xn) >0تتوفر فيها المواصفات التالية 

حال مستتب الذي (صفراً إلا عند النقطة صفر لا تكونV اي ان الدالة )) موجب

أي نقل الدالة من نقطة " الانزلاق" بعملية خطية بسيطة المعروفة بعنوان الـيمكن 

xn  وفي ماعدا ذلك اكبر من الصفر. الى نقطة صفر( .  

푉̇ = 푔푟푎푑 푉(푥) 푋 ̇ < ي تفاضل الدالة الرياضية يجب ان يكون سالباً أ0

 . اي ان تفاضل الدالة يتميز بخاصية التجدد السالب  (0)في ماعدا النقطة صفر 
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ولنلاحظ بلى . في حالة تمكننا من العثور على مثل هذه الدالة فإن النظام مستقر

ن ايضا يمكن ايضا استعمالها في الطريقة لا يقتصر على الأنظمة الخطية بلى يمك

اما في حالة عدم عثورنا على هذ الدالة فإنه . استعمالها في الأنظمة غير الخطية

  푥̇=f(x)لا يمكننا أن نجزم على ان النظام 

ستقرار لا تصلح الدالة التي اخترناها لبرهنة الا غير مستقر بل ما نستنتجه هو ان

ننا بطريقة رض اي انه لا يمكاخرى لهذا الف طريقة لذلك ويجب علينا اختيار

ر نظام ما ولكن يمكننا أن نبرهن على عدم انوف أن نبرهن على عدم استقرليبا

  .ام مااستقرار نظ

  :طريقة ليبانوف )4-5(

ليبانوف للمعادلات التفاضلية الذاتية وغير الذاتية وغير الخطية تستخدم طريقة 

ليبانوف لدراسة استقرار حلول المعادلات وتستخدم طريقة . إمكانية ايجادهاوكذلك 

  التفاضلية 

  : الانظمة الذاتية )5- 5(

لخطية بمقارنتها تعرضنا في الباب السابق لدراسة الاستقرار للنظم الخطية وغير ا

وفي احيان كثيرة تفشل هذه الطريقة وخصوصاً اذا كان النظام . مع النظم الخطية

على هذه العقبات ليبانوف وقد تغلب العالم الرياضي الروسي  .الخطي مستقراً فقط
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اذا . أنه لدينا نظام معادلات تفاضلية التي ينتج من وصف نظم فيزيائية لنفترض

للنظام واذا كانت طاقة النظام ثابته أو نقطة الحرجة تناظر نقطة اقل طاقة كانت ال

جة تكون مستقرة ومن تتناقص فانه يكون من المعقول أن نخمن بأن النقط الحر

جهد فإن النقطة تكون غير  الناحية الأخرى فإن النقطة الحرجة طبقاً لاقصي طاقة

  .مستقرة

  ليكن لدينا النظام الذاتي 

푥 = 푓(푥 ,푦)  , 푦 = 푔(푥, 푦)_________  (5− 11) 

دالة متغير حقيقي  푉 (푥,푦)حيث نفترض أن نقطة الأصل نقطة حرجة ليكن 

 Dليكن . ات جزئية متصلة من الرتبة الأوليمع مشتق 푥푦متصلة في المستوي 

 نقطة الاصل وان منطقة تحتوي

푉  (푥 ,푦) > 0، 푉 (0, 0) = 0______  (5− 12) 

,푥) لجميع   푦) الاخري فيD  فانه يقال ان푉 (푥,푦) موجبة حتما فيD  اذا كان

푉  (푥 , 푦) < 0، 푉 (0, 0) = فانه يقال ان  Dالاخري في ) x,y( لجميع0

푉 (푥,푦)  سالبة  حتما فيD  اذا كان푉 (푥,푦) ≥ 푉 (푥,푦)او(  , 0 ≤ 0 , (

اذا كان  Dفي  )أو شبه سالبة حتماً(شبه موجبه حتماً  푉 (푥,푦)فانه يقال أن 

푉 (푥,푦)  لا تحقق اي من هذه الشروط فانه يقال انها غير محدودة . 
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  :)19( مثال

푉 (푥 ,푦 )الدالة / أ (푥 + 푦 حيث   푥 ,푦موجبة  حتماً لجميع قيم  (

푥 + 푦  هي مربع المسافة من النقطة(푥 , 푦 ) إلى نقطة الأصل.  

푥)−الدالة ) ب( + 푦   .سالبة حتما (

푉 (푥 ,푦 )الدالة ) ج( = 푥  شبه موجبة حتماً لأن푉 (0 ,훼 ) = لأي قيمة  0

  . 훼للعدد الحقيقي 

푉 (푥 ,푦 )ة الدال) د( = −푦 ًشبة سالبة حتما.  

푉 (푥 ,푦 )الدالة ) هـ( = 푥푦 غير محددة لأن، 푉 훼،− 훼 = −훼 < 0 

< 훼لجميع الاعداد  0.  

نظرية في الحالة التي تكون فيها ال x, yعادة الطاقة الكلية للنظام تتناسب مع 

  .التالية محققة

 :)1(نظرية 

  تكون الدالة  

푉(푥,푦) = 푥 + 푎푥푦 + 푏푦  
4푏موجبة حتماً اذا وفقط اذا كان ) أ( − 푎 > 0 

4푏شبه موجبة حتماً اذا وفقط اذا كان ) ب( − 푎  ≥ 0 
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 :البرهان

4푏اذا كان   − 푎 >   وبالكمال المربع نجد ان  0

푥 + 푎푥푦 + 푏푥 = 푥 +  
푎
2
푦 + 푏 −  

푎
4

푦 ______(5− 13) 

≠ 푦اذا كان  푏فان  0 − 푦 > ,푉(푥من الافتراض وتكون  0 푦) موجبة

푏ومن الناحية الاخري نفترض ان . حتماً  − ≤ غير هي  yوباختيار اي  0

  .صفرية

푥 = −  푦  يكون اقل من أو يساوي الصفر والذي يتعارض ) 2(نجد أن التعبير

4푏وبالتالي . موجبة حتماً  vمع الافتراض ، حيث  − 푎 > هو وهذا  0

  ).أ(المطلوب أثباته 

  :ملحوظة

موجبة حتماً  - 푉 (푥 ,푦 )سالبة حتماً اذا وفقط لاذا كان  푉 (푥 ,푦 )نلاحظ ان 

  .وعلي ذلك تكون النظرية السابقة صالحة في حالة سالبة حتماً وشبه حتماً 

  ):20(مثال 

푥الدالة ) أ( − 푥푦 + 2푦  4تكون موجبة حتماً لأن푏 − 푎 = 7 > 0  

푉( 푥,푦)الدالة ) ب( =  −푥 + 4푥푦 − 4푦  شبه سالبة حتماً ، لأن 

푉( 푥,푦) =  푥 − 4푥푦 + 4푦 -  ،-V , 4푏 − 푎 = اكون شبه  0

  .موجبه حتماً
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푥الدالة )  ج( + 4푥푦 − 4푦  حيث لا غير محددةV ولا ،–V  تنتمي إلى نوع

  .من الأنواع الأربعة

على  V اشتقاق دالة مجبة حتماً متصلة وقابلة للإشتقاق فإننا نعرف V(x, y)ليكن 

  :بالعلاقة) 1(مسار النظام 

푉′(푥,푦) =  
휕푉
휕푥  푥 +

휕푉
휕푦 푦 =  

휕푉
휕푥 푓

(푥,푦) +
휕푉
휕푦 푔

(푥,푦)_____(5 − 14) 

بانوف ليتسمي بدالة  푉( 푥,푦)فان ) 5-11(عندما تتحقق هذه العلاقة والنظام 

فانه يجب ان تحقق ) 5-11(وتؤكد أنه لكي تكون دالة ليبانوف للنظام . للنظام

푉′( 푥, 푦)  قابلية الاشتقاق وموجبة حتماً ولها مشتقات على مسارات معرفة

-11(دالة ليبانوف للنظام  تكون 푉( 푥,푦)ويجب ان تؤكد ان . )5-3(بالعلاقة 

) 5-3(طبقاً الى ) 5-11(معرفة بالنسبة الى  푉( 푥,푦)فقط عندما تكون ) 5

  .مفيد ، ولكن اغلبها غيرليبانوف يوجد اختيارات كثيرة لدالة

ي بالنظرية يعط) 5-11(على مسارات  Vوالاهمية العظمي لتعريف مشتقة 

  : التالية

  :)2(نظرية 

,푥 )ليكن   푦)  فان) 5-11(دالة ليبانوف للنظام.  

,푉′( 푥اذا كان ) أ( 푦)   ن نقطة الاصل تكون مستقرةتماً فإسالبة حشبه.  
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,푉′( 푥اذا كان ) ب( 푦)  تكون مستقرة تقاريباًنقطة الاصل سالبة حتماً فان.  

,푉′( 푥اذا كان ) ج( 푦) ًفان نقطة الاصل تكون غير مستقرة موجبة حتما.  

  :البرهان

εليكن  > , 푥)يجب أن نثبت انه اذا كان  0 푦) 휀 퐷  وان푥 + 푦 <  훿  

,푥(푡فان الحل  푥 ).푦 (푡, 푦  يحقق المتباينة (

[푥 (푡 , 푥 )] +  [푦(푡 , 푦 )] < 휀 
푡لجميع قيم  ≥   نعرف   0

푚 =
min
푥 + 푦

푉(푥, 푦) 

  متصلة على الدائرة 푉( 푥,푦)وهذه القيمة الادني تكون موجودة لان  

 푥 + 푦 = 휀  وعلاوة على ذلك من اتصالV  وان푉 (0,0) = فانه  0

δيوجد  > 푉(푥 ,푦)بحيث ان  0 < 푚  طالما푥 + 푦 < 훿 ) كما في

  : الشكل التالي
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  وبما أن .  ε =x2 (t*,x.)+y2(t*,y.)بحيث t* > 0نفترض انه يوجد عدد 

dv
dt

= 푉′(푥,푦) ≤ 0 

  . يكون لدينا

V(x(t,x0),y(t,y0)) ≤ V(x0, y0) , t >  0 

  :وبالتالي 

V(x(t*,x0),y(t*,y0)) ≤ V(x0, y0)< m≤ V (x(t*,x0) ,y(t*,y0) 

푥تكون أقل ما يمكن على الدائرة  mحيث أن  +  푦 =  휀وهذا التناقض يثبت 

-i يبين أن حيث أنهε 푥(t,x0)2+y(t,u0)2<  لجميع      قيمt  ≥  0 .  

-ii  من المعطيات أنV  تتناقص عند تزايدt . وحيث أنV  تكون موجبة لجميع قيم

y,x  يوجدوتتناقص على المسار فإنه.  

limv
→

(푥(푡),푦(푡)) =  ≥ 0  

هي النقطة الوحيدة التي تكون عندها  (0,0)وحيث بالتالي  ƛ= 0وعلينا اثبات أن 

V=0  وبالضرورة يكون لدينا 

limx 
→

(푡) = limy(푡)
→           

= 0  
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 V(x0,y0) <ƛبحیث أن     ñ>0، فإنھ كما سبق یوجد  ƛ >0نفترض 

푥طالما  + y < ñ   الذي يعني أن المسار(x(t),y(t)) لا يدخل أبداً المنطقة

휀ليكن .  x2+y2<휀الحلقية المعطاة    . وليكن ايضا (i)كما في  0<

푚 =  
푚푖푛
푥 + 푦  

≤ 휀 − 푉 (푥 , 푦) 

<  푛حيث أن  0  ،V سالبة حتما، يكون لديناm1>0 وبالتالي حيث أن푚 ≤

 −푉′(푥,푦) يكون لدينا푉 푥(푡),푦 (푡) ≤  −푚  لجميع قيم푡  ≥ 0 

  .وبالتالي بالتكامل نحصل على 

푉′ 푥(푠), 푦 (푠) 푑푠 ≤  −푚 푑푠 

 اي 

푉 (푥(푡),푦 푦(푡) − 푉 (푥  ,  푦 ) ≤ 푚  푡 

  اي 

푉 푥(푡),푦(푡) ≤ 푉(푥  ,  푦 ) −푚  푡 

→ 푡ولكن الطرف الأيمن من هذه المتباينة يصبح سالباً عندما  وهذا يتعارض  ∞

푚موجبة حتماً الا إذا كان Vمع كون  = 푛اذا فقط واذا كان  0 = والتي  0

λتتحقق اذا وفقط اذا كان  =  ).ii(وهذا يثبت  0
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  : )21(مثال 

  ليكن لدينا النظام 

푥 = 푦 , 푦 =  −푥 −  휀푦 

푉وأن دالة ليبانوف هي  =  (푥 + 푦   وعلى ذلك  (

푉′(푥, 푦) =  
휕푉
휕푥

 푥 +
휕푉
휕푦

푦 = 푥푦 + 푦(−푥 − 휀푦) = −휀푦  

  .وبالتالي تكون نقطة الاصل مستقرةشبه سالبة حتماً  وهي

  : )22(مثال 

  اعتبر النظام 

푥̇ =  −푦 + 푥푦 , 푦̇ = 푥 − 푥  

 ليكن دالة دالة ليبانوف هي. النقطة الحرجة هي نقطة الاصل 

푉 =
1
2

(푥 + 푦 ) 

  :فإن

푉′ = (푥 ,푦) =  
휕푉
휕푥 푥 +

휕푉
휕푦 푦 = 푥 (−푦 + 푥푦) + 푦 (푥 − 푥 ) = 0 
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푉̇موجبة وان  Vوحيث أن  = فان دالة ليبانوف تكون موجودة وبالتالي تكون  0

   . نقطة الاصل مستقرة تقريباً

 ) :23(مثال 

  :اعتبر النظام

푥 =  −푥 −
푥
3
−  푥 sin푦 ,  푦 =  −푦 −

푦
3

___________(5− 15) 

  :الحل 

  نعرف دالة ليبانوف كالتالي ) سكون(نلاحظ ان نقطة الأصل نقطة حرجة 

푉(푥, 푦) =
1
2

(푥 + 푦 ) 

  :فان 

푉′ (푥 , 푦 ) = 푥 −푥 −  
푥
3
− 푥 sin푦 + 푦 −푦 −

푦
3

=  −푥 −
푥
3
− 푦 −

푦
3
− 푥 푠푖푛 푦 

푥|وحيث ان  sin푦| ≤  |푥 푥بالتالي  | + 푥 sin푦 ≥   على ذلك  0

푉 (푥 , 푦) =  −
푥
3
− 푦 −

푥
3
− (푥 + 푥 sin푦)  ≤  −

푥
3
− 푦 −

푦
3

 

 . اربياًسالبة حتما وتكون نقطة الاصل مستقرة تق 'Vومن ذلك نري ان 
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  : الانظمة غير الذاتية )6-5(

, 푉(푥ليبانوف يمكن تعريف دالة : تعريف 푡) كما يلي :  

, 푉(푥تكون دالة ليبانوف / أ 푡)  موجبة حتماً اذا كان  

-i  لجميع قيم푡 ≥ 0 , 푡  و푉(푥 , 푡) ≥ 푤 (푥) > دالة مطردة  푤 (푥)حيث  0

푤 (0)التزايد في  = 0   ,푥  

-ii푉 (0 , 푡) = 0 

-iii푉(푥 , 푡)  تكون متصلة ولها مشتقات جزئية من الرتبة الاولي متصلة.  

, 푉(푥ون تك/ ب 푡)  سالبة حتما اذا كان–V  موجبة حتما.  

, 푉(푥تكون / ج 푡)  شبه موجبة حتماً اذا كان:  

-i푉(푥 , 푡) ≥ ≤ 푡لجميع قيم  0 0  

-ii푉(0 , 푡 ) = 0  

-iii푣(푥 , 푡)  دالة متصلة ولها مشتقات جزئية متصلة  
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  : )24(مثال 

  الدالة 

푉 (푥  ,  푥   , 푡) = ( 푥 + 푥 )푒  
  

→ 푉هي الدالة الوحيدة شبه موجبة حتما لأن  → 푡عندما  0 푥لقيم  ∞  ,  푥 

  .المحدودة 

  .يعطي بالعلاقة  푉̇واشتقاق

푉̇ =
휕푉
휕푡

+  
휕푉
휕푥

푑푥
푑푡

 

 =  
휕푉
휕푡

+
휕푉
휕푥

푓  
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75 

 .تم التعرف على المعادلات التفاضلية وأنواعها وطرق حلها -

بدراسة النقاط الحرجة وذلك بغرض التوصل إلى استقرار الأنظمة  قمنا -
 .باستخدام طريقة ليبانوف

  .درسنا سلوك الأنظمة من حيث الإستقرار بمفهوم ليبانوف -
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85 

  :من خلال البحث توصلنا لهذه النتائج التي تتلخص فيما يلي

 .حلها وأنواعهاالتمكن من التعرف على المعادلات التفاضلية وطرق  -

الممارسة المستمرة في حل المسائل تسهل كيفية إختيار الطريقة المناسبة لحل  -
 .المعادلات التفاضلية

 .تظهر أهمية الأنظمة اللاخطية في الفيزياء والهندسة ومطالعة الطقس -

95 

 .التوسع في نظرية الاستقرار وتوفير الكتب اللازمة لها -

  .تتحدث عن الاستقرارترجمة الكتب التي  -
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