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لإنجاز  اوأعانن ایرا الله سبحانه وتعالى الذي وفقنخوأالشكر أولا   

تمام هذا البحث ومن ثم ٕ لجامعة السودان للعلوم  لهذا الصرح العظیم تقدیرالو  شكرال وا  

 والتكنولوجیا واتقدم بأوفر الشكر والتقدیر إلى 

  الطیب عمر احمدد. 

 على هذا البحث لما قدمه لنا من عون 

 ومساعدة بتتبعه لهذا البحث مشرفا ومرشدا فكانت له المساهمة 

 الفعالة في إخراج هذا البحث من مهده إلى حیز الوجود .

 كما أخص بالشكر جمیع الأساتذة بقسم الإحصاء التطبیقي والشكر أیضا 

لى كل من ساهم معإلى زملائن ٕ إخراج هذا البحث في  ناا  وزمیلاتنا وا  
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 المستخلص 

 
حتمالیة  كالوسط الحسابي  و الوسیط الإ حصائیة  للتوزیعات لإیتناول ھذا البحث كیفیة إشتقاق الخواص ا

نحراف المعیاري  ومعامل الإلتواء  ومعامل  التفرطح  مستخدمین في ذلك العزوم والمنوال والتباین  والإ

ً تم إیجاد الدالة إثشتقاقھا والتي تم إحول نقطة الأصل و العزوم المركزیة  باتھا في الإطار النظري. ایضا

لعدد من التوزیعات الإحتمالیة المتقطعة  و المستمرة  وقد تم  ةالتوزیعیة والدالة المولدة للعزوم والدالة الممیز

وزیع ذي التوصل الي إشتقاق خواص التوزیع المتقطع المنتظم  وتوزیع برنولي  وتوزیع ذي الحدین  وت

الحدین السالب والتوزیع الھندسي  والتوزیع فوق الھندسي  بالنسبة للتوزیعات المتقطعة . والتوزیع المنتظم 

والتوزیع الأسي وتزویع جاما  وتوزیع بیتا  والتوزیع الطبیعي  والتوزیع الطبیعي المعیاري  للتوزیعات  

، وقد تم التوصل الي إشتقاق  مثلة  تطبیقیةالمستمرة. مع  توضح كیفیة تطبیق ھذه الخواص عن طریق أ

  بعض المقاییس التي كانت عبارة عن صیغ  فقط  ولكن تم إشتقاقھا وإثباتھا.  
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Abstract 

 

This research deals with how to derive statistical properties of probability 

distributions Kalost arithmetic and median and mode, contrast, standard deviation 

and coefficient of convolution and coefficient of kurtosis users the moments about 

the point of origin and the central moments that were derived and recognized in the 

theoretical framework. Also it has been a distributive function and moment 

generating function and the characteristic of a number of probability distributions 

intermittent and persistent has been reached derivative properties intermittent 

distribution and regular distribution of Bernoulli and Binomial distribution and the 

distribution of binomial negative and distribution engineering and distribution 

hypergeometric for distributions intermittent. And regular distribution and 

exponential distribution and distribution of gamma and beta Tsoaa natural and 

distribution of natural and distribution standard for continuous distributions. With 

describes how to apply these properties through practical examples, it has been 

reached derivative of some measures that were previously only are formulas but 

were derived and substantiated. 
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  المــــقدمة :

  : تمھید  :0-1

في  كثیر من مجالات  الحیاة كالمجال الطبیعي اوالمجال الزراعي او المجال الصناعي  بیاناتھ  تتبع 
توزیعات احتمالیة معینة ، وھذه التوزیعا ت تعبر عن ظواھر ھذه المجالات  وتعرف بالتوزیعات الاحتمالیة 

غیر العشوائي متقطع وتوزیعات وتنقسم التوزیعات الحتمالیة الي توزیعات متقطعة والتي یكون فیھا المت
احتمالیة مستمرة والتي یكون فیھا المتغیر العشوائي مستمر وقد قمنا في ھذا البحث بایجاد الخواص 

الاحصائیھ للتوزیعات الاحتمالیھ المعلمیھ ومن ھذه الخواص الوسط الحسابي والتباین والانحراف المعیاري 
الة الكتلة او الكثافة الاحتمالیة والدالھ المولدة للعزوم والدالة ومعامل الالتواء ومعامل التفرطح وایضا الد

التمیزیة والدالة التوزیعیة للتوزیعات الاحتمالیة المتقطعة ومنھا التوزیع المتقطع المنتظم وتوزیع برنولي 
توزیع وتوزیع زي الحدین (ثنائي الحدین) وتوزیع زي الحدین السالب  وتوزیع بواسون والتوزیع الھندسي وال

فوق الھندسي (الھندسي الزائدي) وكذلك التوزیعات المتصلة منھا التوزیع المنتظم والتوزیع الاسي وتوزیع 
  جاما وتوزیع بیتا والتوزیع الطبیعي والتوزیع الطبیعي المعیاري 

  : مشكلة البحث :1-1

ة لذلك التوزیع ، كما ان عادة ما یستخدم توزیع احتمالي في غیر محلھ وذلك لاننا نجھل الخواص الاحصائی 
اغلب الباحثین لا یفرقون بین ما اذا كان التوزیع متقطع او متصل والبعض الاخر بالكاد یعرف الوسط 

الحساب والانحراف المعیاري  كما یصعب ایجاد الخواص الاحصائیة الاخرى لكثیر من التوزیعات  مشكلة 
 ئیة للتوزیعات الاحتمالیة المعلمیة (البارمتریة) .ھذا البحث ھي كیفیة الاشتقاق الریاضي للخواص الحصا

  : اھمیة البحث :2-1

ھنالك الكثیر من الباحثین لایعروفون ان الظواھر او البیانات تتبع تتوزیع احتمالي او غیر احتمالي سواء 
یعتبر من كانت ھذه البیانات متقطعة ام متصلة وأي توزیع من ھذة التوزیعات، تنبع اھمیة ھذا البحث في انھ 

البحوث القلائل التي تناول موضع اشتقاق الصیغ الریاضیة للخواص الاحصائیة للتوزیعات الاحتمالیة حیث 
نجد ان كثیر من الباحثین یجھلون كیفیة الاشتقاق الخواص الاحصائیة خاصة الخواص التي تختص بمقاییس 

یة الصعوبة الامر الذي ادي الي تبسیط الالتواء والتفرطح كما ان تطبیق ھذة الخواص قد یكون امر في غا
  طرق الاشتقاق حتي یسھل عملیة التطبیق.

  البحث : أھداف: 3-1

  یھدف ھذا البحث الي عدة مواضیع نذكر منھا ما یلي:

 شرح كیفیة إشتقاق تلك الصیغ الریاضیة فما یخص الخواص الإحصائیة للتوزیعات . - 1

 تساعدنا في التطبیق العلمي.التوصل للصیغ الریاضیة التي من شأنھا أن  - 2

 معرفة المجال التطبیقي للتوزیعات في الحیاة العملیة . - 3
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 إ شتقاق بضع الخواص التي یصعب إشتقاقھا بالطرق العادیة - 4

ین بنظریة الاحصاء بجمیع الاشتقاقات التي یحتاجونھا في مجال ممد الباحثین المھت - 5
 تخصصھم .

  : فروض البحث :4-1

نظریة لذلك یصعب وضع فرضیة إحصائیة یمكن إختبارھا ولكن یمكن أن نختبر نسبة لأن طبیعة البحث 
 الخواص الإحصائیة لكل توزیع بالتطبیق على بیانات إفتراضیة  .

  : منھجیة البحث :5-1

تم استخدام المنھج الوصفي ومنھج دراسة الحالة حیث تم وصف نظري للتوزیعات الاحتمالیة لكل توزیع تم 
الاحصائیة من  وسط و وسیط ومنوال والدالة الممیزة  والدالة المولدة للعزوم والالتواء اثبات الخصائص 

  والتفرطح ما تم استخدام منھج دراسة الحالة في اثبات بعض الامثلة كدراسة حالة لتك التوزیعات.

  

  : مصطلحات البحث 6-1

تكون الصورة اكثر وضوحا قمنا فیما یلي  بعض المصطلحات والرموز التي تم استخدامھا في البحث وحتي 
  بتوضیح وتفسیر تلك الرموز لتسھیل عملیة القراءة والفھم، ومن ھذه الرموز نذكر: 

  الوسط                                               

التباین                                              
2  

         الانحراف المعیاري                             

  3    معامل الالتواء                                    

  4                                      معامل التفرطح

)الدالة التوزیعة                                       )F x  

)الدالة المولدة للعزوم                                 )x t  

)                                       الدالة الممیزة )x it  
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)ال                                 دالة كتلة الاحتم )p x  

)   دالة كثافة الاحتمال                              )f x  

  Mالوسیط                                             

 : ھیكلة البحث 7-1

حیث اشتمل الفصل الاولي المقدم والتي تتكون من مشكلة البحث   ھذا البحث على خمس فصول :یحتوي 
وأھمیة البحث والفرضیات والمنھجیة المستخدمة وھیكلة البحث واھم المصطلحات. والفصل الثاني ویحتوي 

د اشتمل علي علي الاطار النظري من اشتقاق لبعض الخصائص الاحصائیة للتوزیعات. ام الفصل الثالث فق
بعض النماذج والتطبیقات للتوزیعات التي تم اشتقاقھا في الفصل السابق. وفي الفصل الرابع النتائج 

والتوصیات وفي نھایة البحث المراجع والمصادر.
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ثانيلالفصل ا  
 

حصائیة حتمالیة والخواص الإمقدمة عامة عن التوزیعات الإ
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      Probability distribution: حتمالي: التوزیع الإ2-1

ھو مجموعة جزئیة قابلة للقیاس من مجموعة نتائج تجربة عشوائیة ما . وھو یعتبر حالة خاصة من مصطلح 
حتمالات بمجموعات مقیسة من الفضاء إحتمالي ، الذي یعتبر دالة تربط قیم أكثر  عمومیة ھو القیاس الإ

كولوموغروف.في حین أن كل متغیر عشوائي ینشأ عنھ توزیع إحتمالي یحتوي المقاس بحیث تحقق فرضیات 
ً xعلى معظم المعلومات المھمة عن ھذا التمغیر .فإذا كان المتغیر ً فإن التوزیع الإ متغیرا حتمالي عشوائیا

الموافق لھ ینسب المجال ,a bیأخذ المتغیرن أبمعنى  حتمالا :إx : قیمة ضمن المجال ھي 

 Pr a x b متغیر عن طریق دالة التوزیع التراكمي التي تعرف كما للحتمالي ویمكن وصف التوزیع الإ
ذا كانت دالة التوزیع التراكمي لھ مؤلفة من تسلسل منتھي ، كما إیلي : نقول عن توزیع إحتمالي أنھ متقطع 

ذا كانت دالة التوزیع إنھ مستمر أحتمالي ن المتغیر الإإیعني أنھ یعود لمتغیر عشوائي متقطع ، ونقول 
التراكمي لھ مستمرة أي أنھا تعود لمتغیر عشوائي احتمال أخذه بقیمة محددة معینة معدوما اي : 

 0pr X x أي كانتX من مجموعة الأعداد الحقیقیة  في مثل ھذة الحالة لا وجود لإحتمال غیر
ما أن یأخذ المتغیر قیمة محددة فھو أمر عدیم أمعدوم إلا من أجل مجال ضمن مجموعة الأعداد الحقیقیة 

  الإحتمال .

یر عنھا بواسطة دوال كثافة إحتمالیة : وھي عبارة عن دالة قابلة عبھذة التوزیعات المستمرة المطلقة یمكن الت
 للتكامل بطریقة لیبیرغو ، وھي موجبة ومعرفة على مجموعة الأعداد الحقیقیة .

 ً   لى قسمین :إوتنقسم التوزیعات الإحتمالیة عموما

 توزیعات إحتمالیة المعلمیة .1

 توزیعات إحتمالیة لامعلمیة .2

:التوزیعات المعلمیة واللامعلمیة  : 2 1-1 -  

Parameters& Non-Parameters distribution  

نھ ذلك التوزیع الإحتمالي الذي تتضمن دالتھ ثوابت معینة تسمى معالم التوزیع أیقصد بالتوزیع المعلمي ب
Parameters  فراد تلك العائلة من خلال تخصیص قیمة عددیة لتلك المعلمةأو أحد أوالتي من شأنھا تحدید

  ما اللامعلمیة ھي التي لا تتضمن دالتھ معلمة معینة.أالمعالم ، 

  :Random Variablesالمتغیرات العشوائیة  2-1-2 :

المتغیر المتغیر العشوائي ھو الذي یأخذ قیما حقیقیة  مختلفة تعبر عن نتاԩج فراغ العینة ،ومن ثم مجال ھذا
حتمال معین ،وینقسم المتغیر إویشمل كل القیم الممكنة لھ، ویكون لكل قیمة من القیم التي یأخذھا المتغیر 

  :لى قسمین إي ئالعشوا
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 Discrete Random Variablesالمتغیرات العشوائیة المنفصلة (المتقطعة)  .1

  Continuous Random Variablesالمتغیرات العشوائیة المتصلة (المستمرة)  .2

 المتغیرات العشوائیة المنفصلة (المتقطعة): 2-1-3 :

المتغیر العشوائي المتقطع ھو الذي یأخذ قیم بینیة ، ومتباعدة ، ویرمز للمتغیر العشوائي بشكل عام بحرف 
  ...,x,y,zویرمز للقیم المتغیر بالحروف الصغیرة  ...,X,Y,Zمن الحروف البجدیة الكبیرة

  العشوائیة المتصلة (المستمرة):المتغیرات  2-1-4 :

متغیر  Xالمتغیر العشوائي المستمر ھو الذي یأخذ عدد لانھائي من القیم الممكنة لھ داخل مجالھ، فإذا كان

في المدى عشوائي مستمر ویقع  ,a b ،ن أي أ :X x a x b  فإن المتغیر ،x عدد لا نھائي من

على دنى والأالقیم تقع بین الحدین الأ ,a b.  

  : Properties Statisticalحصائیة الخواص الإ 2-2 :

بھا المتوسط ، التباین ، الوسیط ، الإنحراف المعیاري ،المنوال ،الدالة المولدة للعزوم ، الدالة المییزة  دونقص
  و كل من معاملا الإلتواء و التفرطح .

 :Momentsالعزوم  2-2-1 :

القیم المتوقعة لدوال معینة بدلالةنھا أب)لتوزیع إحتمالي لمتغیر عشوائياوأ(Xتعرف العزوم للمتغیر عشوائي 
X حتمالیةإالذي یسلك وفق دالة( )p x حتمال إكثافة( )f x نواع عدة منھاأوللعزوم  

 Non-central momentsالعزوم اللامركزیة 

 Moments about the origin  الاصل نقطة حول العزوم  

 Central momentsالعزوم المركزیة 

 Central Absolute momentsكزیة رالعزوم المطلقة الم

  Factorial momentsالعزوم العاملیة 

  صل والعزوم المركزیةنواع العزوم وھي العزوم حول نقطة الأأسنتطرق الي نوعین من 

  : Moments about the originصلالعزوم حول نقطة الأ
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0aن ھذا النوع من العوزم یعتبر حالة خاصة من العزوم اللامركزیة في حالة إخترنا إ  ووفق ھذا ،ً دائما
صل معرف بالصیغةذا المرتبة حو نقطة الأ  یمتلك عزمxلىإن التوزیع الإحتمالي أختیار یقال الإ

, 1,2,3,... rx r : ویتم حساب ھذا العزم وفق الأتي  

                متقطع Xفي حالة 
( ) r r

x
x x p x

  

                متصلXفي حالة 
( )  r r

x

x x f x
  

  :Central momentsالعزوم المركزیة 

وھذه الأخرى تعد حالة خاصة من العزوم اللامركزیة في حالة إخترنا  a x  ووفق ھذا الإ ،ً ختیار دائما
معرف بالصیغةالنقطة الاصل  ولح rالمرتبة یمتلك عزم ذاxحتمالين التوزیع الإإیقال 

  , 1,2,3,...  rx x r : ویتم حساب ھذا العزم وفق الأتي  

                                                              متقطعXفي حالة 
  ( )    rr

x
x x x p x

  

                                                             متصلXفي حالة 
  ( )  

rr

x

x x x f x
  

فیما یلي بعض العلاقات التي تربط ما بین العزوم المركزیة والعزوم حول نقطة الأصل . ھذه العلاقات مفیدة 
لمت فیھ مسبقاالمن الناحیة التطبیقیة عند حساب العزوم  عزوم حول نقطة الأصل  مركزیة لتوزیع معین عُ

 rx.ن العزم المركزي ذو المرتبةإrھو( )  x xستخدام نظریة ثنائي الحدین یمكن بیان أن :إوب  

0

1

0

( ) ( )

( ) ( ) ...

( ) ( ) .

r
r r k r k

k
k

r r r

r
r r r k k

k
k

x x C x x

x r x x x

x x C x x











   

     

     




 

بدلالة العزوم حول نقطة rمكن التعبیر عن العزوم المركزي ذا المرتبة ألاحظ من الصیغة الأخیرة أنھ 
  الأصل .

  : Cumulative distribution function زیعیة )والدالة التوزیع التراكمي (الت2-2-2 :
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أقل من أو تساوي قیمة معینة ، بمعنى أخر إنھا  xھي دالة تحدد ما ھو إحتمال أن تكون قیمة متغیر عشوائي 
ً . وینبغي عدم الخلط بین دالة أر عشوائي على یدالة تعطي توزیع الإحتمالات لمتغ ً حقیقا ن تكون قیمتھ عددا

التوزیع التراكمي و دالة كتلة الإحتمال للمتغیرات المتقطعة و كثافة الإحتمال للمتغیرات المنفصلة ، ویتم 
ما في التوزیعات المتصلة أالمحددة ،  xلى قیمة إزیعات المتقطعة بإیجاد قیمة المجموع من وإیجادھا لتو

)المحددة ، ویرمز لدالة التوزیعیة بالرمز xلى قیمة إبإیجاد قیمة التكامل من و )F x .  

  

  :  Meanالوسط 2-2-3 :

في التوزیع الإحتمالي ، ویعرف  Xلقیم المتغیر العشوائي وسط الحسابيحیان بالویسمى في بعض الأ

ً ما یرمز لھ بالرمز    أو بشكل مختصر  xالمتوسط بأنھ قیمة العزم الأول حول نقطقة الأصل .وغالبا

    .وھذا یعني أن :

                                                                            متقطعXفي حالة 
( )xP x

  

                                                                       مستمر Xفي حالة 
( )

x

x f x dx
  

 :Varianceالتباین 2-2-4 :

اس لدرجة تشتت قیم المتغر العشوائي لتوزیع إحتمالي معین . ویعرف التباین بأنھ یإن التباین عبارة عن مق

ً ما یرمز لتباین قیم المتغیر  )بالرمز  xقیمة العزم المركزي الثاني ، وغالبا )v x أو
2
x: وھذا یعني أن  

 22 2 2( )    x x x x x
  

  أي أن التباین ماھو إلا الفرق ما بین العزم الثاني حول نقطة الأصل ومربع العزم الأول حول نقطة الأصل

حدید قیمة العزمین الأول والثاني حول نقطة تبإن مسألة تحدید التباین لإي توزیع إحتمالي معین مرھون 
  الأصل .

  : Standard deviationنحراف المعیاريالإ2-2-5 :

نھ یدل على مدى إمتداد مجالات القیم ضمن مجموعة أھو قیمة تستخدم لقیاس مدى التبعثر الإحصائي ، أي 
ً بالتغیرات أالبیانات الإحصائیة ویتاثر الإنحراف المعیاري بالقیم المتباعدة  و المتطرفة ولكنھ لا یتأثر كثیرا

التي تطرا على العینة ، كما أنھ یرتبط بالوسط الحسابي للتوزیع ، بمعنى أن التشتت الذي نعبر عنھ بالتباین أو 
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 لى الوسط الحسابي ولیس لإي نقطة أخرى في التوزیع ، ویرمز لھ بالرمزإالإنحراف المعیاري ینسب  
ً ھوعبارة عن الجزر التربیعي للتباین .   وریاضیا

( )v x   

  :  Median الوسیط 2-2-6 :

حد مقاییس النزعة  المركزیة  ذات قیمة معرفة على المحور السیني . ویعرف الوسیط أیعد الوسیط ھو الأخر 
)التي تقسم المساحة تحت منحنى الدالة Xبأنھ قیمة المتغیرالعشوائي  )f x لي قسمین متساوین . وحیث أن إ

( )f xفة إحتمالیة كذلك یعني الوسیط یمثل تلك القیمة التي تقسم المساحة الواقعة تحت منحنى ثاھي دالة ك
  لي نصفین .إ الدالة  (البالغة واحد )

  تیة :حتمالیھ المتصلة بالمعادلة التكاملیة الأویوجد الوسیط في التوزیعات الإ

1( )
2

M

f x dx



  

  وحیث أن :

( ) ( ) ( )
M

f x dx p X M F M


  
 

)وذلك یعني انھ یمكن الحصول على قیمة الوسیط من خلال الدالة التوزیعیة  )F M  كنتیجة لحل الصیغة
1( )
2

F M 
  ن الوسیط یتمثل بقیمة واحدة فقط عكس المنوال  .أ. ومما تقدم نلاحظ  Mلي إنسبة  

  . Xن وحدات قیاس الوسیط ھي نفس وحدات قیاس المتغیر أو

او قد لا تكون) Xن الوسیط یمثل تلك القیمة (قد تكون معرفة في فضاء إما في حالة المتغیرات المتقطعة فأ
لي یمین الوسیط إالي قسمین متساوین نصفة  المقسمة حتمال الكلي المقترن بفضاء العینةالتي تمثل الإ

یمكن الحصول علیھا من حل الصیغة Mن قیمة الوسیط أخر یساره . وھذا یعني والنصف الأ
1( )
2

F M 
 

ن رحتمال المقتن الھدف من دراسة الوسیط ھو تكوین فكرة عن القیمة  التي تشطر الإإ.وعموما فMنسبة الي 
متوسط في حالة عدم لي كونھ مقیاس بدیل للإضافة إلى قسمین متساوین إبفضاء العینة بالمتغیر العشوائي 

  خیر .یجاد الأإإمكانیة 
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  :  Modeالمنوال2-2-7 :  

.ویعرف حد مقاییس النزعة المركزیة (مقیاس موقعي ) قیمتھ تكون معرفة على المحور السیني أیعد المنوال 

)التي تجعل Xالمعرفة في فضاء  المنوال بأنھ قیمة من قیم )f x متغیرات الفي نھایتھا العظمى في حالة
و أ Xمتغیرات المتقطعة فأن المنوال یمثل قیمة حقیقیة (قد تكون معرفة في فضاء الما في حالة أالمتصلة ، 

)) تجعل  قد لا تكون  )p x  س المنوال ھي نفس وحدات قیاس المتغیرن وحدات قیاإأكبر مما یمكنX.  

)إن الھدف من دراسة المنوال ھو تكوین فكرة عن القیمة العظمى للدالة  )f xوأ( )p x  لي كونھ إإضافة
  تي :كالأیجاده إخیر  ویمكن یجاد الأإمقیاس بدیل للمتوسط في حالة عدم 

ذا كان موجود) یمثل قیمة قیمة معرفة على المحور إفي حالة المتغیرات العشوائیة المتقطعة فإن المنوال (

...السیني التي تحقق المتباینة  ( 2) ( 1) ( ) ( 1) ( 2) ...p x p x p x p x p x           ولوحظ

...لال ھذة المتباینة أن خمن  ( 1) ( ) ( 1) ( 2) ...p x p x p x p x         ن التوزیع أعندئذ یقال

,معرفین بالقیمتین  منوالین معرفة بالقیمةالإحتمالي یمتلك  1x x ،الإحتمالیة  ذا كانت جمیع الكتلإما أ
  متساویة القیمة عند ذلك یقال أن التوزیع الإحتمالي للمتغیر العشوائي لا یمتلك منوال .

من خلال البحث عن قیمة  ذا كان موجود)إما في حالة المتغیرات العشوائیة المتصلة یمكن الحصول علیھ (أ

)التي تجعل Xأو قیم )f x : في نھایتھا العظمى . وذلك یعني البحث عن قیمة التي تحقق المعادلة التفاضلیة  

( )( ) 0df xf x
dx

  
بشرط أن

2 ( )( ) 0d f xf x
dx

  
  

)التي تحققXقیمة أو قیم عند ) 0f x   

 : Moments generating function  الدالة المولدة للعزوم2-2-8 :

وھي عبارة عن قیمة متوقعة  لدالة 
txeكانت أ، وش ً نھا تولید عزوم توزیع إحتمالي بأنواعھا المختلفة ایا

ذا إو المجموع متقارب على نحو مطلق وأن مسالة وجود الدالة المودة للعزوم مرھون بكون التكامل إمراتبھا ،
ذا كانت ھذه الدالة موجودة عندئذ یمكن إن الدالة المولدة للعزوم غیر موجودة . وألم یكن كذلك عندئذ یقال 

نوع تلك العزوم أو مراتبھا ، أفرض اذا كان التعرف على عزوم التوزیع الإحتمالي الذي إشتق منھ مھما كان 

)بدالة كثافة إحتمال xلدینا المتغیر العشوائي )f x  في حالة المتغیرات العشوائیة المستمرة أو دالة كتلة

)إحتمال  )p x، فإن الدالة المولدة للعزوم التي یرمز لھا بالرمز  في حالة المتغیرات العشوائیة المتقطعة
( )M t  
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                                                                  متقطعxفي حالة 
( ) ( )tx

x
M t e p x

  

                                مستمرxفي حالة 
( ) ( )tx

x
x

M t e f x
  

  : Characteristic Functionالدالة المییزة:  2-2-9

)وتسمى في بعض الأحیان "الدالة الوصفیة " ویرمز لھا بالرمز  )t أو( )xM it  التي تعد بحق من أھم .
  دوال تولید العزوم لما تتمتع بھ من خصائص تطبیقیة جعلتھا تقف في مقدمة ھذا النوع من الدوال .

  - تیة :حتمالیة المتقطعة بالصیغة الأجادھا في التوزیعات الإإیویتم 

( ) ( ) itx itxt e e p x
 

 - :كما یتم ایجادھا في التوزیعات المتصلة بالصیغة الاتیة 

  

(t) ( )   itx itx

x

e e f x dx
  

  Coefficient of Skewness : معامل الإلتواء2-2-10 :

تجاه القیم الصغیرة أكثر من إھو قیمة تعطي فكرة عن تمركز قیم المتغیر ، فإذا ما كانت قیم المتغیر تتمركز ب
ً فإن توزیع ھذا المتغیر ملتو تمركزھا بإتجاه القیم الكبیرة  لتواء .أما اذا كان لإنحو الیمین ویسمى موجب ا یا

العكس فإن إلتواء ھذا المتغیر یكون سالبا أو ملتویا نحو الیسار ، وعندما یكون التوزیع ملتویا الى الیمین ، 
ؤثر على الوسط الحسابي بسحبھ نحو الیمین وبذلك یكون الوسط الحسابي تفإن القیم المتطرفة نجو الیمین 

ذا كان التوزیع ملتویا نحو الیسار فإن القیم المنطرفة الصغیرة تسحبھ الى الیسار ، إ، أما  أكبر من الوسیط
ون الوسط الحسابي أصغر من الوسیط ، ویكون الوسط الحسابي مساویا للوسیط عندما یكون التوزیع كولذلك ی

)3ویرمز للإلتواء بالرمز،  معتدلاً  )ة التالیة :ویتم حسابھ بالصیغ  

3 3
3 3 3

2
2

 



 

 

23و ما أ، و ثالثھما على التوالي العزم المركزي الثاني و ال . یمثل الإنحراف المعیاري 
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  :Coefficient of kurtosisمعامل التفرطح 2-2-11 :

منحى التوزیع الإحتمالي لمتغیر عشوائي . ویرتبط  التفلطح أو التفرطح بانھ مقدار تسطح او تدببیعرف 
ً إمفھوم التفلطح  ً مع مفھوم التشتت ، فكلما كان تشتت القیم كان عالیا ً وثیقا فذلك مؤشر لتدبب منحنى  رتباطا

التالیة المقترحة من قبل العالم كال  التوزیع الإحتمالي . ویمكن قیاس درجة تدبب منحنى التوزیع وفق للصیغة
  بیرسون وھي :

4 4
4 2 4

2

=  


 


 

24و ما أھما على التوالي العزم المركزي الثاني و الرابع ، و . یمثل الإنحراف المعیاري 
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  لثالفصل الثا
  

  طعة قحتمالیة المتالتوزیعات الإ
 



12 
 

 0-3: مقدمة :

أي أنھا تعود  متقطعة لھكتلة الإحتمالیة دالة الھو التوزیع الذي تكون  (منفصل) المتقطع حتمالي الإتوزیع ال
.)2(  متقطعلمتغیر عشوائي   

: التوزیع المنتظم المتقطع :3-1 
 x ن جمیع قیم  المتغییرأحتمالیة المنفصلة ، حیث بسط التوزیعات الإأیعتبر التوزیع المنتظم من      

لھا الاحتمال نفسھ  .    

ة .حصائیلھذا التوزیع بعض التطبیقات المحدودة خاصة في المعاینة الأ  

المتغیر العشوائي   ن أیقال  x 1 ھو  2, ..... nx x x ذا كانت :إحتمالي منتظم متقطع إلھ توزیع    

حتمال :دالة كتلة الإ  :3-1-1 

1( ) ; 1,2,...,P x x N
N

 
 

)وتكتب Nوھذا التوزیع یعتمد على المعلمة  )x DUFD N� 

حتمال :شروط دالة كتلة الإ   

N

x=1

1 12 - = * N =1
N N

  


1 0 ( ) 1p x

 

ن الدالة تحقق الشروطأنلاحظ   

 

 دالة التوزیعة:3-1-2 :

   

 

1

1

( )

1 ; 1,2...........

x

x
x

x

F x P X x P x

xF X x x N
N N





  

   




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  :الوسط3-1-3 :

 

 

 

 

 

 

 4-1-3: التباین :
2 2

2 2 2

N
2

x=1
N

2

x=1

2

v(x) = Εx - (Εx)
1Εx = x p(x) = x ;x = 1, 2,..., N
N

1= x
N

N(2N +1)(N +1)x =
6

1 N(2N +1)(N +1) (2N +1)(N +1)Εx = * =
N 6 6

 





  

 

 

N

x=1
N

x=1
N

x=1

1Ε(x) = x p(x) = x
N

1= x
N

N(N +1)x =
2

1 N(N +1)Ε(x) = *
N 2
N +1Ε(x) =

2

 




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2

2

2 2

2 2 2

2

( 1)(2 1) 1( )
6 2

( 1)(2 1) 2 1
6 4

2 2 1 2 1
6 4

8 12 4 6 12 6 2( 1)
24 24

1( )
12

N N Nv x

N N N N

N N N N N

N N N N N

Nv x

      
 

   
 

    
 

     
 


 

 

 
نحراف المعیاري :الإ  :3-1-5 

2

2

σ = v(x) = σ

N -1σ =
12

N - 1 N - 1σ = =
12 2 3  
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لتواء:معامل الإ  :3-1-6 

   
   

     

3
3 3

3
3

3 2 2 3

3 2 2 3

3
3 3 1 2 1

3 3
3

3

2 2
3

1

2 2 2
3

3

2

1

2

3

3

3 3

3 2

( )
1

( 1)
4

1 ( 1) ( 1)*
4 4

( 1)(2 1)
6

1
2
( 1) 1 ( 1)(23

4 2

N

x

x p x

x x x p x

x p x x p x p x

x x p x

x
N

N Nx

N N N Nx
N

N N

N

N N N N N





 

  

  

    















  

    

     

     

   






     

  

 

      
 






3

2 2 3 2

2 3 2 2 3 2

3 2 3 2 2 3 2

3

3 3

1) 12
6 2

( 1) ( 2 1)(2 1) 3 3 13 2
4 12 8

( 1) 2 4 2 2 1 3 3 1
4 4 4
2 2 4 2 2 1 3 3 1

4
0
0 0

N

N N N N N N N N

N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N






       
   

         
     

   
        

  

           




 
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 7-1-3: معامل التفرطح :

 
  

2

4

6 1
3

5 1 1
N

N N



 

   

 8-1-3: الدالة المولدة للعزوم :

 

1

1

2 3 1

2 3

1

2 1

( )

1

1

1 ( ) ( ) ...... ( )

( ) ( ) ...... ( )

1 ( ) ...... ( )

tx
x
N

tx

i
N

tx

t

tx tx tx tx n

N
tx tx tx tx tx n

i
tx

tx tx tx n
x

M t Ee

e
N

e
N

e e e e
N

e e e e e

eM t e e e
N

















      

      

      







 

 نأولكن نلاحظ 
2 3 1( ) ( ) ...... ( )tx tx tx tx ne e e e       )ومجموعھا1یمثل متوالیة ھندسیة اساسھا ( 

1
1

Ntx

tx
e
e


  

 

1(
1

 )  
Ntx Ntx

x tx
e eM t
N e

 
     
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 9-1-3:الدالة الممیزة :

 

 

1

1

2 3 1

2 3

1

2 1

1

1

1 ( ) ( ) ...... ( )

( ) ( ) ...... ( )

1 ( ) ...... ( )

itx

N
itx

i
N

itx

t

itx itx itx itx n

N
tx itx itx itx itx n

i
itx

itx itx tx n

it Ee

e
N

e
N

e e e e
N

e e e e e

eit e e e
N





















      

      

      







 

 

نأولكن نلاحظ 
2 3 1( ) ( ) ...... ( )itx itx itx itx ne e e e       )ومجموعھا1یمثل متوالیة ھندسیة اساسھا (

1
1

iNtx

itx

e
e


  

 

1(
1
 )  

iNtx iNtx

itx
e eit
N e


 

     

: المنوال   :3-1-10 

في حالة المتغیر المتقطع ھو قیمة  x حتمال لكن في ھذا التوزیع  جمیع قیم إالتي تقابل  أعلى   x لھا نفس   

حتمال الإ

1
N

 
 
  ن جمیع قیمأاي     X عتبار كل قیمة من قیم إتكررت بنفس العدد من المرات لذلك یمكن    x  

 منولاً 
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ط : یالوس  :3-1-11 

 من تعریف الوسیط في المتغیرات المتقطعة

 
0

0

1
2

1 1
2
1
2

2

N

x

N

x

p x

N
M
N

NM





 

 

 







 

ھو المتقطع المنتظم التوزیع في لوسیطا نأ يأ  

2
NM 

 

ن الوسیط القیمة التي تقسم قیم المتغیر العشوائي للتوزیع الى نصفینأي أ    .   
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  : Bernoulli Distribution  يلتوزیع برنول3-2 : 

) ویصف التجربة الإحتمالیة التي 1705- 1654سمي ھذا التوزیع على أسم العالم السویسري جاك برنولي (
) معلمة q) ھي معلمة نجاح التجربة ، و (pذا كانت (إو فشل) . ألدیھا قیمتین من النتائج المحتملة (نجاح 

ً ما یشار إلیھا ( 1فشل التجربة والتي غالبا p) یقتصر على حد سواء ، (p) و (q للفترة من الصفر الى (

0qذا كان إحتمال الفشل (إالواحد ،   ساس لنظریة الإحتمالات، ومن التوزیع قد ) عمل برنولي شكل الأ
الحدین السالب  يالحدین ، ذ يإحتمالیة بإستخدام وظیفة تولید الإحتمالات مثل توزیع ذ نستنتج عدة دوال لكتل

 . يو التوزیع الھندس

:ل حتمادالة كتلة الإ :3-2-1 

1( ) (1 )
; 0,1

1

x xP x p p
x

p q

 


   

حتمال :شروط دالة كتلة الإ  

1

0 1 0

1 1

1 0 ( ) 1
( ) 0,1

0
(0)

1
(1)

x x

x

p x
p x p q x
x
p p q q
x
p p q p







  

 


 


   

 xن الدالة موجبة لجمیع قیمإنلاحظ 

1
1 0 1 1 1 1 1

0

2 ( ) 1

1x x

x

p x

p q p q p q q p  



 

    




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:ةالدالة التوزیع :3-2-2 

   

 
 

1
1

0 1 0

1 1 1

( ) ; 0,1

; 0,1

x

x
x x

F x P X x P x x

p q x
F x p q q

F x p q p









   

 

  

  



 

 

 3-2-3:الدالة المولدة للعزوم :

 

   

 

1

0 10 1 0 1 1

( )

0,1

tx tx
x

tx x x

t t

t
x

M t e e p x

e p q
x

e p q e pq
M t q pe



 

   

 


 

 

  

 

 
:ةالدالة الممیز :3-2-4 

itx itx

itx x 1-x

it(0) 0 1-0 it(1) 1-1

it

(it) = Εe = e p(x)
= e p q

;x = 0,1
e p q + e pq

(it) = q + e p





∑
∑
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 5-2-3:الوسط :

1

0 1 0 1 1 1

( )
(1 )

0,1
(0) (1 ) (1) (1 )
0

x x

x xp x
xp p

x
p p p p
p p

x p




 

   

  


  
 

   

 6-2-3:المنوال:

 حتمالإكبر أوالتي تقابل  xفي التوزیع المتقطع ھو قیمة  

   :وحیث

0,1x  

  دالة الكتلة ومن

( 0) 1
( 1)

p x p
p x p

  
   

(1 0)p  وحیث p ن قیمة المنوال تعتمد على قیمة أوھذا یعني   

 وھنالك حالتان 

1( )
2

p 
كبرمن نصفأ P :عندما  اولاً    

( 1) ( 0)p x p x    

ن المنوال یساوي واحدإفي ھذه الحالة ف  

1( )
2

p 
قل من نصفأ p  ً :عندما  ثانیا  

( 0) ( 1)p x p x    

ن المنوال یساوي صفرإوفي ھذه الحالة ف  
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 7-2-3:الوسیط:

 من تعریف الوسیط  

  1

0 0

1 1(1 )
2 2

x x

x x

p x p p
 



 

    
 

1
2 حتمالات یساويلإالتي یكون عندھا مجموع ا x  الوسیط ھو قیمة 

تساوي واحد    M ن أفترضنا إذا إ  

1
1

0

1(1 )
2

11
2

M
x x

x
p p






 





  

ن ألذلك لایمكن   M  تساوي واحد 

تساوي الصفر  M نأفترضنا إذا إ   

 

 

  

ومن ما سبق نستنتج أن الوسیط لتوزیع برنولي یساوي صفر تحت شرط  أن
1p =
2   

  

  

  

 

0
1 0 1

0

1(1 ) (1 ) 1
2

1
2

x x

x
p x p p p

p






      




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 8-2-3:التباین :

2 2

2 2

2 1

0 1 0 2 1 1 1

2

( ) ( )
( )

(1 )
0 ,1

(0 ) (1 ) (1) (1 )
0

( ) (1 )
( )

x x

v x x x
x x p x
x p p

x
p p p p
p p

v x p p p p pq
v x pq



 

   

  

 


  
 

    
  

ي :المعیارنحراف الإ :3-2-9 

2 ( )v x

pq

 



 

   

  لتواء:معامل الإ3-2-10:

 

 

3
3 3

3
3

3 1

3 0 1 3 1 0

3 3 2 2

( )

( )
0,1

0 (1 )

( )

x x

x p x

x p q
x

p p q p p q

p q q p pq q p





 

 



  

  


   

       
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   2 2 2 2

3 3

2 2

3

( )

p q

p q q p p q q p

p q p q p q

q p
p q









 
 




 

 11-2-3:معامل التفرطح :

 
 

4
4 4

4
4

4 1

( )

0,1

x x

x p x

x p p q
x




 




  

  

   

   
 

 
 

 

4 40 0

4 4 3 3

3 3 3 3

4 4 2 2

3 3

4

0 1p p q p pq

pq p q pq q p

pq

pq q p pq q p
p qpq

q p
pq







   

   



 
 



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    Binomial Distribution: توزیع ذي الحدین3-3:

مجالات الحیاة المختلفة  يھمیة تطبیقیة كبیرة فأحد التوزیعات المتقطعة ذات أیعتبر توزیع  ثنائي الحدین 
  نذكر منھا :

في الوراثة ، حیث یعتمد الخصائص البالوجیة الموروثة على جینات تحدث بصورة ثنائیة مثل الشعر  .1
ُ ، وتطبیقات وراثیة  المستقیم مقابل الشعر المجعد مثلاً  خرى تتعلق بعدد النویات التي توجد في نفس أ

 DNAالحلة لمتتابعتین من متتابعات 

نتاج كبیر یمثلھ متغیرعشوائي یخضع إمسحوبة من   nعدد القطع المعیبة في عینة عشوائیة حجمھا  .2
 لقانون ذات الحدین 

ر حجم مجتمع في تقدی  علم البیئة الحیواني والنباتي من مجالات تطبیق ھذا التوزیع فیطبق مثلاً  .3
 لامة علیة وتركھ.عترك  م حیواني ت

 ساس محاولات برنولليأكیاس التي یتم السحب منھا على وفي بناء النماذج مثل نماذج الأ .4

ختبار إحتمالات توزیع العینة لإحصاء كل من حصاء البارامتري ، حیث یمثل ذات الحدین للإوفي الإ .5
  خرى .أختبارات إشارة والإ

وتم نشر انجازه عام  1700) مكتشف ھذا التوزیع عام JamesBernoulli )1705-1654ویعتبر العالم  
كثر من أي عندما یكون عدد المحاولات لكثر عمومیة لتوزیع برنولأعتبار ھذا التوزیع حالة إ. ویمكن 1713

ً ذا حدین إنمحاولة واحدة ، وقد جاءت تسمیة التوزیع " ثنائي الحدین" بسبب  نا في كل محاولة نتأخذ قرارا
و "فشل المحاولة " ، "جد" أو "غیر جید" ، "متطابق" أو "غیر متطابق" أومن النوع "نجاح المحاولة " 
 وغیرھا من الألفاظ المماثلة .

لة بحیث یكون لكل محاولة من المحاولات المتكررة المستق nما على   ةفي كثیر من الأحیان قد تشتمل تجرب
1qحتمال الفشل إوpحتمال النجاح  إولى نجاح والأخري فشل حیث ثنتین فقط ، تسمى الأإنتیجتین  p 

  تسمي التجربة التي تحقق ھذه الشروط بتجربة ثنائي الحدین .

  الشروط  الاتیة :ویقال أن تجربة ذي الحدین ھي التي تحق 

A.   التجربة التي تتكون منn . من المحاولات المتكررة 

B.  و فشل .أنتیجة كل محاولة یمكن تصنیفھا الي نجاح 

C. حتمال النجاح وھو إp . یبقى ثابت من محاولة الي محاولة 

D. . المحاولات المتكررة مستقلة بعضھا عن بعض 
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  تعریف: 

من المحاولات لتجربة ذي الحدین یسمي متغیر عشوائي یتبع توزیع ذي الحدین  nفي xعدد حالات النجاح 

ویكتب بالصیغة  ,x Bin n p�
  

: حتمالدالة كتلة الإ  :3-3-1 

( )
0 ,1 .....

n x n x
xp x C p q

x n




 

لحتماشروط دالة كتلة الإ  

 2-3-3:الدالة التوزیعیة :

 

 

 

حتمال المتراكمة حتى قیمة تبین قیم الإ
معینة  x من قیم X  

 3-3-3: : الدالھ المولده للعزوم

M ( ) ( )

( )

tx tx
x

tx n x n x n t x n x
x x

t E e E e p x

e C p q C e p q 

 

    

 من نظریة ذات الحدین :

 

 
 

 

 

   
 ( )

x nn t n x t
x

nt
x

C pe q pe q

M t pe q

  

 

 
0

0

( ) ( ) ; 0,1,2,...
x

x
x

N X n x
X

x

F x p X x p x x n

C P q







   






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  الدالة الممیزة :3-3-4:

 

 

itx itx

xitx n x n-x n it n-x
x x

(it) = Εe = e p x

= e C p q = C e p q

 ∑

∑ ∑  

الحدین : اتمن نظریة ذ  

   
   

x nx it n x it
n

nit

C pe q pe q

it pe q

  

 
 

 5-3-3:الوسط :

 

 
 

   

n

x = 0
n

n x n - x
x

x = 0
n

x n - x

x = 0

n
x n - x

x = 0

μ = E x = x p x

= x C p q

n != x p q
x ! n - x !

n n - 1 !
x p q

x x - 1 ! n - x !








 

p
p بالضرب في   

 
   

 
   

n
x -1 n - x

x = 1

n
x -1 n - x

x = 1

n
n -1 x -1 n - x
x -1

x = 1

n n - 1 !
p p q

x - 1 ! n - x !

n - 1 !
= n p p q

x - 1 ! n - x !

n p C p q






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الحدین اتنظریة  ذمن   

 
n

n -1n -1 x -1 n - x
x -1

x = 1
C p q = p + q = 1

Ε x = n p



 

 6-3-3:الوسیط:

من تعریف الوسیط في التوزیعات المتقطعة القیمة التي تجعل مجموع الإحتمالات تساوي النصف   

M
n x n-x
x

χ =0

1C p (1- p) =
2

 

نأوحیث  M حدى قیمإھي   x (0 ,1 , 2 , ...........n ) ً من إفتراض  ن  ألذلك نحسب الإحتمالات إبتدئا
0M = 0 ثم 1M =1 ثم   2M = 2 ن نحصل على قیمة إوھكذا الى  1M التي یكون عندھا مجموع الإحتمالات  

یساوي  نصف فتكون قیمة الوسیط ھي قیمة  (x = M) والتي تحقق ذلك وإذا حصلنا على قیمتین قریبتین من  
 .النصف نأخذ الاقرب الى النصف

  : المنوال 3-3-7:  

xننا نحسب جمیع قیم الإحتمالات لقیم أ يأحتمال إكبر أالتي تقابل xفي التوزیعات الإحتمالیھ ھو احدى قیم 
  المقابل لإكبر إحتمال ھي المنوال .xأكبر إحتمال وقیمة
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 8-3-3:التباین :

   
 

  
  
 
 

   

     
     

     

22

2 2

2

2

0,1, 2, .......,

1

1

1

1
!1

! !

1 2 !
1

! 1 2 !
2!1

! 2 !

n x n x
x

n x n x
x

n x n x n x n x
x x

n x n x
x

x n x

x n x

x n x

v x x x

x x p x

x C p q x n

x x x x

x x x C p q

x x C p q xC p q

x x C p q np
nx x p q np

n x x

n n n
x x p q np

n x x x x
nn n p q np

n x x





 









   

  

 

  

  

   

  

  


 
  

  


  

   

بالضرب  

2

2

p
p  

     
 

   
 

 
 

2 2

2 2 2
2

2 22 2
2

2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

2!1
! 2 !

1

1 1

1

1
( )

x n x

n x n x
x

n nn x n x
x

np n n p q np
n x x

p n n C p q np

C p q p q

p n n np

x p n p n pn
v x p n p n pn p n

np p n np p npq
v x npq

 

  


   



  

 

  

    

 

   

   

    

  
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  نحراف المعیاري :الإ3-3-9:

 2 v x

npq

 



 

  

 

 معامل الالتواء:3-3-10:

   
   

     

3
3 3

3
3

3 2 2 3

3 2 2 3

3
3 3 1 2 1

3

3 3

3 2

x p x

x x x p x

x p x x p x p x





 

  

  

    



  

   

    

       

 
    

      
    

      
       

3 3 3
3

3

2

1 2 3 1

1 2 3 1

1 2 3 1

1 2 3 !
1 2 3 ( 1)

1 2 3 ! !

n x n x
x

n x n x
x

n x n x n x n x n x n x
x x x

x n x

x x p x x C p q

x x x x x x x

x x x x x x C p q

x x x C p q x x C p q xC p q

n n n n
x x x p q p n n np

x x x x n x

 



  



      

     

     

       

  
      

   
3

3

p
p الحد الاولب بضر   

    3 3 3 2
31 2 3 1n x n x

xp n n n C p q p n n pn  
     

 

 :  نأمن نظریة ذات الحدین نجد 
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 
    

 
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3

3 2

3 3 3 2 3 2 2 2
3

2 2 2 2
2

1

3 3 3 2 3 2 2 2 2 2 2 3 3
3

3 3 3 2 3 2 2 2 3 3 3

1

1 2 3 1

3 2 3 3

3 2 3 3 3 2

3 2 3 3 3 3

nn x n x
xC p q p q

p n n n p n n pn

p n p n p n p n p n np

x p n p n pn
x np

p n p n p n p n p n pn pn p n p n pn p n

p n p n p n p n p n pn n p p








  
   

     

      

     
   

         

       

      
 

 
 

 

2 2 2 3 3

3 2

2

3

3 3

3 2
2 3

2 3 1 1 1 2 1 2

1 2

1 2 1

n p n n p
p n p n pn

pn p p np p p npq p

npq p

npq
npq p npq p p q p

npq npq npqnpq







 

  

       

 



   
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



32 
 

 11-3-3:معامل التفرطح :

   
   

       

 
          
          

4
4 4

4
4

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

2 4
4 4 1 3 1 2 1

4 4
4

4

4 6 4

4 6 4

4 6 3

1 2 3 6 1 2 7 1

1 2 3 6 1 2 7 1

n x n x
x

n x n x
x

x p x

x x x x p x

x p x x p x x p x xp x

x p x x C p q

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x C p q

x x




 

   

   

      

 





 

    

       

        

  

         

         

        
 

         
       

    3 2

1 2 3 6 1 2

7 1

1 2 3 4 !
1 2 3

1 2 3 4 ! !

6 1 2 7 1

n x n x n x n x
x x

n x n x n x n x
x x

x n x

x x C p q x x x C p q

x x C p q XC p q

n n n n n
x x x x p q

x x x n n n x

p n n n p n n pn

 

 



      

  

   
   

    

       
4

4

p
p  بضرب الحد الاول في

         
 

4 4 4 3 3 3
4 3

2 2 2 1 1
2 1

1 2 3 6 1 2

7 1

n x n x n x n x
x x

n x n x n x n x
x x

p n n n n C p q p n n n C p q

p n n C p q pn C p q

     
 

     
 

       

    
 

 من نظریھ ذات الحدین نجد ان :
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 
           
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p n n n n p n n n p n n np

p n p n p n p n p n p n p n p n p n np
p n p n p n p n p n p n p n p n p n np

  
   

         

         
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 
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6 11
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p n p n p n


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





       

    
  

      
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   

  

   
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p n p n p n p n
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n p p n p n n p p n

p n np p n p n p n np p n

p n p n p n np p n p n np





    

      
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















      


     
 

     
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 
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  :  Poisson Distributionتوزیع بواسون3-4:

ن التجارب التي تحدث تعطینا عدد حالات النجاح والتي تحدث في فترة زمنیة معینة  أوفي منطقة محددة إ
  الفترة الزمنیة قد تكون دقیقة ، یوم ، شھر أو حتى سنة .  Poisson experimentبواسون  تسمى تجارب

  منھا :ھنالك مجالات تطبیقیة كثیرة لتوزیع بواسون نذكر 

 یستخدم توزیع بواسون في ضبط الجودة ، لعدد القطع المعیبة في الانتاج . .1

 حصاء الكمي ونظریة تصویر الصفائح .لإاحصاءات بولتزمان_ماكسویل في إیستخدم في  .2

ستخدامات كثیرة في مجالات البیئة الجیولوجیا ، والجغرافیا والدراسات العمرانیة إلتوزیع بواسون  .3
 سكان .في الإ

ستخداماتھ في وحدة إتخدامات توزیع بواسون للعد في وحدة المكان والحجم عدیدة فضلا عن سإ .4
ھمیة كبیرة ، وخاصة في نظریة الطوابیر ، حیث یكون أستخدامات في وحدة الزمن لھا الزمن . والإ

ُ المتتابعة توزیعات  حداثللفترات الزمنیة بین الأ حداث سیة مستقلة ومتطابقة ، ولذا فیكون عدد الأأ
 التي تقع في فترة زمنیة معینة خاضعا لتوزیع بواسون .

و الفیروسات لدرجات أستخدم توزیع بواسون في المعایرة البیولوجیة ، وعد مستعمرات البكتیریا إو .5
 صابات السرطانیة ،وإحصاء الوفیات والموالید .و قیود تجریبیة ، والإأتركیز مختلفة 

ُ وزیع بواسون مقابل توزیعات متقطعة ختبر تإقتصاد حیث كما طبق في الإ .6  يخرى مثل توزیع ذأ
 حتمالات .الحدین السالب للإ

ُ ویستخدم توزیع بواسون في مجالات  .7 خرى عدیدة مثل  الزراعة ، والتلفونات ، وحوادث المركبات ( أ
  نسیابیة السیارات في المرور ، والتطبیقات العسكریة .إجتماع ووالإ’ .....) سیارات ، قطارات 

  وتجربة بواسون مشتقة من عملیة بواسون ، والتي یجب أن تحقق الشروط التالیة :

    و في المنطقة المحددة المعلومة .أ، والتي تحدث في الفترة الزمنیة المعطاة  متوسط عدد حالات النجاح  - أ

و حجم ھذه أیتناسب مع طول ھذه الفترة  إحتمال وقوع حالة نجاح واحدة في فترة قصیرة و منطقة صغیرة- ب
  المنطقة و لا یعتمد على عدد حالات النجاح التي تحدث خارج ھذه الفترة أو المنطقة .

  إحتمال وقوع أكثر من حالة نجاح في الفترة القصیرة أو المنطقة الصغیرة .- ج
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حتمال :دالة كتلة الإ  :3-4-1 

( ) 0,1,2,....
!

xep x x
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

 
 

 

التوزیعیة :الدالة  :3-4-2 
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 


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: الوسط :3-4-3 
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   

  
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 قاعدة

 
1

1 !

x

e
x

e e
x



 



 






 


 
   

 
1

1 !

x

x e
x

 


  




37 
 

التباین ::  3-4-4 

   
 

 

  

 

   

 
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v x x x
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ex x x
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 
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

 




 





 





   

  

 

  

   

    

   


  
  

2

2


  بالضرب في  

 
2

2

2 !

x

e
x

  


  
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 قاعدة 

 

 
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

 
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نحراف المعیاري :الإ  :3-4-5 

 2 v x 

 

 

  

 

 : لتواءمعامل الإ3-4-6:

   
   

     

 

      

     

        
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3 3

3
3

3 2 2 3

3 2 2 3

3
3 3 1 2 1

3 3 3
3

2
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3 2

!

1 2 3 1
!
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! ! !

1 2 3
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x

x

x x x

x

x p x

x x x p x

x p x x p x xp x

ex x xp x x
x

ex x x x x x
x

e e ex x x x x x
x x x

ex x x
x x x x





  







 

  

  

    





  








  





  

    

      

     

      

      

        

     
  


 

 

3

3

  بالضرب في
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 

3
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3
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3
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3

3
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3

3
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x
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x





 


  



   

   








   


 


   

   




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ن :أومما سبق نجد   

 

 

2
2

1

3 2 2 3
3

3 2 3 2 3

3

3 3

3

3 3 2

3 3 3 2

1

1

  
 

       

     
 

 
 

 




  
 

     

     




  


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  معامل التفرطح :3-4-7:

   
   

       

 

            

        

4
4 4

4

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

2 4
4 4 1 3 1 2 1
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4

4 6 4

4 6 4

4 6 3

!

1 2 3 6 1 2 7 1
!

1 2 3 6 1 2
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7
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x
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x p x

x x x x p x
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ex p x x
x

ex x x x x x x x x x
x

e ex x x x x x x
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x





 





 

   

   

      





 





 



  

     

        

        

    

          

         

  

          
3 2

1
! !

1 2 3 6 7
1 2 3 4 !

x x

x

e ex x
x x

ex x x x
x x x x x

 



 

   

 



 

       
     

4

4


  بالضرب في

 
4

4 3 26 7
4 !

x

e
x

    


    
  

 قاعدة



41 
 

 

     

 

4

4 3 2

4 3 2
4

3 2
3

2
2

1

4 3 2 3 2 2 2 3 4
4

4 3 2 4 3 2 4 3 4 4
4

2
4

4
4 4

2 2

4 4 2

4

4 !

6 7
6 7

3

6 7 4 3 6 4

6 7 4 12 4 6 6 4

3

3 3

13

x

e
x

e e



 



   

    

   

  
 

              

           

  





 

   











 


   

    

   

  
 

          

          

 





 
 

 
 

 8-4-3:الدالة المولدة للعزوم :
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 
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M t e e p x
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   
 

 

 قاعدة



42 
 

 
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e
e

x
e e e

M t e


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



  

 

 

 

  

 9-4-3:الدالة الممیزة :

( ) ( )
( )

!

i t x i t x

- x i t x
i t x

i t e e p x
e ee e

x ! x






 

   

   
 

 قاعدة
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
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





  

 

 

 

  

 10-4-3:الوسیط :

التي تجعل دالة الكتلة تساوي xھو قیمة 
1
2  

1 1( )
2 2

1 1.
2

- x x

x

ep x e
x! x!

x! e






 



   

 
 

0وھذا یتحقق عند  2ن  أي أx  

2xن الوسیط ھوإوبالتالي ف  ن تأخذ أشرط صغر قیمة ممكنة وقریبة من الصفرأ 
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 المنوال :3-4-11 :

عند تعویض قیم  x كبر قیمة لھا عندما ألي إن تصل أن الدالة یمكن أحتمال  نلاحظ المختلفة في دالة كتلة الإ 
x كبر قیمة لھا و أتأخذ   تقترب من الصفر وتسمى قیمة    x في ھذه الحالة المنوال      
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  :   Geometric Distribution التوزیع الھندسي3-5:

1rالتوزیع الھندسي عبارة عن حالة خاصة من توزیع ذي الحدین السالب عندما  ي نحصل على التوزیع أ
  حتمالي لعدد المحاولات المطلوبة للحصول على حالة نجاح واحدة .الإ

  

  حتمال :دالة كتلة الإ3-5-1:

  1

1 , 2 , 3 . . . . . .

xp x p q
x



  

ویكتب التوزیع الھندسي بالصیغة الاتیة  x g p�
 

  حتمال :شروط دالة كتلة الإ

 
 

1 0 1

0,1,2,....x

p x

p x pq x

  

   

  xن الدالة موجبة لجمیع قیم أنلاحظ 

  

 p

p q p q


 

x
x -1 x -1

x

x = 1

  

حیث

x

x

q
  نأسم التوزیع ونلاحظ إیمثل مجموع متوالیة ھندسیة ومن ھنا جاء 

  

1
1

1. 1
1

x

x

q
q
pp

q p




  




  

 حتمالن الدالة تحقق شرطي دالة كتلة الإأنلاحظ 
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 2-5-3:الدالة التوزیعیة :

 
0

1

0

1

1

( ) ( ) 0,1......
x

x
x

x

x
x

x

x

F x p X x p x x n
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p q











   










 

 

 3-5-3:الوسط :

 

1

1

1, 2 , 3, .....
x

x

x xp x
x

xp q
p xq





  



 

   

 قاعدة
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1
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 
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q  بضرب الطرفین في

1

1

1
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qq q
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 
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q  نفاضل الطرفین بالنسسبة ل



46 
 

 
 

   

 

1
2

2 2

2

1 ( 1)
1

1 1
1 1
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1

1

x q q
xq

q
q q

q q

x p
pq

x
p

   
 



 
 

 

  


 
 

 4-5-3:التباین  :

 
 

2 2

2 2

2 1

2 1

( )

1, 2, 3, ....
x

x

v x x x

x x p x x

x pq
p x q





   

   

 

   

  قاعدة

1
2

1
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q

 
  

الطرفین فيبضرب  q  

 
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1
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2

1

1

x

x

qx q q
q

qx q
q

 


 
  

 q  نفاضل الطرفین بالنسبھ ل
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1
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1
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x
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q
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q
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p

q q qv x
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p





  
 



  





 



 
  

 


 

  
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نحراف المعیاري :الإ :3-5-5 

 2

2

v x

qq
p p

 



 

 
 

لتواء : معامل الإ :3-5-6 

   
   

     

 

3
3 3

3
3

3 2 2 3

3 2 2 3

3
3 3 1 2 1

3 3
3

3 1

2 1

3 3

3 3

3 2

1, 2, 3,....
x

x

x p x

x x x p x

x p x x p x xp x

x x p x x

x pq
p x q




 

  

  

    








  

    

      

     

     

 

    
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 قاعدة

 
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x qx q
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 
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q  بضرب الطرفین في 

 
 

 
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3

2
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3
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1

x

x

q q
x q q

q

q qx q
q

 
 




 
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 qنفاضل الطرفین بالنسبة ل

       

  
      

 
     

 

 

 

3 22
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23
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6
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6
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2

4

2
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1 1 2 3 1 ( 1)

1

1 1 2 3 1

1
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1

1 2 2 3 3
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1 4
1
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1

x
q q q q q

x q
q

q q q q q

q

q q q q q

q

q q q q q
q

q q
q

q qp
q




     

 


    




    




    




 




  
   



49 
 

 

 
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1
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q
p

p
q q q
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q q q
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q q

p

q
p

qq q
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q q p
p q q

q
q


























     


 

 

    

    









 
     





 

 7-5-3: :معامل التفرطح 

     
 

   
         

4
4 4

4
4

4 4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

4 4
4 4 1 3 1 2 1 1

2 4
4 1 3 1 2 1

4 4
4

4 1

4 6 4

4 6 4

4 6 4

4 6 4

4 6 3
( ) 1, 2,3,...

x

x p x p x

x x x x x

x x x x p x

x p x x p x x p x xp x p x

x x p x x

x pq





 

    

   

   

       

     






  

     

     

        

          

        

    

  4 1xp x q    
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 قاعدة

2
3 1

4

1 4
(1 )

x q qx q
q

  
 

  
q  بضرب الطرفین في

2
3 1

4

2 3
3

4

1 4
(1 )

4
(1 )

x

x

q qx q q q
q

q q qx q
q

  
 



 
 

  
q  نفاضل الطرفین بالنسبة ل

       

  
      

 
       

 

 

4 32 2 3
4 1

24

4 32 2 3

8

3 2 2 3

8

2 2 3 2 3

5

2 3

5

2 3

4 5

2 3

4 4

1 1 8 3 4 4 1 * 1

1

1 1 8 3 4 4 1

1

1 1 1 8 3 4 4

1

1 8 3 8 3 4 16 4
1

1 11 11

1 11 11

1 11 11

x
q q q q q q q

x q
q

q q q q q q q

q

q q q q q q q

q

q q q q q q q q
q

q q q
p

q q qp
p

q q q
p






       

 


      




      




       




  


   

   

 

 ومماسبق نجد أن:
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2

3 3

2 2

1

2 3 2

4 4 3 2 2 4

2 3 2

4 4 4 4 4

2 3 2

4 4

2 3

4 4

4
4 4

1 4

1

1

1 1 1 1 1 1 1 4 1 1 14 6 3

1 1 1 1 1 4 1 6 4 6 6 3

1 1 1 1 1 4 1 6 4 6 6 3

7

q q
p

q
p

p

q q q q q q
p p p p p p

q q q q q q
p p p p

q q q q q q
p

q q q
p




















  

 

 

             
           

        
     

   

        


 




 

4
2 3

4 4

2 4

4 4 2

2

4

2

4

7

1 7
*

1 7

17

q
p

qq q q
p p

q q q p
p q

q q
q

q
q













  
    

 

 


 



 

  

 8-5-3الدالة المولدة للعزوم :

 

1

( )
1, 2,3,....

tx tx
x

tx x

M t e e p x
x

e pq 

   



   
t

t

e
e  بالضرب في
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 

1 ( 1) 1

1

t tx t x t t x x

xt t

pe e q pe e q

pe e q

   



   

 
 

 قاعدة

 
 

 

 

 

 9-5-3:الدالة الممیزة : 

 

1

( )
1, 2,3,....

itx itx

itx x

it e e p x
x

e pq





   



   
it

it

e
e  بالضرب في

 

1 ( 1) 1

1

it itx it x it it x x

xit it

pe e q pe e q

pe e q

   



   

 
 

 قاعدة

 

 

 

1

1

1
1

1
1

1
1

1

x

xi t
i t

i t
i t

i t

i t

q
q

e q
e q

i t p e
e q

p ei t
e q









 


 






  

 

 

1

1

1
1

1
1

1
1 1

x

xt
t

t
t

x t t

q
q

e q
e q

peM x pe
e q e q





 


 


 
 
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 10-5-3: المنوال :

ومن دالة الكتلة ، حتمال إكبر أھو القیمة التي تقابل   

    1. 1 xp x p q    

لیھا  الدالة إكبر قیمة تصل أن أوھذا  یعني  pن المنوال في التوزیع الھندسي یعتمد على قیمة إمن الملاحظ 
1xعندما یكون pھي    وبتالي فان  المنوالx p  

  : الوسیط3-5-11:

حتمالات المتراكمة عندھا التي یكون مجموع الإ xھو قیمة 
1
  ومن الدالة التراكمیة  2

 
  1

1

1.
2

x

x

F x p q






 
 

)نأوحیث  )M حدى قیمإھوx  

 

1

1

1.
2

1 1( 1)ln( ) ln( )
2 2

1ln( ) ln( ) ln( )
2

1 1ln( ) ln( ) ln( )
12 2 1 ln( ) ln( ) 1

ln( ) ln( ) 2

M

M

p q

q M q
p p

M q q
p

q
p pM M q

q q p





 

   

 


       
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  :  Negative binomial distribution الحدین السالب يتوزیع ذ3-6:

ن ذكرنھا في توزیع ذي الحدین، ولكن مع تكرار أن تجربة لھا نفس الخصائص التي سبق أبفرض 
المحاولات حتى یمكن الحصول على عدد ثابت من محاولات النجاح ، وعلى ذلك بدلا من إیجاد إحتمال 

    . التجارب من ھذا النوع تسمى تجارب ذي الحدین السالب . xسوف یحدث في المحاولة رقم  rالنجاح رقم 

  تعریف : 

حالات نجاح في تجربة ذي الحدین السالب یسمى  متغیر عشوائي یتبع  rمن المحاولات والذي ینتح xالعدد 
  ذي الحدین السالب .

)سوف نكتب  , )x NB r p�  ن أللدلالة علىx  متغیر عشوائي یتبع  توزیع ذي الحدین السالب بمعلمتین,r p  

  ولھذا التوزیع في حل بضع المشاكل التي لھا متغیر عشوائي یتبع ذي الحدین السالب كثیرة منھا :

 محدود من الوحدات التالفة .تبر للحصول على عدد خعدد الواحدات التي ت - 1

  ھداف .لي عدد ثابت من الأإعدد القذائف التي تطلق حتي الوصول  - 2

    

  :: دالة كتلة الإحتمال 3-6-1

1
1( ) 0,1,2,...x r r x

rp x C p q x 
   

  

 حتمال :دالة كتلة الإشروط 

 
  1

1

1 0 1

0,1,2,...

r x r x
r

p x

p x C p q
x

 


  



  

  xقیم لجمیع موجبة لدالةا انا نلاحظ
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 

1
1

1
1

2 1
x

x r r x
r

x

r x r x
r

p x

C p q

p C q

 


 


 

  

  قاعدة

 

 

1
1

1
1

1 1
1

x r x
r r

r
r

r r

C q
q

pp
pq

 
 



 




 

  

  حتمالالإ كتلة دالة شرطي تحقق لدالةا نأ نلاحظ

لة التوزیعیة :االد  :3-6-2 

  1
1

0

1
1

0

( ) x r r x
r

x

r x r x
r

x

F x P X x C p q

p C q


 





 




  






  

 3-6-3: الدالة المولدة للعزوم : 

  1
1

0

1
1

0

( )

( )

tx tx x r r x
x r

x

r x r t x
r

x

M t Ee e C p q

p C qe


 





 




 






  

  وبحسب نظریة ذات الحدین 
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 

 

(1 )

(1 )

1

r t r
x

r

t r

r

x t

M t p qe

p
qe

pM t
qe

 




 
     

: الدالة الممیزة   :3-6-4 

   

 

1
1

0

1
1

0

( ) xitx itx x r r
r

x

xr x r it
r

x

it E e e C p q

p C qe




 





 




 






 

 وبحسب نظریة ذي الحدین

( ) (1 )
1

( )
1

r
r it x

it

r

it

pit p qe
qe

pit
qe





 
     

 
     

 5-6-3: الوسط :

 
1 1

1 1

; 0,1,2,.....
x r r x r x r x
r r

x xp x x

xc p q p xc q


   
 

    

     

q
q  بالضرب في

1 1
1

r x r x
rp q xc q  


 

 قاعدة

 1
1 1 rx r x

rc q q  
  
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q  نفاضل الطرفین بالنسبة ل

   

 

 

11 1
1

1

1

1

1

1

rx r x
r

r

r
r

xc q r q
r
q

r rqx p q
pq

rq
p



   






   




  



 

:باین الت  :3-6-6 

   
 

 
  
 

 

22

2 2

2

2 1
1

1 1
1 1

1
1

1

1

1

1 (*)

r x r x
r

r x r x r x r x
r r

r x r x
r

v x x x

x x p x

x x x x

x p x x x C q

p x x C q p xC q
rpp x x C q
q

 


   
 

 


   

  

  

    

    

   
 

2

2

q
q  بالضرب في

 2 1 2
11r x r x

rp q x x C q  
 

 

ن أومما سبق نجد   

 
1 1

1 11
x r x
r r

rxC q
q

  
  


 

q  نفاضل بالنسبة ل
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     
 

 

 

21 2
1

2

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2

1 1 1 ( 1)

1
1

1

rx r x
r

r

r r
r r

x x C q r r q

r r
q

r r r r q r q rq p q p
p pq

   




 

      






  
  


 

 (*)نعوض في

  

 

 

 

 

 

 

 

 7-6-3: الإنحراف المعیاري :

2

2

( )v x

rqrq
p p

  

 
 

 

 

 

 

2 2 2

2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2

2
2 2

 ( )  

( ) ( )

  

( )

q r q r rqx
p p

v x x x
q r q r rq r q

p p p
q r q r rq p r q

p
rq q p rq

p p



  

   


  

  



 
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 8-6-3: معامل الإلتواء : 

 
 

 

3
3 3

3
3

3 3 2 2 3

3 2 2 3
3

3 2 2 3
3

3
3 3 1 2 1

3
3

3 1
1

3

( )

3 3

3 3 ( )

( ) 3 ( ) 3 ( ) ( )

3 2

( )

( 1)( 2) 3 ( 1)
( ( 1)( 2) 3 ( 1) ) (

x r r x
r

x p x

x x x x

x x x p x

x p x x p x xp x p x

x p x
x C p q

x x x x x x x
x x x x x x p x





 

   

   

   

    


 




  

    

    

       

     

  

 

     
      

2 2 2
1

1 2

1
1

)
( 1)( 2) ( ) 3 ( 1) ( ) ( )

( 1)( 2) 3 (*)

( 1)( 2)

x r r x
r

r x r x
r

x x x p x x x p x xp x
q r rq rqx x x C p q

p p
p x x x C q

 


 


        


     

  

 
3

3

q
q  بالضرب في

3 1 3
1( 1)( 2)r x r x

rp q x x x C q  
    

 ومما سبق نجد ان :
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1 2
1 2

2

( 1)( 1)
(1 )

( 1)(1 )

x r x
r r

r

r rx x C q
q

r r q

  
 

 


  



  

 
q  نفاضل بالنسبة ل

1 3 3
1

3

3 3 3 2
3

3 3 3

3 3 2 3 3

3

( 1)( 2) ( 1)( 2)(1 ) ( 1)
( 1)( 2)
(1 )

( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 3 2 )
(1 )
3 2

x r x r
r

r

r
r

x x x C q r r r q
r r r

q
r r r q r r r q r r rp q

q p p
q r r q rq

p

    






        
 




     
 



 


 

  (*)نعوض في

3 3 3 2 3 2 2 2

3 3 2

2 2 2

2 2

1

33 3 3 2 3 2 2 2 2 2 2

3 3 2 2

3 3 3 2 3 2 2 2 3 3 3 2 2 2

3 2 3

3 2 3 3

3 2 3 3 3 2

3 2 3 3 3 3 3

q r q r q r q r q r qr
p p p

q r q r qr
p p

rq
p

q r q r q r q r q r qr rq q r q r qr rq
p p p p p p p

q r q r q r q r q r qr q r q r q r
p p p p p









     

  

 

       
         

   
    

    
3 3

2 3

2q r
p


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3 2 3 2 2

3 2 3

2 2 2 2

3 3

2 2 2

3

3 3

3
3 3

3

3

3

3

3

2 3 2 3

(2 3 ) (2(1 ) 3(1 )
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 9-6-3: معامل التفرطح :
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
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
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  
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       

    1
1( 1)( 2)( 3)r x r x r x

rq p x x x x C q 
    

 

4

4

q
q بالضرب في   

4 1 4
1( 1)( 2)( 3)r x r x

rp q x x x x C q  
     

 قاعدة :

1 3
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( 1)( 2)( 1)( 2)
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r r

r r rx x x C q
q

  
 

 
   

  
q نفاضل الطرفین بالنسبة ل   

1 4
1 4

4
4

4 4

( 1)( 2)( 3)( 1)( 2)( 3)
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  (*)نعوض في



63 
 

4 3 2

4 3 2

4 4 4 3 4 2 4 3 3 3 2 3 2 2 2

4 3 2

4 4 4 3 4 2 4 3 3 3 2 3 4 3 4 2 4

4 4

2 2 2 3 2

( 1)( 2)( 3) 6 ( 1)( 2) 7 ( 1)

6 11 6 6 18 12 7 7

6 11 6 6 18 12 6 18 12

7 7 14

q r r r r q r r r q r r rq
p p p p

q r q r q r q r q r q r q r q r q r qr
p p p p

q r q r q r q r q r q r q r q r q r q r
p p

q r q r q r

     
   

     
   

       
 

 


3 4 2 4 2 3 4

4 4

4 4 3 3 3 3 2 2 2 2

4 4

3 3 3 2 3 2 2 3

3 3 2

2 2 2

2 2

1

4 4 3 3 3 3 2 2 2 2 4 4 4 3 4 2

4 4 4

14 7 7 3 3

6 4 7 4

3 2 3 3

6 4 7 4 4 12 8

q r q r q r rq rq rq rq
p p

q r q r q r q r q r q r qr
p

q r q r q r q r q r qr
p p p

q r q r qr
p p

qr
p
q r q r q r q r q r q r qr q r q r q r

p p











     


     

     

  

 

       
 

3 3 3 2

3

2 2 4 4 4 3 3 3 4 4

2 4 3 4

4 4 3 3 3 3 2 2 2 2 4 4 4 3 4 2

4 4 4

3 3 3 2 4 3 4 2

4

2 2 3 2 4 2 4 4 4 3 3 3 4 3 4

4 4 4

12 12

4 6 6 6 3

6 4 7 4 4 12 8

12 12 12 12

4 8 4 6 6 6 6 3

q r q r
p

q r q r q r q r q r
p p p p
q r q r q r q r q r q r qr q r q r q r

p p
q r q r q r q r

p
q r q r q r q r q r q r q r q

p p p



 


 
   

       
 

   


    
   

4

4

3 2 2 2

4 4
3 4

r
p

q r q r q r qr
p

   


  

 



64 
 

4
4 4

4
3 2 2 2

4 4

3 2 2 2 4

4 4 2 2

2

4

3 4

3 4 *

4 13

rq
p

rqq r q r q r qr
p p

q r q r q r qr p
p q r
q

r rq





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


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   
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
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 10-6-3:الوسیط :

حتمالات ي التي تجعل مجموع الإأحتمالات تتوسط الإالوسیط في التوزیعات المتقطعة ھو القیمة التي 
1
2  

  
   1 1

1 1
0 0

1
2

M M
x xr x r r x r

r r
x x

p C q p C q   
 

 

  
  

ً إ حتمالاتالإ بحساب نبداء لذلكxقیم حدىإ ھيMنأ وحیث 0Mفتراضإ من بتدائا   1ثمM ثم

2M حتمالاتالإ مجموع عندھا یجري التي القیمإن  ونلاحظ 
1
)فقیمة2 )M Xتسمى ذلك تعطي التي 

  . الوسیط

  المنوال:3-6-11:

Xحتمالات لقیمننا نحسب جمیع قیم الإإي إحتمال  إكبر أالتي تقابل  Xات المتقطعة ھو قیمة عفي التوزی
  . المنوالیة حتمالإكبرلأة المقابلXلقیم حتمالإكبرأ فنلاحظ
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     Hypergeometric Distribution:  التوزیع فوق الھندسي3-7 

)عنصر یحملون صفة معینة و  Dعنصر منھم  Nذا كان لدینا مجتمع مكون من إ 1)N    لایحملون ھذه
ً بدون   nختیار عینة منإالصفة وتم  ن عدد العناصر التي تحمل ھذه الصفة في إرجاع فإعنصر عشوائیا

  حتمالي سمي بالتوزیع فوق الھندسيإیتبع في تغیراتھ توزیع   Xالعینة متغیر عشوائي 

حتمال:دالة كتلة الإ  :3-7-1 

( ) ; 0 ,1, 2 , ..... ,
M N M
x n x

N
n

C Cp x x n
C


 

 

حتمال :شروط دالة كتلة الإ  

 

 

 

 

 

  xقیم لجمیع موجبة لدالةا نأ نلاحظ
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
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


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
 

 قاعدة

 

 
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X n x
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D N D
X n x

p x
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C C x







  



 
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حتمالالإ كتلة دالة شرطي تحقق لدالةا نأ نلاحظ  

 2-7-3: الدالة التوزیعیة :

 
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0
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 3-7-3:الوسط:
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n
D N D N
x n x n
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 5-7-3: التباین :
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لتواء :معامل الإ  :3-7-6 
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 7-7-3: معامل التفرطح :
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 8-7-3: الدالة المولدة للعزوم : 
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یجاد صیغة ماإنلاحظ صعوبة في  ً بالاعتمادقة معغلى صیإمكن التوصل أللدالة المولدة للعزوم وقد    دة جدا
وھي یةدئزاالعلى مایسمى  بالدالة الھندسیة    
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 وعند تولید العزوم حول الصفر نستعیض عنھا بالصیغة
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 الفصل الرابع 

(المستمرة)التوزیعات الإحتمالیة المتصلة   
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 0-4 مقدمة:

ذا كانت دالة التوزیع التراكمي لھ مستمرة أي أنھا تعود لمتغیر إ )مستمر(متصل  حتماليإ توزیعن الأونقول 
التوزیعات یمكن التغییر عنھا بواسطة دوال  هھذ، قیمة محددة معینة معدومل حتمال أخذهإ متصل عشوائي

وھي عبارة عن دالة قابلة للتكامل بطریقة لیبیرغو ، وھي موجبة ومعرفة على مجموعة  كثافة إحتمالیة ،
      . الأعداد الحقیقیة

  : Uniforam distribution التوزیع المنتظم: 1-4

رقام العشوائیة ھمھا ھو تولید الأأیعرف ھذا التوزیع بالتوزیع المستطیل ویوجد لھ العدید من التطبیقات ومن 
  .Unif(0,1)ن البیانات التي نحصل علیھا مأخوذة من توزیع منتظمأستحدام الحاسب الآلي وتحت فرض إب

وسوف یكتب ,x UNIF a b�
  

متغیر عشوائي متصل یأخذ قیمة في فترة محددة ،لتكن الفترة المفتوحة xبفرض ان  ,a b
  ن :إف

:حتمال دالة كثافة الإ  :4-1-1 

1( ) ;f x a x b
b a

  
  

 شروط دالة كثافة الإحتمال :

1_0 ( ) 1
1( ) ;

f x

f x a x b
b a

 

  
  

X  نلاحظ أن الدالة موجبة لقیم

2 _ ( ) 1

1 1

1 ( ) 1
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dx dx
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 
 
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

 

 

. نلاحظ أن الدالة تحقق شروط دالة كثافة الإحتمال  
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: عیةدالة التوزی  :4-1-2 
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: التباین  :4-1-4 
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: نحراف المعیاري الإ    :4-1-5 
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:الدالة المولدة للعزوم    :4-1-6 
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الممیزة  : الدالة  :4-1-7 
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 8-1-4: معامل الالتواء :
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معامل التفرطح ::  4-1-9 
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80

b b a b a ba a b b a b a ba a

b b a b a ba a b b a b a ba a

b b a b a ba a

b a

b a

b a b a

b a

           
 

          
    

   
   










     
 















4

4

( )
144 9
80 5

b a

 
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  : Gama Distributionما توزیع جا : 4-2

یرات غكثیر من المت ،یوجدیعتبر توزیع جاما واحد من التوزیعات المتصلة الشائعة الاستخدام في التطبیق 
شتق إو الزمن اللازم لإعادة تجدید السیارة . لقد أالعشوائیة تتبع توزیع جاما مثل زمن الخدمة في مركز البیع 

  تیة:الأسم التوزیع من علاقتھ بدالة تسمي دالة جاما وتعرف بالصیغة إ

1

0

( ) xx e dx


   
 

دالة كثافة الإحتمال ::  4-2-1 

1( ) ;0xf x e x x


 


   
 

: حتمالشروط دالة كثافة الإ  

1

1_ 0 ( ) 1

( ) ;0x

f x

f x e x x


 


 

 

   
 

 xن الدالة موجبة لجمیع  قیم أنلاحظ 

1

0

1

0

( ) 1
x

x

x

x f x dx

e x dx

e x dx


 


 








 


 












 

/ /
let y x

x y dx dy

 


    

 yالي xننقل المدى من 
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;0
0 0( ) 0

( )

y x x
x y
x y





   
  
       

 yیساوي مدى xنلاحظ أن مدى 

1

0
1

1
0

1

0

1

0

1 1

y

y

y

y

y dye

y dye

y e dy

y e dy















 


 


 















 


 

 
  

 







 









 

 نجد أن الدلة تحقق الشروط

 

  

یة :دالة التوزیع:  4-2-2 

1

0

( ) ( )
x

x
x

F x f x dx

e x dx


 


 

 







 

 

 



84 
 

: :الوسط   4-2-3 

1

0

1

0

( ) 0
x

x

x

Ex x f x dx x

x e x dx

xe x dx


 


 








 


 

   










 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

0

1
0

0

/ /

1 1

y

y

y

y

let y x
x y dx dy

y dye

y dye

y e dy

y e dy

x















 


 


 


 




 

   


















  

 
  

 







  

 











85 
 

 4-2-4: التباین :

1

2 2

2 2
2

2 1

0

2 1

0

0

1
2

0

2 2

2
2

2

2

2

( ) ( )

( ) ; 0

/
/

1 12 ( 1)

( 1)

( 1)( )

x

x

x

y

y

v x Ex Ex

Ex x f x dx x

x e x dx

x e x dx

let y x
x y

dx dy

y dye

y e dy

Ex

V x




 


 





















 


 

   
   

 


  
 

 




 


 





 



 

     









 
  

 



   


 

 
   

 














2

2 2

2 2

2 2

2( )V x


 

   
 





 
 

 
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:  نحراف المعیاريالإ: 4-2-5 

 2

2

v x 

 


 

 

 
 

:  العزم الرائي حول الصفر  : 4-2-6 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 7-2-4 :الدالة المولدة للعزوم : 

1

0

( )

( ) ; 0

tx
x

tx

x

tx x

M t Ee

e f x dx x

e x e dx


 



 



   






 

0

1

0

1

0

1

0

( ) ( )r r
r

r x

r x

r x r

r

r r

Ex x F x dx

x e x dx

x e x dx

x e x dx

r r


 


 


 












  


  




 


 


  



  







 
  








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1 ( )

0

( )
/ ( )
/ ( )

x tx e dx

let y x t
x y t

dx dy t


 







  

 
 
 



 

 ننقل مدى

( ) 0
0 0( ) 0

( )

y x t x
x y t
x y t





   
    
      

y یساوي مدى x  مدى

1

0

1

1
0

1
1

0

1

0

( )

( )

( )

( )
( )

y

y

y

y

x

y dye
t t

y dye
t t

dyy e
tt

y e dy
t

M t
tt



 


















 


 


 


 

 
 




 





 




 

 
    


 







 
     








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الدالة الممیزة ::  4-2-8 

1

0

1 ( )

0

( )

( ) ;0

( )
/ ( )

/ ( )

itx

itx

x

itx x

x it

it Ee

e f x dx x

e x e dx

x e dx

let y x it
x y it

dx dy it


 


 














 


  



   





 
 
 







 

( ) 0
0 0( ) 0

( )

y x it x
x y it
x y it





    
    
        

y یساوي مدى x  مدى

1

0

1

1
0

1
1

0

1

0

( )

( )

( )

( )

( )

y

y

y

y

y dye
it t

y dye
it it

dyy e
itit

y e dy
it

itit

it
it



 




















 


 


 


 

 
 







 





 




 

 
    


 







 
     

 
    








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 9-2-4:معامل الإلتواء:

   

   

     

3
3 3

3
3

3 2 2 3

3 2 2 3

3
3 3 1 2 1

1

3 3
3

3 1

0

3 1

0

;0

3 3

3 3

3 2 (*)

( ) ;0

/
/

x

x

x x x

x

x

x

x f x dx x

x x x f x dx

x f x dx x f x dx xf x dx

Ex

x x f x dx x

x e x dx

x e x dx

let y x
x y
dx dy


 


 





 

  

  

    
















 


 



    

   

   

     

  

      













  






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2

0

2
3

0

3 3

3 3

1 1( 1)( 2) ( 1)( 2)

( 1)( 2)

y

y

y dye

y e dy










 


 

     
   

  








 



 
  

 



     

  





 

2
2 2

( 1)Ex  

  

 

  (*)بالتعویض في

3

3 3 2

( 1)( 2) ( 1)3 2      
   

       
       

       

 

 بفك الاقواس نحصل على 

3 2 3 2 3

3 3

3 3

3 2 3 3 2 2

2

      
 




    
 

 
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3

3
3 3 3

3

3

3

2

2 2*

2




  
  

 
   






 
     

 

 

 
 

 10-2-4 :معامل التفرطح : 

   

   

       

 

4 4
4 2 4

2
4

4

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

2 4
4 4 1 3 1 2 1

4 4
4

4 4
4

0

4 1

0

;0

4 6 4

4 6 4

4 6 3 (*)

( )

( )

x

x

x x x x

x

x f x dx x

x x x x f x dx

x f x dx x f x dx x f x dx xf x dx

x f x x f x dx

Ex x F x dx

x e x dx


 

 


 

 

   

   

      











 

 

   

    

    

        

  

  







   

 




 



92 
 

3

4 1

0

0

3
4

0

4 4

4 4

/
/

1 1( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2)( 3)

( 1)( 2)( 3)

x

y

y

x e x dx

let y x
x y
dx dy

y dye

y e dy




 
















 


 

       
   

   





 





 









 
  

 



       

   







 

1

2 2

3 3

2 4
4 4 1 3 1 2 1

4 3

2 3

2

( 1)

( 1)( 2)

4 6 3

( 3)( 2)( 1) ( 2)( 1)4

( 1)6 3



 


  



      

       
  

   
  

 

 

  

        

      
    

  
      
                  
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4 3 2 4 3 2 4 3 4

4

2

4

4 4

4
4 2

2
2

4 2

4

4 2

4

6 11 6 4 12 8 6 6 3

3 6

3 ( 2)

3 ( 2)

3 ( 2) 3( 2)*

63

         


 

 









  
 

   
  




        






 



 
  

 
 

 

  
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 Exponential Distribution:  الأسي عالتوزی 4-3:

ھمیھ كبیرة في كثیر من المجالات أسي ذات لتوزیع الأالتوزیع الأسي من العائلة الأسیة، نجد أن ا عتبری
تمالات ،ھذة القوانین یمكن تصف العدید من الحالات أو النمازج العملیة كحالة وجود التطبیقیة لنظریة الإ

 ً ستقبال في فترة إاتفیة على لوحة في الزمن ، مثل ورود عدد من المكالمات الھ أحداث تقع أو تحدث عشوائیا
منیة محددة ، أو وقوع عدد من حوادث السیارات على طریق معین في فترة محددة ، كما یمكن بقوانین ز

نتظار للحصول لإالشركات أو طول مدة ا ىتنتجھا إحد تيح الكھربائیة الیالتوزیع الأسي تمثیل أعمار المصاب
من Life-testingعلى خدمة من الخدمات وغیر ذلك من المجالات التطبیقیة ، كما تعتبر إختبارات الحیاة 

 .بصفة عامة یمكن تمثیلھ بمتغیر عشوائي لھ توزیع أسي life timeأھم المجالات التطبیقیة للتوزیع .والعمر

ً ما نستخدم دوال المتغیرات أسیة حتمالیلإمن أبسط التوزیعات اھو  ة من حیث المعالجة الریاضیة لذلك كثیرا
یكون لھ توزیع xحصائیة  یقال المتغیر العشوائيلإكتقریب لبعض المتغیرات العشوائیة في بعض التطبیقات ا

  .ذا كانتإأسي 

  الإحتمال:كثافة  ةدال :4-3-1

   

( )
; 0

xf x e
x

 
    

 شروط دالة كثافة الإحتمال :

1_ 0 ( ) 1
( ) x

f x
f x e  

 

  

،وإن قیمة الدالة الأسیة موجبةموجبة كمیة ن أنلاحظ  e  بغض النظر عن الأس سالبا كان أم موجبا لذلك
 xلجمیع  قیم فأن الدالة موجبة  

 
0

0
0

0

2 ( ) 1

0 1 1

x x

x f x dx

e dx e

e e

 

 






 

  

 

  

      





 

 نلاحظ أن الدالة تحقق شروط دالة كثافة الإحتمال 
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 التوزیعیة: ة: الدال4-3-2

00

0

( ) ( )

1

1

( ) 1

x

xx
x

x x

x

F x f x dx

e dx e

e e e

F x e

 

  



 


 

  





 
    

 
    

 





 

 3-3-4: الوسط :

0

0

( ) ( ) ;0

x

E x x f x dx x

x e dx






  






 

ستخدام التكامل بالتجزئةإب  

 
0 0

( ) ( 0 )

0

( ) ( 0 )

1

( ) (0)

1 ( (0) )

1( )

x

x

x x x

x

u dv uv v du

le t u x
du dx
dv e
v e

x e xe e dx

e e e dx

e e

E x





  

  

 














 
  


   

  

 






 

   

     

  

  

 

 


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 4-3-4: التباین :

 

 

 

2

0

xx e dx

u dv uv v du






 



   

 نكامل مرتین

 

2

2 2

0 0

2 ( ) 2 (0)

0

0

2

2

( ) (0) 2

0 2

x

x

x x x

x

x

let u x
du x dx
dv e
v e

x e x e e xdx

e e xe dx

xe dx





  

  











 
  


   









 

   

    

 

 




 


 بالضرب في  

2 2

2 2

( ) ( )

( ) ; 0
x

V x Ex Ex

Ex x f x dx x

 

   
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0

2
2

2

2 2 2

2 2 1*

2

2 1 2 1 1( )

xx e dx

Ex

v x


  



   


 

 

      
 



 

: الإنحراف المعیاري :  4-3-5 

2

2

( )

1 1

v x 


 

 

  
 

 

  العزم الرائي حول الصفر:4-3-6:  

0

0

0

0

1
0

( ) ( )r r
r

r x

r x

r
y

r

r y
r

x x f x dx

x e dx

x e dx

let y x
dy dx

dydx

y dye

y e dy

















 




















 























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ن أومن تعریف دالة جاما نجد   

0

( 1)r yy e dy r


  
 

عدد موجب صحیح فإن r  بما أن 

( 1) !
1 !* ( 1)r r r

r r
rr

 

 

   
 

 

 7-3-4:الدالة المولدة للعزوم:
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0 0 0
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tx tx x x t

M t Ee

e f x dx e e dx e dx  
  
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


  

  

 
   

    

 
  
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الدالة الممیزة ::  4-3-8 

0

( )

0

( )

0

( ) 0( )

( )

( ) ; 0

|
( )
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itx

itx
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e e dx
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e
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e e
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





 




















 

  

  



   





 
   

    

 








 

 

 معامل الإلتواء:4-3-9: 

   

   

3
3 3

3
3

3 2 2 3

0

3 3
x

x

x f x x

x x x f x




 

  



   

   




 

     3 2 2 3

3
3 3 1 2 1

1

2 2

3 3

3 2 (*)
1

2

x x x

x f x x f x xf x  

    







   

     

 

 

  
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 لإیجاد العزم الثالث حول الصفر نستخدم العزم الرائي 

3 3 3

1 !* ( 1)

3
3! 6

r r r

rr

r


 


 

   



  
 

 بالتعویض في (*)

3

3 3 2

3 3 3 3 3 3
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6 2 1 13 2

6 2 2 6 6 23
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
   

     




         
   

     

 
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





  







     
 

   
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 10-3-4: معامل التفرطح :

   

   

       

4 4
4 2 4
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4 6 4

4 6 4
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x f x dx x
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 

 

   

   

      










 

    

    

    

        

 

 

 




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 لإیجاد العزم الرابع حول الصفر نستخدم العزم الرائي
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2 4

4 4 3 2
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
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 :Beta distribution 4-4: توزیع بیتا 

ً من یُ و ماتسمى في بعض الأحیان تكامل بیتا ، أ function Betaن ھذا التوزیع مشتق من دالة بیتا إ عد واحدا
ھمیة تطبیقیة في حقل الرقابة على جودة الإنتاج من خلال تكوین ما یسمى " جداول عینات أالتوزیعات ذات 

ً الى نسب الوحدات المعیبة في العینة القبول"  التي تستخدم في إتخاذ القرار بشأن قبول واجبات الإنتاج إستنادا
 ، إن تكامل بیتا معطى بالصیغة التالیة :

  حیث  
1 2

1 2 1 2
1 2

( ). ( )( , ) , , 0
( )

B     
 

 
 

  1وبقسمة طرفي دالة بیتا على 2 ( ),B    

    

,یتوزع وفق دالة بیتا بالمعلمتین  Xوفي ھذة الحالة یقال أن المتغیر العشوائي      وبالرمز .
( , )x B  �  

ل :حتمادالة كثافة الإ  :4-4-1 

1 21 1

1 2

1 2

1( ) (1 )
( , )

;0 1
, 0

f x x x

x

 

  

 

  

 
  

 شروط  دالة كثافة الإحتمال :

1_0 ( ) 1f x   

1 21 1

1 2

1( ) (1 ) 0 1
( , )

f x x x x 

  
    

 

  xوھذا یعني أن الدالة موجبة لجمیع قیم
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1 2

1 2

1 2

1
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1 1
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1
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 

 

  

  

  

  
  

 

 

 



 

 

 

 









 

  : الدالة التوزیعیة :4-4-2
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 الوسط : 4-4-3 :
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1 2

1 1
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   

 
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
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
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 
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: التباین : 4-4-4 

1 2

1 2
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 
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  

 
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  

    
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  :رالعزم الرائي حول الصف:4- 5-4       
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 معامل الإلتواء: :4- 6-4
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 : معامل التفرطح :4- 7-4
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  :Normal distribution ي التوزیع الطبیع 4-5: 

ن معظم الظواھر في الحیاة الیومیة تتبع التوزیع الطبیعي فھو لأحتمالیة وذلك یعتبر من أھم التوزیعات الإ
ن كل التوزیعات إأھمیة ھذا التوزیع تكمن في  مثل الزراعة والصناعة ....ألخ، یستخدم في كثیر من المجالات

حتمالیة متقطعة كانت أم متصلة فإنھا تتقارب وفق شروط معینة الى التوزیع الطبیعي عن طریق ما یسمى لإا
  الغایة المركزیة . بنظریة

ول لھذا التوزیع لأدیمورقي للشكل احیث توصل العالم الریاضي 1733یعود أصل التوزیع الطبیعي الى عام 
ن ولذلك ینسب إلیھ ھذا التوزیع لأوبعد ذلك طور كثیرا من قبل العالم جاوس وأصبح بالشكل المتعارف علیھ ا

 .حیان بتوزیع جاوسلأویسمى في بعض ا

تتبع  حتمالیة وذلك لسببین. السبب الأول ھو أن الكثیر من الظواھرھو أشھر التوزیعات الإ التوزیع الطبیعي 
منحنى التوزیع الطبیعي. السبب الآخر ھو أن ھناك نظریة تقول أن متوسط قیم عینات متعددة یأخذ شكل 
التوزیع الطبیعي ولو لم یكن توزیع المتغیر نفسھ یتبع التوزیع الطبیعي. لذلك فإن التوزیع الطبیعي ھو شيء 

 .محوري في علم الإحصاء

بمعنى أن أي نقطة مختارة یمین وھو توزیع متماثل المتوسط إن منحنى ھذا التوزیع یشبھ شكل الجرس 
  المتوسط تعطي قیمة الدالة لنفس النقطة المختارة یسار المتوسط .

ھي  حیث أن معلمتا التوزیع
2,   ن تكتب بالشكلإوللإختصار یمكن

2( , )x N  �  

  : حتمالدالة كثافة الإ: 4- 1-5

 
21

21 ;
2

 
 
   

x

f x e x




   

 

 3-5-4: الوسط :

   
2

2

1
2

1
2

1 ;
2

1 1
2 2

 
  



 
  





  









x

x

x

E x xf x dx

x e dx x

x e dx







 

     



114 
 

ن أنفرض   
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 



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: التباین :4- 4-5  

2

2

2 2

2 2

1( )2 2

1( )2 2

( ) ( )

( )

1 ;
2

1
2

x

x

x

x

v x Ex Ex

Ex x f x dx

x e dx x

x e dx







 

 




 




 



   








  

 

  نفرض أن :

xw

w x
x w
d x d w




 
 





 
 
  

xننقل المدى عند   

w 



  

 

xعند    

w 


 
  
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2

2

2 2 2

2 2

2 2

1
2 2

1
2 2 2 2

1 1 12 2
2 2 2 2

1 12 2
2 2 2

1 12
2 22 2

1 ( )
2

1 ( 2 )
2

2
2 2 2

2 2
2 2 2

2
2 2

w

w

w w w

w w

w w

w e dw

w w e dw

w e dw we dw e dw

w e dw we dw

w e dw e

  
 

   


  
  

  


  

  
 











  
  

  

 
 

 


 

 

 

  

  

  

 
   
  





  

 


2

2

12
2 22

1
2

0 (*)
2

.

w

w

w e dw

wwe

 












  


 

 

  نكامل بالتجزئة :
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2 2

2 2

2 2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1 1( ) ( )
2 2 2( ) ( )

0 2

w w

w w

w

u w du dw

dv w e v e

udv uv vdu

we e dw

e e e dw



 

 
 




    



 

  

 

 
    
 
 
 

       
 

 

 





 

  (*)نعوض في

2
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

* 2
2

( ) ( )

Ex

v x Ex Ex

    


   

    

 

     

: نحراف المعیاريالإ: 4- 5-5  

2

2

( )v x 

  

 

    
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   الدالة المولدة للعزوم ::  4- 6-5

2

2

1 ( )
2

1 ( )
2

( ) ( )

1 ;
2

1
2

tx tx
x

x

x
tx

x
tx

M t E e e f x dx

e e dx x

e e dx







 

 

 




 



 

    








 

 نفرض أن :

xw

w x
x w
dx dw




 
 





 
 
  

xننقل المدى عند     

w 



  

 

 x    عند

( )w

w




 
  

     

2

2

2

1
( ) 2

1
2

1 ( 2 )
2

1
2

2

2

wt w

t tw w

t w tw

e e dw

e e dw

e e dw

 

 

 


 
















 














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بإضافة وطرح   2 2t للكمیة داخل القویسین    

2 2 2 2 2

2 2
2

1 ( 2 )
2

1
12 ( )
2

2

2

t w tw t t

t t
w t

e e dw

e e dw

   

 







   



 
 










 

 نفرض أن :

 

z w t
w z t dw dz




 
    

 

wننقل المدى عند      

2 2
2

2

2 2

2 2

1
12
2

1
2

1
2

1
2

2

2

( ) * 2
2

( )

t t
z

z

t t

x

t t

x

z t
w

z t
z

e e dz

e dz

eM t

M t e

 

 

 












 













 


 
 










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: الدالة الممیزة : 7  -5 -4  

2

2

1 ( )
2

1( )
2

( ) ( )

1 ;
2

1
2

itx itx

x

x
itx

x
itx

it E e e f x dx

e e dx x

e e dx









 

 

 



 



 

    








 

  نفرض أن:

 
 

 

 

xننقل المدى عند    

  

( )
x

w

w




 
 

  

    

 

2

2

2

1
( ) 2

1
2

1 ( 2 )
2

1
2

2

2

wit w

it itw w

it w itw

e e dw

e e dw

e e dw

 

 

 


 
















 














 

بإضافة وطرح  
2 2( )it للكمیة داخل القویسین  

xw

w x
x w
dx dw




 
 





 
 


w 


 
  
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2 2 2 2 2

2 2
2

1( 2 ( ) ( ) )
2

1( ) 12 ( )
2

2

2

it w itw it it

it it
w it

e e dw

e e dw

   

 







   



 
 










 

 نفرض أن :

z w it
w z it dw dz




 
    

wننقل المدى عند    

2 2
2

2

2 2
2 2

2 2

1 ( ) 12
2

1
2

1( ) 12 ( )
2

1
2

2

2

( ) * 2
2

( )

it it
z

z

i it
it it

it t

z t
z

e e dz

e dz

eit e

it e

 

 
 

 







 




 














   
   



 






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  :معامل الإلتواء : 4- 8-5

3
3

3
3

3 2 2 3

3 2 2 3

3 3
3 3 1 2 1 1

3
3 1 2 1

3
3 3

3

3 3

( ) ( )

( 3 3 ) ( )

3 3 ( )

3 3 2

3 2

( )

x

x

x x x x

x

x f x dx

x x x f x dx

x dx x dx xdx f x dx

d t
dt





 

  

  

     

   








 

   

   

       

     



 





   

 

 

   

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

13
2

3 3

1
2 2

1 1
22 2

1 1 1
2 2 2 22 2 2

1 1 1 1 12
2 2 2 2 4 22 2 2 2 2

2

3

( )

( )





 

  

    

 

 

 

   

    

t t

t t

t t t tx

t t t t t t

t t t t t t t t t tx

d e
dt

t e

d t e te
dt

t e t t e e

d t e t e t e t e e
dt

d

 

 

   

     

         



 


 

      


     

    

   

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2 2 22 2 2

3

1 1 1
2 4 2 2 4 2 22 2 2

( ) 2 2
  

  

    

    

t t t t t tx

t t t t t t

t t e t t e e
dt

t t e e t t e

     

     

        

      
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0t   

3 2
3

2 2
2

1
3

3 3 1 2 1
3 2 2 2 3

3
3 2 3 3 2 3

3

3
3 3

3

3 2

3 3 ( ) 2

3 3 3 2 0

0

  

  
 

     

    

     

 

   

  
 

    

      

      



  

 

 9-5-4:  معامل التفرطح :    

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1
3 2 2 2 4 22 2 2

3
1 1 1

3 6 4 22 2 2

4

4 4

1 1 1 1
3 2 2 3 4 3 62 2 2 2

1 1
4 22 2

3 3

3 3

3 3

3 3

t t t t t t

t t t t t t

x

t t t t t t t t

t t t t

e te t e

t e t e e
d t

dt

e te e t ed
dt

t e e

     

     

       

  

     

   




     

  

  

  

   

 

   

  


 

  

 
2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1
3 2 2 2 22 2

4

1 1 1 1
2 2 4 2 2 4 3 6 22 2 2 2

1 1 1
6 2 4 2 42 2 2

3

3 3

3 3 3

t t t t

t t t t t t t t

t t t t t t

t e t t e

e t t e e t t t e

e t t t e e



   

       

     

       

        

    

 

   

  

 
 
 
  

          

           

      
2 21

4 2 23
t t

t e
 

   


  
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4 2 2 4 2 2
4

4 2 2 4
4

4 2 4
4 1 3 1 2 1

4 2 2 4 3. 2
4

2 2 2 4

2
4 2 2 4 4 2 2 4 4

4 2

4 4

4
4 4

4

4 4

0
3 3 3
3 3

4 6 3

6 3 4 3

6 3

66 3 4 12 6 3

3

3 3

t

t

      

    

      

        

   


         


 










    

   

       

       
    

        





 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 



125 
 

  : Standard Normal distributionالمعیاري التوزیع الطبیعي: 4-6

 ن متوسط التوزیع یساوي صفر والتباین یساوي واحد وعادة یرمز إحیث یقصد بكلمة قیاسي ھنا 

ن :  أ z للمتغیر العشوائي الذي یتوزع توزیع طبیعي قیاسي بالرمز   

xz 




 

  وھذه تسمى بالدرجة القیاسیة 

حتمال :دالة كثافة الإ  :4-6-1 

موجودة في دالة التوزیع الطبیعي یكون صعبا   x الدالة  یجادإحتمال وخاصة عند ن التعامل مع دالة كثافة الإإ 
یجاد نتیجة التكامل إذلك إن المدى سوف یتغیر لذلك من الصعوبھ  فيالسبب وحتمالات لإالتراكمیة وحساب ا

.21علیھ   

21
21( )

2
z

x

f x e z



  

 

 

 2-5-4: الوسط :

 

2

( )

( , )

1( ) 0

xz

x x

x N
x

z




 
   
 



 


    
 

      
 

 

   

�
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: التباین  :4-6-3  

2

2

2

2
2

( )

1 ( )

( , )
( )

1( ) 1

x xv z v v

xv v v x

x N
v x

v z

 
  


  

 






        
   
        
   



 

�

 

نحراف المعیاري :الإ  :4-6-4 

2 ( )

1 1

v z 



 

   

 5-6-4:  لتواء :معامل الإ

لتواء یساوي :ن معامل الإأعند مقارنة التوززیع الطبیعي القیاسي مع التوزیع الطبیعي نجد   

3
3 3

2

3

3

3 3

( , )
0
(0,1)

0
0 0

x N

z N





 














 

�

�
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 6-6-4: معامل التفرطح :

: عند المقارنة بالتوزیع الطبیعي  نجد أن  

4
4 4

2

4
4

4

4 4

( , )
3

( 0 , 1 )
3

1
3 3

(1 )

x N

z N





 

 













 

�

�

 

 7-6-4: الدالة المولدة للعزوم : 

: عند المقارنة بالتوزیع الطبیعي  نجد أن  

2 2

2 2

1
2

1
2

( )
0

( )

t t

x

t

x

M t e

M t e

 










   
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الخامس فصلال  

حتمالیةالتوزیعات الإ الإحصائیة في خواصیة للقیمثلة تطبأ
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: توزیع برنولي: 5-1 

  ن     أفرض أ

                                                                                         0.6X Ber�    

                                   
     1;0.6 0.6 . 0.4 ; 0,1x xp x x 

   

  :لحتمادالة الإ

                                                                                       
1( ) (1 ) ; 0,1xP x p p x    

 :الوسط

0.6x p                                                                                                               

                                                                                               

  :التباین

                                                                       

 
     0.4 0.6 0.24

x pq

x







    

    :نحراف المعیاري  الإ

 

   0.6 0.4

0.24
0.48

pq











    

                                                                       

  : الدالة المولدة للعزوم

                                                                                             

( )

( ) 0.6 0.4

t
x

t
x

M t q pe
M t e

 

   
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  : میزةمالدالة ال

                                                                                                           

( )
( ) 0.6 0.4

it

it

it q e p
it e





 

  

 

  معامل الإلتواء :

  

2 2

3

2 2

3

3

3

0.4 0.6
0.6 0.4

0.2
0.24
0.4

q p
pq


















                                                                                   

  :معامل التفرطح 

  

3 3

4

3 3

4

4

0.4 0.6
0.4 0.6
63

q p
pq













 
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:  الحدین يذتوزیع   :5-2 

 أفرض أن

18,
4

x b  
 
 

�
                                                                                                                              

  : حتمالدالة كتلة الإ

 

  8
81

4

 

3 
4

1, 2,...,8                

n x n x
x

x

x

x

p x C p q

p x C

x




 




  
 


 

 

                                                                      

   :الدالة المولدة للعزوم

 
 

( )

0.3 0.7

nt
x

nt

M t pe q

e

 

   

   

  : الدالة الممیزة

 

   
   0.25 0.75

nit

nit

it pe q

it e





 

                                                                                                                     

  : الوسط

18 2
4

x np

x

 

    
                                                                                                          

  :التباین

 

  1 38 1.5
4 4

x npq

x







     
                                                                        
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  المعیاري : نحرافلإا

1.5 1.22

npq 

                                                                      

  معامل الإلتواء :

3

3

3 1
4 4
3 18
4 4

0.4








  
  
  

                                                                                          

  

  معامل التفرطح : 

4

4

1 63

1 31 6
4 43 2.99

1 38
4 4

pq
npq






 

     
    

  
  
                
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: الحدین السالب يذ  :5-3 

  أفرض أن

  7,0.5x Nb�  

   : حتمالدالة كتلة الأ

1
1( ) 0,1,2,...x r r x

rp x C p q x 
          

  : الدالة المولدة للعزوم

0

4

0

( ) ( )

0.3 ( 0.7 )

r r t x
x x

x

r t x
x

x

M t p C qe

C e











 

 




                                                                                   

  : الدالة الممیزة

 

 
0

3 4

0

( )
xr r it

x
x

xit
x

x

it p C qe

p C qe













 

 




                                                                                        

  : الوسط

  

 4 0.7
9.3

0.3

rq
p







 
                                           

   : التباین

 

2
2

2
2

4 .7
31.3

0.3

rq
p







 
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  معامل الإلتواء :

 

3

3

2

2 0.3
4 .7

p
rq











                                              

  معامل التفرطح :

 

2

4

2

4

4

4 13

4 1 .73
4 4 .7

4.49

q
r rq








  


  

                                          
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:  الھندسي قالتوزیع فو   :5-4 

  أفرض أن

 9,4,5x H�   

  :حتمالدالة كتلة الإ

9 4 9
5
4
5

9 5
5
4
5

( ) ; 0,1,2,.....,

( )

( )

M N M
x n x

N
n

x x

x x

C Cp x x n
C

C Cp x
C

C Cp x
C









 




                     

  : الوسط

4*5 2.2
9

Mnx
N

x

 

  
                                                     

  : التباین

 

2

2

( )( )( )
( 1)

5 4 (9 4)(9 5)
( ) 8.3

4 (4 1)

nM N M N nv x
N N

v x

 




 
 

                                      

  المعیاري : نحرافالإ

2

( )( )
( 1)

8.3 2.88

nM N M N n
N N





 




                                       
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  معامل الإلتواء :

   

   

3

3

2 2 ( 1)
( 2) ( )( )

9 2*4 9 2*5 (9 1)
(9 2) 5*4(9 4)(9 5)

8.08

N M N n N
N nM N M N n





  


  

  


  

                               

  معامل التفرطح :

 
    

          

 
   

           

2

4

2
2

2

2

4

2
2

2

4

1
( ) 2 3

3 6 18
* 1 6 6 3 2

9 9 1
5*9(9 4) 9 2 9 3 9 5

3*5*4 9 4 6 5 18*5 *4 9 4
* 9 9 1 6*5 6*5 3*5 9 4 5 2

9 9

0.22

N N
nM N D N N N n

nM N M n n M N M
N N n n M N M n

N N







 
       

   
        

 
 

       
   

        
 
      
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:  توزیع بواسون  :5-5 

   نأفرض أ

                                                               8X PO�  

  : حتماللإدالة كتلة ا

8

( ) 0,1,2,....
!
8( ) 0,1, 2,....
!

x

x

ep x x
x

ep x x
x





 

 
  

  الدالة المولدة للعزوم :

(1 )

8(1 )

( )
t

t

e

e

M t e

e

 

 



  

   : الدالة الممیزة

(1 )

8(1 )

( )

( )

it

it

e

e

it e

it e





 

 



                               

  : الوسط

8
x
x

 
                                               

  : التباین

 
  8

v x

v x



   
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  معامل الإلتواء :

3

3

1

1 0.125
8








 
                                                       

  معامل التفرطح :

4

4

13

13
8

3 .1 2 5






 

 

                                                               
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ا : جامالتوزیع   :5-6 

  ن   أرض أف

 
 2,3x g�

     

     : حتمالدالة كتلة الإ

 

1

2
3 2 1

3

( )

3( )
2
9( )
2

x

x

x

f x e x

f x e x

f x e x


 


 

 









  

   : الدالة المولدة للعزوم

2

( )

3
3

xM t
t

t





 

  

     

  

  ة:یزلممالدالة ا

2

( )

3( )
3

it
it

it
it









 
   

                                                  

  : الوسط

 

  2 0.67
3

E x

E x






 
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                    : التباین

2

2

( )

2( ) 0.22
3

V x

V x






 
                                                               

   المعیاري : نحرافالإ

2 0.47
3










 
                                             

  : لتواءمعامل الإ

3

3

2

2 2
2








 
                                              

  معامل التفرطح :

4

4

3( 2)

3(2 2) 6
2












 
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7-5: التوزیع الطبیعي :            

   3, 4x N�             

  الإحتمال : دالة كتلة

 

 

2

2

1
2

1 3
2 4

1 ;
2

1
4 2

x

x

f x e x

f x e




 



 
 
 

 
 
 

    


   

  : للعزوم المولدة الدالة

2 2

2 2

2

1
2

13 4
2

3 8

( )

( )

( )

t t

x

t t

x

t t
x

M t e

M t e

M t e

 









                                   

     : الممیزة الدالة

2 2

2 2

2

1
2

13 4
2

8

( )

( )

( )

i t t

i t t

i t t

it e

it e

it e

 



















                       

  : الوسط

3                               

  : التباین

2( ) ( ) 4v x v x                          

  المعیاري : نحرافالإ
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2 2 4 2                                                                                          

 8-5:  : توزیع بیتا

  ن أفرض أ

 3, 4x beta�
   

   الإحتمال : دالة كتلة

1 21 1

1 2

3 1 4 1

2 3

2 3

1( ) (1 )
( , )

1( ) (1 )
(3,4)
1( ) (1 )

(3,4)

( )
(3,4)

f x x x

f x x x

f x x x

x xf x

 

  







 

 

 

 

 




                                       

  : الوسط

1

1 2

3
3 4
0.4

Ex

Ex

Ex


 









                                    

  : التباین

 

 

 

1 2
2

1 2 1 2

2

( 1)( )
3*4

(3 4 1)(3 4)
0.03

v x

v x

v x

 
   


  


  

  

  



142 
 

  

                                                    

  المعیاري : نحرافالإ

1 2
2

1 2 1 2( 1)( )

0.03
0.173

 


   


  


                                   

  معامل الإلتواء :

 

 

1
2

2 1 1 2
3 1

2
1 2 1 2

1
2

3 1
2

3

2( )( 1)

( 2)

2(4 3)(3 4 1)

(3 4 2) 3*4
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   
   





  


 

  


 

                                                                       

   : التفرطح معامل

 

 

2
1 2 1 2 1 2 1 2

4
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2
1

4
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       


     



     


   

     


   
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:  سيالتوزیع الأ  :5-9 

 أفرض أن

               

  

    : حتمالدالة كثافة الإ

6

( )
( ) 6

; 0

x

x

f x e
f x e

x

 







                                                          

   : لة المولدة للعزوماالد

( )

6( )
6

x

x

M t
t

M t
t








  

  :الوسط 

1( )

1( )
6

E x

E x





                                                                                        

   : التباین

2

2

2

1( )

1( )
6
1( ) 0.02
6

v x

v x

v x






 
                                                                       

 6x Exp�
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  : المعیاري نحرافالإ

2

2

1

1 0.16
6








 
                                                                                   

  :  الممیزة الدالة
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6( )
6

it
it

it
it












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  الالتواء معامل

3 2                      
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:  التوزیع الھندسي  : 5-10 

 أفرض أن 

    8x g�
      

  : حتمالالإ كثافة دالة

                  

 
   

1
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
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  :  الممیزة الدالة
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 
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it

it
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           : الوسط 

                                           

1
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  :التباین 

         

2

2
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 :النتائج 

  ثبات .حتمالیة مع الإحصائة للتوزیعات الإشتقاق الخواص الإإلي إ تم التوصل .1
  حتمالیة المستمرة.شتقاقھا من التوزیعات الإإثباتھا وإحتمالیة المتقطعة أسھل في التوزیعات الإ .2
بدورھا تعتمد  ول الوسط والتيأساسیة علي العزوم جلتواء والتفرطح تعتمد بصورة شتقاق معامل الإإ .3

  إشتقاقھا علي العزوم حول الصفر.  في
  حصائیة كالوسط الحسابي والتباین .جاد الخواص الإإیشتقاق العزوم یساعد ففي إ .4

  : التوصیات

  ستفادة الباحثین منھ .وضع ھذا البحث في الجھات المختصة لإ .1

  حتمالیة .شتثاق باقي التوزیعات الإعمل دراسة لاحقة لإ .2

شتقاق معامل التفرطح للتوزیع المنتظم المتقطع لعدم معرفة العزم الرابع حول إصعوبة في  توجد .3
  . الصفر لھذا التوزیع

زم الرابع) حتي یسھل من عملیة إشتقاق العزوم حول الصفر (من العزم الأول حتي العھتمام بالإ .4
  شتقاق حول الوسط.الإ

  ق باقي العزوم .شتقاإ) ومن ثم یتم عن طریقھا rیجب ایجاد العزم من الرتبة ( .5
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