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الفصل الولل:  

) مقدمة:- 1-1(

معادلتا  كوشي-  ريمان  التفاضلية في  التحليل  المركب تنسب  الي عالم  

الرياضيات أولغستين  لوي كوشي ولعالم  الرياضيات برنارد - ريمان ولتكون 

معادلتا كوشي ريمان  لدالتين قيمهما  حقيقيتان لكل ولاحدة  منهما  متغيران  

vاثنان     ( x , y ) , u(x , y هما  المعادلتان  التاليتان  :(

1     ( 
∂u
∂x

=
∂v
∂ y

    2¿
∂u
∂ y

=
−∂ v
∂ x

fليكن     ( z )=u ( x , y )+iv (x , y دالة لمتغير  مركب  ولهي قابلة  للشتقاق عند  (

f ولمن  الطبيعي أن  نبحث  عن  صيغ   لحساب z0النقطة ( z  بدللة  (

vالمشتقات الجزئية  ( x , y ) , u(x , y  وللدراسة ذلك نجد  ان  الصيغة  المطلوبة  (

vتحقق الشرولط  التي  تربط المشتقات الجزئية  ,u  التي اكتشفها  العالم 

الفرنسي كوش  ولالعالم  اللماني ريمان  بتدقيق  أكثر اعتماد  النهاية  على 

المسار اثبت كوش ولمعه  ريمان  هذه  النظرية  الشهيرة ولهي التميز  الكبر  

في باب  الشتقاق  الدولال  المركبة عنها  الدولال الحقيقة  إذ ل يوجد  نظرية  

fبالنظر إلى  مفكوك  لورانت الدالة 0مماثلة  في  هذا الفراغ   ( z )

f ( z )=∑
n→∞

∞

an(z−a)n

fحيث  ( z  ولالتي هيz=a إل  عند النقطة C دالة تحليلية على  ولداخل  الدائرة (

ًا  ولحيث  مركز  الدائرة أيض

a
n=

1
2πi∮c

❑ f ( z)
(z−a)n+1 dz ,n=0,± 1,±2,⋯

∮فإذا  أردنا  ايجاد   f ( z ) dz ًا أما  فإن  الجزء التحليلي  من المفكوك  يعطي صفر

 الجزء  الساسي فيعطي تكاملت  على صورة



∮
dz

(z−a)m
=[2πi m=1

0 m≠1]
∮أي ل ينبغي من هذه التكاملت إل التكامل  dz

( z−a   a−1 ولهو الخاص بالمعامل (

∮وللذلك ولمن  ولجهة نظر التكامل    f ( z ) dz فإن a−1  هي  المعامل الباقي

   وليكون  residue  وللذلك يسمى  بالباقي ⋯⋯⋯⋯الوحيد في  الحسابات 

التكامل  كالتي :

∮ f ( z ) dz=2πi a−1

fوليظهر لنا أهمية  ايجاد  مفكوك لورانت للدالة   ( z بغض  النظر عن  نوع  (

 دولرا هاما a−1 فبعد ايجاد المفكوك يلعب  الباقي z=aالنقطة الشاذة 

∮ولمحوريا في ايجاد  قيمة  التكامل   f ( z ) dz

 فإن m قطب من رتبة z=aفإذا كان  الشذولذ من النوع القطبي فقط أي أن 

يعطي  بالصورة .z=aمفكوك  لورانت  حول النقطة   

f ( z )=

a−m

( z−a )
m+⋯⋯+

a−1

( z−a )⏟

ساسى بالجزءال

+a0+a1 (z−a )+⋯⋯

 

ًا ان عدد  الحدولد  التي  تظهر  في  الجزء   ولهذا  شيء أشرنا  إليه  سابق

(z−a)الساسي  تساولي  رتبة  هذا  القطب  ولالن بالضرب في 
mفإن 

( z−a )m f ( z )=a−m+a−(m−1 ) ( z−a )+a−1 ( z−a )m−1
+a0 (z−a )m⋯→ (1)

) مفكوك تايلور  للدالة  التحليلية ولهي تمثل  z−a )m f (z  z=aحول النقطة (

مرة فإننا  سنحصل  على(m−1))  1وليتفاضل  العلقة  (

dm−1

dzm−1
( z−a )m f ( z )=(m−1)a−1+m (m−1 )……+2a0 ( z−a )+…

ولعند أخذ النهايةz→a فان
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z−a
¿

(¿¿m f ( z ))
¿

dm−1
¿

¿
lim
z→a

¿

 

m من  رتبة z=aأي  أن  في حالة  ولجود قطب  عند 

فإن 

a−1=
1

(m−1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
( z−a )m f (z )

 -: مشكلة ا لبحث (1-2)

تنبع  مشكلة البحث من  حيث أن  معادلتي كوشي - ريمان ولنظرياتها لها  أهمية 

في التحليل المركب حيث  أنها تعتبر  من أعظم  فرولع الرياضيات  ولبالرغم من  

أهمية هذه  النظرية  في حل كثير  من المسائل ولفي المجالت الخرى  ولهذا ما 

يسبب  لنا  أهمية  المعادلتان  ولنظرياتها ولالتعمق فيها  أما بالنسبة لمشكلة 

البحث من حيث نظرية البواقي ولما يتعلق  بهما  ايجاد حل  تكامل  الدولال  

المركبة  التي  يصعب تكامل كوشي  ايجاد  حلها  .

)  أهمية  البحث :-1-3(

 من خلل دراستنا لمقرر  التحليل  المركب استشعرنا أهمية أن معادلتي كوشي -

ريمان ولنظرياتها أهمية  قصوى  حيث  أنها تدخل  في  حل  المسائل  الفيزيائية 

ولالمجالت الخرى لذلك يجب أهمية  التطرق  لها ولكذلك نظرية البواقي لها  

 أهمية  في  تكامل الدولال  المركبة التي يجب النظر  إليها ولأهمية  كوشي ريمان

.في  معرفة  أن  الدالة  تحليلية  أم ل

) اهداف البحث :-1-4(

يجب التعرف على اهمية معادلتي كوشي ولريمان ولنظرياتها  

استنتاج  التعرف  على أهمية النظرية البواقي في التحليل المركب 



تركيب التعرف على اهمية متسلسلت تايلور   في التحليل  المركب 

التعرف  على  تطبيقات كوشي  ريمان في  النتائج المتحصل  عليها 

)  أسئلة  البحث :-1-5(

- لمعادلتي  كوشي ريمان ولنظرياتها دولر في  حل مسائل  التكامل  المعقدة

-  نظرية البواقي لها دولر في حل مسائل  التكامل التي يصعب صيغة تكامل  

كوشي في  حلها 

- ما هي العلقة  بين نظرية  الباقي ولالمتسلسلت . 

)  منهج  البحث :-  1-6(

المنهج الوصفي  

)  مصطلحات  البحث:-1-7(

 -  المتسلسلة  اللنهائية : هي المتسلسلة  التي توجد فيها مشاكل في مجموعها 

ًا فهي متقاربة  ولإذا  كان  غير  محدولد (ل نهائي  ) فهي  فإذا  كان محدد

متباعدة  .

f- النقاط  الشاذة :هي  النقاط  التي يكون  عنها  الدالة  (z)  غير  تحليلية

f- القطاب :هي البواقي  للدالة  (z).  عند نقطة محدولدة  

  فإن m  من الرتبة z=a- المتبقي:  في حالة ولجود قطب عند 

a−1=
1

(m−1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
( z−a )m f (z )

الفصل  الثاني:-
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* معادلتي كوشي–ريمان ولنظرياتها في تكامل  الدولال  

المركبة :-

) مقدمة :- 2-1(

fليكن  ( z )=u ( x , y )+iv (x , y  دالة لمتغير مركب ولهي  قابلة للشتقاق عند النقطة(

z0 ولمن الطبيعي أن  تبحث عن صيغة لحساب f̀ ( z  بدللة  المشتقة  الجزئية(

u ( x , y ) , v (x , y  وللدراسة  هذه  الفكرة  فإنه  يسهل أن نجد  الصيغة  المطلوبة  (

ولكذلك الشرولط الخاصة  التي يجب أن تحققها ولمنه نكشف  معادلتين  هامتين  

قام باكتشافها  العالم  الفرنسي   كوشي ولالعالم  اللماني  ريمان . 

              بتدقيق أكبر في اعتماد النهاية علي المسار ...... أثبت كوشي ولمعه 

ريمان هذة النظرية الشهيرة ولهي التمييز الكبر في باب الشتقاق للدولال 

المركبة عنها للدولال الحقيقية اذ ليوجد نظرية مماثلة في هذا المقرر

)  نظرية معادلتي كوشي ريمان  في  الصورة الكارتيزية:-2-2(

fليكن   ( z )=u ( x , y )+iv (x , y  قابلتان للشتقاق عند (
0=¿x0+i y0

z¿

x0) موجودتان عند  النطقة  vولuفإن  المشتقات الجزئية  لكل من  , y0)  

ولتحقق  المعادلتان  

ux (x0 , y0 )=v y( x0 , y0)

                uy (x0 , y0 )=−vx (x0 , y0 )→ (1)

البرهان

x0)سططوف نختططار الخطيططن الفقططي ولالراسططي المططارين بالنقطططة , y0   ولنحسططب(

lim
❑

∆W
∆Zعلي هذين الخطين المستقيمين ولبمساولاة النهايات الططتي نحصططل عليهططا 

)1تعطينا العلقتين (

z=x0+i   نضعz0عند  القتراب  الفقي للنقطة  -أ y0.  فنحصل على 

f̀ ( z )= lim
(x , y0 )→ (x0, y0)

f (x+i y0 )−f (x0+i y0)

(x+i y0 )−(x0+i y0)



¿ lim
x →x0

u (x , y0)−u (x0, y0 )+i {v (x , y0 )−v (x0, y0)}
x−x0

¿

lim
x →x0

u (x , y0)−u (x0, y0 )

x−x0

+ i
lim
x →x0

v (x , y0 )−v (x0, y0)

x−x0

أي  أن  

           f̀ (x0)=ux ( x0, y0 )  +i vx (x0, y 0)→(2)

uxولهذا  يعطي  المشتقات  الجزئية   , v x

z=x0+i نضع z0عند  القتراب  الرأسي للنقطة -ب y0علي    فنحصل

f̀ ( z )= lim
(x0, y)→ (x0 , y0 )

f (x0+i y )−f (x0+i y0)

(x0+ i y )−(x0−i y0)

¿ lim
y →y0

u (x0, y )−u (x0, y0 )+i(v (x0, y )−v (x0, y0 ))

i( y− y0)

¿

lim
y→ y0

v (x0, y )−v (x0, y0 )

y− y0

−i
lim
y→ y0

u (x0, y )−u (x0, y0 )

y− y0

vولهذا يعطي  المشتقات  الجزئية  y , uy

f̀ (z0)=v y (x0, y0 )−iu y (x0, y0 )→(3)

)  متساوليتان  3)  ,  (2ولالنهايتان (z0قابلة  للشتقاق  عند   fولحيث  أن  

فإذا  ساولينا  الجزء  الحقيقي ولالتخيلي  في  كل من المعادلتين  نحصل  على 

).1المعادلت (
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)  نظرية  الشرولط  الكافية  لمعادلتي  كوشي  -ريمان:- 2-3(

fليكن  ( z )=u ( x , y )+iv (x , y z0=x0+i  دالة  متصلة  ولمعرفة في جوار   ( y0إذا  كانت 

ux المشتقات  الجزئية , uy , vx , v yمتصلة  عند النقطة  (x0 , y0)معادلتي    ولإن

x0)كوشي– ريمان  متحققة  عند , y0) فإن  fتكون  قابلة للشتقاق  عند z0 

       ) 4 (←)3)  أول  (2حساب  المشتقة  من  (  وليمكن

) نظرية معادلتي  كوشي  - ريمان  في  الصورة  القطبية :- 2-4(

في  كثير من  الحالت  يكون  من الفضل  استعمال الصورة القطبية للمتغير  

z=rالمركب  ولهي   e iθ ولبالتالي  فيجب تعديل  المعادلت  من  (x , y   إلى  ((

r ,θ ( 

معادلتي  كوش  ريمان  في  الصورة  القطبية  هما :

 
1
r

∂u
∂θ  

∂v
∂ r

=−¿  ,  
∂u
∂θ

=¿    
1
r

∂ v
∂θ

البرهان

x) اثبات هذين  المعادلتين  يتم بعملية  تحويل فقط المعادلت  الصلية من  , y ) 

 باستعمال   )r,θ ( إلى

x=r cosθ , y=r sinθ. r=√x2
+ y2θ=tan−1 y

x

∂u
∂x

=
∂u
∂r

.
∂ r
∂x

+¿   
∂u
∂θ  .  

∂θ
∂x

¿
x

√x2
+ y2

∂u
∂r

−¿   
y

x2
+ y2

∂u
∂θ

θ−¿

¿
∂u
∂r

cos¿  
1
r

∂u
∂θ

sinθ→ (1)

  :ولكذلك

∂u
∂ y

=¿    
∂u
∂r  . 

∂r
∂ y    

+∂u
∂θ . 

∂θ
∂ y

¿
y

√x2
+ y2  

∂u
∂r  

+x

x2
+ y2

∂u
∂θ

1



¿
∂u
∂r

sin θ  
+1
r

∂u
∂θ

cosθ→  (2)

ولكذلك :

∂V
∂ X

=¿    
∂v
∂r  .  

∂r
∂x

+¿     
∂v
∂θ  . 

∂θ
∂x

θ−¿

¿
∂v
∂ r

sin ¿   
1
r

∂ v
∂θ

cosθ→  (3)                                

ولكذلك

∂ v
∂ y

=¿    
∂v
∂ r  . 

∂r
∂ y     

+∂v
∂θ  . 

∂θ
∂ y

¿
∂v
∂r

sin θ   
+1
r

∂ v
∂θ

cosθ→                 (4)

:ولبالتالي  فإن

∂u
∂x

=¿   
∂ v
∂ y

⟹  
θ=¿

∂u
∂r

cosθ−
1
r

∂u
∂r

sin ¿   
∂v
∂ r

sin θ+¿   
∂v
∂θ

1
r  cosθ

cosθ sinولمن  استقلل  الدولال  θ  فإنه لبد  أن  يكون   ,

∂u
∂r

=¿    
1
r

∂ v
∂θ   ,  

∂v
∂ r

=−¿    
1
r

∂u
∂θ

→                                     (5)

-:تطبيق (2-5)

       اثبت أن الدالة-1

f ( z )=
́(z )2

z
=

x3
−3x y2

x2
+ y2 +i

y3
−3 x2 y
x2

+ y2

f (0 )=0 , z≠0  غير قابلة للشتقاق عندz=0بالرغم من تحقيقها لمعادلتي كوشي  
-ريمان

الحل

ux (0,0 )=lim
x →∞

u ( x ,0 )−u(0,0)

x−0
= lim

x →∞

(x3
−0 )/(x2

−0)
x

=1
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ولبنفس  الطريقة  يمكن  اثبات   أن

uy (0,0 )=0; vx (0,0 )=0; v y (0,0 )=1

0,0)ولبالتالي  فإن  معادلتي  كوشي– ريمان متحققة عند     ولالن  سوف  نثبت(
  z0=0 غير  قابلة  للشتقاق  عند fأن 

   (i    فإن :  x تقترب من الصفر علي محورzاذا كانت (
f ( x+0 )− f (0)

x+oi−0
=¿

lim
x → 0

x−0

x−0
=+1

lim
(0, y ) →(0,0 )

¿
 

   (ii    فإن :  y تقترب من الصفر علي محورzاذا كانت (

lim
( 0, y )→(0,0)

f ( x+iy )−f (0)

x+0i−0
=

lim
y →0

−y−iy

y+iy
=−1

 غير  قابلة  للشتقاق  عند fولحيث  أن  النهايتين  مختلفتان فإن  الدالة 

نقطة  الصل  .

f- اثبت  أن  الدالة 2 ( z )=x3
+3x y2

+i( y3
+3 x2 y   قابلة  للشتقاق  على  نقاط (

تقع  على محاولر  الحداثيات  فقط 

الحل  :

u ( x , y )=x3
+3x y2 , v ( x , y )=( y3

+3 x2 y ) لدينا   

نحسب  المشتقات  الجزئية  :

y=¿6xy
x=¿3 x2

+3 y2 u¿

u¿

y=¿3 y2
+3 x2

x=¿6xy v¿

v¿



uولحيث  أن ,ux ,u y, vx , v y,  دولال متصلة ولأن 
x=¿v y

u¿
z  تتحقق لجميع قيم  

uy=−vxوللكن 

 ولبالتططططالي  فططططإن12xy=0 ل تتحقططططق  إل  إذا  كططططان  6xy=−6xyأي  أن 

y=0معادلت  كوشي –ريمان  تتحقق  عندما    , x=0)  ًا لنظريططة  )2-3طبق

قابلة  للشتقاق  على نقاط  تقع  على  محاولر  الحداثيات  .fفإن 

f- اثبططت  أنططه  إذا  كططانت  3 (z)  دالططة  تحليليططة فططي  منطقططةRفططي   

f ولكان Zمستوى  ( z ∋z ، ول  0=( R(  ثابت)  فإن f ( z )=α   

الثبات

fبما  ان     (z):  دالة  تحليلية  فإن 

∂u
∂x

=¿   
∂ v
∂ y   , 

∂u
∂Y

=−¿  
∂v
∂x

f́وللذلك  ( z v∂  …….. أي  أن   0=(
∂x

=0 ∂u
∂x

+ i

ولهذا  معناه  أن

…...… ∂u
∂x ¿0 اي انu¿ f 1( y)       

v∂ولكذلك    
∂x

 v …….. اي أن   0=
¿ f 2 (y   (

∂وللكن  من  معادلتي  كوشي  - ريمان   يكون   v
∂ y

 v ….. أي أن  0=
¿ f 3

(x    (

u∂ولكذلك 
∂ y

¿u  …… أي أن   0= f 4(x)       
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ولليمكن  أن  يكون  ذلك  إل  إذا كان 

u=¿ 1∝¿  ثابت 

v=¿ 2∝¿  ثابت 

∝¿)f) zولبالتالي  فإن  (ثابت )

,iv(r-  اثبت  أنه  إذا كان       (4 θ + u (r,θ (f (z)=¿دالة تحليله فإن    

df
d z    

θ−¿

¿
∂ f
∂ r

cos ¿  
∂ f
∂θ

Sinθ
r

الثبات

باستعمال  

d f
dz

=¿     
∂u
∂x

+ i   
∂v
∂x

فإن  :- 

∂u
∂x

=
∂u
∂r

∂r
∂x

+
∂u
∂θ

∂θ
∂x

∂u
∂x

=¿  ur cosθ−
1
r

uθ sinθ

   :  ولكذلك  فإن

∂v
∂x

=¿    vr cosθ
−1
r

vθ sin θ

ولبالتالي  فإن  :-  

df
dz

=ux+i v x

¿  ( ur+i vr ¿cosθ−
1
r
(uθ+i vθ)

¿  
∂ f
∂ r

cosθ−
1
r

∂ f
∂θ

sin θ



)  الدالة  التحليلية ولالمترافقة :-2-6(

  Annalistic  function-  الدالة  التحليلية : 1

f            إذا  كانت  المشتقة   (z)معرفة عند  كل  النقاط  في  منطقة  ما 

D فإنه  يقال أن f (z)تحليلية في D  ولتستخدم الصطلحات الدالة  

    أول هولومورفيه  كبديل لمصطلح  الدالة التحليلية regularالمنتظمة 

fوليقال  أن  الدالة  (z)  تحليلية  عند النقطة  z0   0إذا  كان  يوجد>δ  

−z∣بحث z0∣<δ عند  كل  النقاط  التي  توجد  عندها   f́ (z). 

  Harmonic Function-  الدالة  التوافقية : 2

uإذا  ولجدت  المشتقات  الجزئية  التالية لكل من , v  بالنسبة إلى  x , y

فإننا  نجد من  معادلتي كوشي–ريمان Dولكانت  متصلة  في 

∂2u
∂x2 +

∂2 u
∂ y2 =0 ,

∂2 v
∂ x2 +

∂2 v
∂ y2 =0

 وليلي  ذلك تحت  هذه  الشرولط  أن  كل  من  الجزء  الحقيقي  ولالجزء  التخيلي

لدالة  تخيلية  يحققان معادلة لبلس�

∂2Ψ
∂x2 +

∂2Ψ
∂ y2 أو0= ∇2Ψ=0 ,∇≡

∂2

∂ x2 +
∂2

∂ y2

u عادة بموثر لبلس�  ولتسمي الدولال مثل 2∇وليسمي   ( x , y ) , v (x , y  ولالتي(

  بالدولال التوافقية ، وليقال أنها توافقيةDتحقق معادلة لبلس� في منطقة ما 

Dفي 

 *برهن أن كل من الجزء الحقيقي ولالجزء التخيلي لدالة تحليلة لمتغير مركب

تحقق معادلة لبلس� في الصورة القطبي
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∂2Ψ
∂r 2 +

1
r  ∂Ψ

∂r
+

1
r2

∂2Ψ
∂θ2 =0

الثبات

من معادلت كوشي– ريمان  في  الصورة  القطبية 

(1)  ∂v
∂θ

=r
∂u
∂ r

(2 ) ∂2 v
∂ r ∂θ

=
−1
r

∂u
∂θ

θ) بالنسبة الي 2 ولالمعادلة (r) جزيئا بالنسبة الي 1نفاضل المعادلة(vلحذف 

∂2 v
∂r ∂θ

=
∂
∂r [∂ v

∂θ ]= ∂
∂r [r ∂u

∂ r ]=r
∂2 u
∂r2 +

∂u
∂r  →(3)

∂2 v
∂θ∂r

=
∂
∂θ [ ∂ v

∂ r ]= ∂
∂θ [−1

r
∂u
∂θ ]=−1

r
∂2u
∂θ2 → ( 4 )

2∂وللكن     v
∂r ∂θ

=
∂2 v

∂θ∂r
   بافتراض   أن  المشتقة  الجزئية  ذات  الرتبة  الثانية

)4)  ،  (3متصلة  إذن من  (

∂2u
∂r2 +

1
r

∂u
∂ r

+
1
r2

∂2u
∂θ2 أو r

∂2u
∂r2 +

∂u
∂r

=
−1
r

∂2 u
∂θ2

  نجد  أن  :uولبالمثل  حذف 

2∂    بالتالي  نكون قد  برهنا  المطلوب v
∂ r2 +

1
r

∂v
∂r

+
1
r2

∂2 v
∂θ2 =0

  Conjugate- الدولال  المترافقة : 3

uتسمى  الدالتان   ( x , y ) , v (x , y ًا بدالتين  مترافقتين  إذا  أعطينا أحدهما  ( أحيان

fيمكن  ايجاد  الخرى  (ثابت  إضافة  اختياري )  بحيث أن   ( z )=u+iv  تكون



fتحليلية  ولتسمى  الدالة  ( z  شاملة  إذا  كانت  تحليلية  في كل  المستوى  (

المركب  الشامل 

) تطبيق:-2-7(

f∣ ولإذا  كانت D  دالة  تحليلية في f-  إذا  كانت1 (z)∣≡k حيث  kثابت  

ًا في fفإن  D تكون ثابت

الحل

∣f ( z )∣
2
فإن0≡ k=0لنفرض     

v فإنه  ينتج  أن  كل  من u+v=0ولبالتالي   ≡0,u≡0ولبالتالي f ( z )      في0≡

D .  

K نفرض  أن   u2   ولبتفاضل  المعادلة0≠
+v2 ≡k ًا بالنسبة  إلى   2  ثمX  جزئي

لنحصل  على  :Yبالنسبة  إلى 

2uux+2v v x=0 ,2uuy+2v v y=0

ولباستخدام معادلتي  كوشي  -ريمان نحصل على  :

uux−v v y=0; v vx+uuy=0

u  ولبمعاملة   , vكعاملين  وليحل  المعادلتين  السابقتين  بالنسبة  إلى  uy ,ux 

فنحصل  على  

ux=
∣0 −v
0 u ∣

∣u −v
v u ∣

=
0

u2
+v2=0 ,u y=

∣u 0
v 0∣

∣u −v
v u ∣

=
0

u2
+v2 =0

ux=0ولمن  نظرية  التحليل  الحقيقي  التي  تنص  أن  الشرولط  ,u y=0 ًا فهذا  مع

u(xيؤدي إلى  , y )≡c1حيث   ثابc1   ولبالمثل نجد أن v (x , y)≡c2

f  ولبالتالي   ( z )=c1+ic2
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f- إذا  كانت 2 ( z )=u+iv تحليلية  في  منطقة  ما R برهن  أن  u , v  تكونان

  إذا كانت المشتقات الجزئية من  الرتبة  الثانية لهما  متصلة  Rتوافقيتين  في

.Rفي  

الحل  

fإذا  كانت  ( z فإن  معادلت  كوشي  - ريمان  تتحقق  R تحليلية  في   (

∂v
∂x

=
−∂u
∂ y

→ (2 ) ;
∂u
∂x

=
∂v
∂ y

→(1)

Uإذا  أفترض  أن   ,V  ،  لهما  مشتقات  جزئية  متصلة  من  الرتبة  الثانية 

)  2  ولالمعادلة  (X) بالنسبة  إلى 1فيمكننا  أن  نفاضل  طرفي المعادلة  (

 لنحصل  على Yبالنسبة  إلى

∂2 v
∂ y ∂ x

=
−∂2 u
∂ y2 → (4 );

∂2 u
∂ x2 =

∂2 v
∂ x∂ y

→(3)

ولمنهما    

∂2u
∂x2 +

∂2 u
∂ y2 =0 او ∂

2 u
∂ x2=

−∂2u
∂ y2

توافقية  uأي  أن  

 (   بالنسبة2 ولالمعادلة  (y)  بالنسبة  إلى 1بالمثل  بتفاضل  طرفي  المعادلة  (

 نجد  أن Xإلى 

∂2 v
∂x2 +

∂2 v
∂ y2 =0

 توافقية  vولتكون 

fولسوف  نثبت  فيما بعد أنه  إذا  كانت ( z  فإن جميع مشتقاتها R  تحليله في (

 Rتوجد  ولتكون  متصلة  في 

إذن  الفرولض تكون غير  ضرولرية .

) صيغ ولنظريات كوشي ولبعض النتائج المتعلقة بها:-2-8(



أ/  صيغ  تكامل  كوشي  :

f    إذا  كانت  ( z aولداخله  ول c   تحليلية  على  المنحنى البسيط  المقفل (

)  فإن  1-1 تشكل( cأي  نقطة  داخل 

 F ( z )=
1

2πi
∮
c

❑ F (z )
z−a

dz→(1)

 

  في  التجاه  الموجب  (عكس  اتجاه  دولران  عقارب  الساعة  )Cحيث يعبر  

fكذلك  المشتقة   النونية   للدالة   ( z  تعطى  بالتي  :z=a عند  (

∫
❑

(n)

(a )=
n !
2πi

∮
c

❑ F (z)

(z−a)
n+1 dz → (2 ) n=1,2,3,4,……………

 A  *

C

x

y

ولذلك  n=0) عندما 2)  حالة  خاصة من النتيجة  (1       يمكن اعتبار  النتيجة (

0إذا  عرفنا  )  بصيغ  تكامل  كوشي  ولهما 2)  ول(1 تسمى النتيجتان  (1=!

ًا لنهما  يثبتان  إنه  كانت  دالة  ما  fنتيجتين   مدهشتان  جد ( z  معرفة  على (

 فإنه  يمكن  ايجاد  قيم الدالة  ولكل مشتقاتها عند كل  cمنحنى  بسيط  مقفل 

  ولبالتالي  إذا  ولجدت المشتقة  الوللى لدالة  ما لمتغير مركب أيcالنقاط داخل  

 فإن  كل  مشتقاتها Rإذا كانت  الدالة تحليلية  في  منطقة  بسيطة الترابط 

ًا Rمن الرتبة  العلى  توجد في    ولليس  من  الضرولري  أن يكون ذلك صحيح

لدولال  المتغير  الحقيقي.  
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)1-1(

 

بعض النظريات الهامة:- 

 -  نظرية  موريرا:- (عكس نظرية  كوشي) 1

f       إذا  كان   ( z   ولإذا  كانتR  في  منطقة  بسيطة  الترابط  (

∮
c

❑

f ( z ) dz=0  حول كل  منحنى بسيط  مقفل  في  R  فإن f ( z    تكون  (

 .Rتحليلية في 

البرهان  :-

∮اذا كان 
c

❑

F ( Z )dz=0 ليعتمد علي المسار c   وليلي ان F ( z )=∮
a

z

f ( z ) dzليعتمد  

aعلي المسار الذي يصل , z طالما ان هذا المسار يقع في   R

F            ولعلي ذلك نفس اسلوب الجدل الذي استخدم لحقا وليلي ان  ( z ) 

f̀ ول Rتحليلة في  ( z )=F (z) ولان F̀(z F تحليلة ايضا اذا كانت( ( z    كذلك (

R                F                       اذن  تحليلة في  ( z )   

-:متباينة كوشي  -2

fإذا  كانت   ( z  R التي  تصف  قطرها  c    تحليلية داخل ولعلى  الدائرة  (

فان a=zولمركزها  عند 

∣f n
(a)∣≤ m.n!

r n
→ (3 ) n=0,1,2,………… .

f∣ ثابت ما   بحيث  أن  mحيث   (z)∣<m  علىC أي  أن mهي  الحد  

f∣العلى لط   (z)∣ على  C 

البرهان



f(z)    ثابت ما بحيثmإذا  كان ¿m  يكون  لدينا  من  صيغ  تكامل  كوشي 

Fn (a )=
n!
2πi

∮
c

❑ F (z )

(z−a)n+1
dzn=0,1,2,3,………… ..

2π هو c ولطول المنحني  c  علي z−a∣=r∣         حيث   r يكون لدينا 

∣F (n)(a)∣=n !
2π ∣∮

c

❑ F (z )

(z−a)
n+1

dz∣≤ n!
2π

.
m

rn+1
2πr=

m.n!

rn

- نظرية  ليوفيل:-3

F     أفرض  ان: ( z ) (i Fتحليلية،   ( ( z ) (ii f∣ محددة أي   ( (z)∣<m  لثابت  ماm،  

f في  المستوى  الشامل  يتكون من ذلك  أن  zلجميع قيم   (z) يجب  أن 

تكون ثابتة  .

البرهان  :

bليكن   ,a أي نقطتين في  المستوىz أفترض أن c هي دائرة  نصف  

 )  سترى 2-1   أنظر  شكل  (bولتحيط بالنقطة a ولمركزها عند  Rقطرها 

من  صيغة  تكامل  كوشي  أن  

 F (b )−F (a )=
1

2πi
∮
c

❑ F (z)
z−b

dz−
1

2πi
∮
c

❑ F (z)
z−a

dz

¿
b−a
2πi

∮
c

❑ F (z )
( z−b )(z−a)

dz
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وللكن 

∣z−a∣=¿ r ,  ∣z−b∣=∣z−a+a−b∣≥∣z−a∣−∣a−b∣=r−∣a−b∣≥
r
2

rكبيرة  بأي  درجة  نريد بحيث  أن  ولبما  أن Rإذا  اخترنا  
2 ∣b−a∣<¿بما  أن   

F(z )<m  ولطول  المنحنى  c 2 ولهوπ i من المعلوم سابقا   أن  

∣f (b )−f (a)∣=
∣b−a∣

2π ∮
c

❑ F(z )
( z−b )( z−a)

dz ≤
∣b−a∣m(2πi)

2π( r
2 )n

¿
2∣b−a∣m

r



 

F نري ان   r  ∞→إذا جعلنا   (b )=F (a ) ,∣F ( b )−F (a)∣=0  التي  تثبت  أنf (z)  

ًا . يجب  أن  تكون  ثابت

-  نظرية  أساسية  في  الجبر:-4

           كل  معادلة  كثيرة  حدولد

 f ( z )=a0+a1 z+a2 z
2
+⋯⋯⋯+an z

n
=0  

a n≠0ذات درجة   , n≥1.  لهاجزر ولاحد على  القل

fوليترتب على ذلك  أن  ( z  من  الجزولر مع  أخذ  تكرار n هنا  بالضبط   0=(

الجذولر في العتبار 

البرهان

pإذا  كانت  (z f  ليس لهاجزر  فإن   0=( ( z )=
1

p(z    تكون تحليلية لجميع قيم(

Z ًا f∣ ولأيض (z)∣=
1

∣p (z)∣(هي  في  الحقيقية  تقترب من الصفر)تكون محدولدة ول  

f ولعلى ذلك  ينتج  من نظرية ليوفيل أن  ∞→∣z∣كما ( z pولبالتالي ( (z   يجب(

pأن تكون (z ًا أي  أن يوجد تناقض ولنستنتج  أن يجب أن يكون لها على0=(    ثابت

pالقل  جذر ولاحد ولكما يقال في بعض  الحيان أن (z    لها  على  القل صفرا(

ولاحدا  .

- نظرية جاولس�  للقسمة المتوسطة:-5

f     إذا كانت   (z) تحليلية داخل  ولعلى ا لدائرة C لتي مركزها aولنصف  

f  ، فإن  rقطرها (a) هي  متوسط قيم  الدالة f (z) على C  أي  

F (a )=
1
2π

∫
0

2π

F (a+r e iφ )dφ→(4 )

البرهان
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 من  صيغ  تكامل  كوشي

F (a )=
1

2π i
∮
c

❑ f (z)
z−a

dz    

z=a+rاولz−a∣=r∣ هي (C)فإن  معادلة   rهو cإذا كان نصف  قطر   eiφ 

)1بالتالي  تصبح المعادلة ( 

F (a )=
1

2π i
∫

0

2π
F (a+r e iφ ) ir e iφ

r e iφ dφ

¿
1

2π
∫
0

2π

F (a+r e iφ )dφ

ولهي النتيجة  المطلوبة

- نظرية  أكبر مقياس�  :6

f    إذا  كانت   (z)  تحليلية على  المنحنى المقبل Cًا   ولداخله  ولل تساولي ثابت

fبالتطابق  .فإن   (z)  تأخذع أكبر  قيمة هنا  على  C

البرهان

fبما  أن   (z)  تحليلية  أول  بالتالي متصلة على المنحنى C  ولداخله فينتج  أن  

f (z)  تأخذ أكبر  قيمة  لها لقيمة ولاحدة  على  القل  للمتغير zعلى  المنحنى 

C  أول   أن  هذه  القيمة العظمى لم  تصل إليها على  حد  المنحنى ولليكن 

m ∣Fأي  aولصلنا  إليها عند  نقطة داخلية   (a )∣=¿

)  إذا 3-1 ( انظر  شكل a ولمركزها  عند C هي دائرة  داخل C1لتكن 

Fافترضنا  ان  ( z   c1, فيجب ان توجد نقطة داخل c  ليست ثابتة داخل (

F∣ بحيث bوللتكن   (b)<m∣ أول هو نفس الشئ  ∣F (b)∣=m−∈حيث          

F∣     ولمن اتصال 0<∋ (z)∣ عند   b   نرى  أنه  يوجد  δ>0 بحيث أن

(1 )∣z−b∣<δ∣F ( z )−F (b)∣< 1
2
∈∈>0 لي



(2 )∣F(z )∣<∣F (b)∣+
1
2
∈=m−∈+

1
2
∈=m−

1
2
∈

   ،δ  ولنصف  قطرها b مركزها  عند  C2لجميع  النقاط  داخل الدائرة  

كما  هو مبين  في  الشكل التالي  

   (المنطقة  المظلة  )b ولتمر بالنقطة a  مركزها  عند  C3تنشأ  دائرة  

 )  يكونC2  المحتوى  فيPQولعلى جزء  من  هذه  الدائرة  (بالذات  الجزء 

f)    2لدينا  من  ( (z)≤m−
1
2

Fولعلى  الجزء  الباقي  من  الدائرة  يكون  لدينا    ( z )≤m  إذا   حسبنا    θ 

  ولأنه2poQ=0 نفرض  أن  opفي  عكس  اتجاه  دولران  عقارب  الساعة  من 

    فإن r=b−aإذا  كان  
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F(a+r e iφ
)dφ+¿

1
2π

∫
a

2π

F(a+r e iφ
)d φ

F (a )=
1

2π
∫
0

a

¿

   

∣F (a+r e iφ
)∣dφ+¿

1
2π

∫
a

2π

∣F (a+r eiφ
)∣dφ

∣F(a)∣≤
1

2π
∫
0

a

¿

≤
1
2π

∫
0

a

(m−
1
2

ε )dφ+
1

2π
∫
a

2π

mdφ

¿
a

2π (m−
1
2

ε )+ m
2π

(2π−a)

¿m−
aε
4π  

∣F (a)∣=m≤m−
aε
4π
ان f∣ ،  هو مستحيل  . من  هذا  التناقض  نستنتج   أن   اي (z)∣ 

 ل  يمكن  أنتصل  إلى  قيمتها  العظمى  عند  أي  نقطة  داخلية   في الدائرة

C ولبالتالي   يجب أن  تصل  إلى  قيمتها  العظمى عند  المنحنىC .  

-  نظرية  أصغر  مقياس�  :7

f    إذا  كانت   (z)تحليلية  على المنحنى  المقفل Cولداخله ول  f (z)≠0  

F∣فإن Cداخل   (z)∣ تأخذ  أصغر قيمة  على C 

البرهان

fبما  أن   (z) تحليلية  على المنحنى Cولداخله  f (z)≠0داخل Cفيلي ان –   

f (z)تحليلية داخل C ولمن نظرية  أكبر  مقياس�  ينتج أن  ∣F (z)∣ل يمكن أن  

F∣ ولبالتالي Cتأخذ  قيمتها العظمى  (z)∣ ل يمكن  أن  تأخذ  قيمتها الصغرى 

F∣  ولبالتالي بما  أن Cداخل (z)∣ لها قيمة صغرى فإن  هذه  القيمة  الصغرى 

  .Cيجب أن  نصل  إليها على المنحني



-  نظرية  المدلول  :-8

f       لتكن  (z) تحليلية  على  المنحنى C  المقفل  ولداخله  ما عدا  بعض 

 فإن  :  Cالقطاب  المحددة  داخل  

1
2π

∮
c

❑ f̀ ( z )

f ( z )
dz=N−p

البرهان

r1ليكن  , c1 دائرتين  غير  متداخلتين  يقعان  داخل C وليحيطان Z2∝ Z2 B ,

على  الترتيب فإن  :

1
2πi

∮
c

❑ f̀ ( z )

f ( z )
=

1
2πi

∮
2

❑ f̀ (z )
f (z )

d z+
1

2πi
∮
c

❑ f̀ ( z )

f ( z )
dz→(1)

fبما ان  (z) لها قطب من رتبة p عند z=∝ فان 

F ( z )=
f (z)

(z−a)
p →(2)

fحيث   (z) تحليلية  ولتختلف  من  الصفر  على  المنحني c1 ولداخله  بأخذ  

 ولبالتفاصيل  نجد  أن(z)اللوغيرثيم في  

f̀ (z )
f (z )

=
̀̀
f (z)
f (z)

−
p

z−∝
→(3)  

ولبالتالي :   

1
2π i

∫
c1

❑ f̀ (z)
f (z)

dz=
1

2πi
∫
c1

❑ f̀ (z )
f (z )

dz−
p

2πi
∫
c1

❑
dz

z−∝
=0−p=−p→(4 )

f  بما ان  ( z فان Z=B عند     n لها صفر من رتبة (

F ( z )=(Z−B)
n G ( z ) →(5)

  ولداخله  ولبأخذr1   تحليلية  ولتختلف  عن  الصفر على  المنحنى G(z)حيث  

اللوغريثم ولالتفاضل نجد أن
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f̀ ( z )

f ( z )
 ¿

n
Z−B

+
G̀ ( z )

G ( z )
→                             (6)

ولبالتالي : 

 

1
2πi

∮
f̀ ( z )

f ( z )
dz=

n
2πi

∮
r1

❑
dz

Z−B
+

1
2π i

∮
G̀ ( z )

G ( z )
dz=n→ (7)

) 7)، (4)  ،(1ولعلى  ذلك  نحصل  على  النتيجة المطلوبة  من (

f̀ ( z )

f ( z )
dz+¿

1
2πi

1
2πi

∮
C

❑

¿
 ∮

f̀ ( z )

f ( z )
dz=n−p

- نظرية رولشيه:-9

g    إذا  كانت    ( z) , f (z)  تحليليتين على المنحنى   المقفلC  ولداخله  ولإذا 

g(z∣كانت  )∣<∣f (z)∣ على C  فإن f ( z ) , f ( z )+g (z)  لها  نفس  عدد  الصفار  

Cداخل 

البرهان

fليكطططن   ( z )=g ( z )/ f (z)  بحيطططث   g ( z)=f ( z)/ g(z =g أول  باختصطططار  ( jfإذا  كطططان 

N1 ,N2   هما عدد  الصفار  داخل C للدالتين  f , f+gعلى  الترتيب  ولباستخدام 

 ينتج  أن Cحقيقة  أن  الدالتين لهما  أقطاب داخل  

  N1=
1

2πi
∮
c

❑
f̀ + g̀
f +g

dz , N2=
1

2πi
∮
c

❑
f̀
f

dz

ولبالتالي  :  

N1−N2=
1

2πi
∮
c

❑
f̀ + f̀ F+ ̀fF

f + fF
dz−

1
2πi

∮
c

❑
f̀
f

dz



¿
1

2πi
∮
c

❑ f̀ (1+F )+f F̀
f (1+F)

dz−
1

2πi
∮
c

❑
f̀
f

dz

f̀
f
+¿

¿
¿

¿
1

2πi
∮
c

❑

¿

¿
1

2πi
∮
C

❑
F̀

1+F
dz

F̀(1−f + f 2+¿ f 3+…… ..)dz

¿
1

2πi∫c

❑

¿  

  ينتج أن المسلسلة منتظمةc  علي f∣<1∣ولباستخدام الحقيقة المعطاه ولهي    

  كما هوN1=N2 ولبالتكامل حدا ينتج أن القيمة صفر ولبالتالي cالتقارب علي 

مطلوب 

 

- صيغ تكامل بواسون لنصف مستوي:-10

f        لتكن   الدالة   (z)   تحليلية  في  النصف  العلي Y للمستوى  0≤

             أي  نقطة في  هذا  النصف  العلى  ¿+ξ=ξ وللتكن zالمركب  

للمستوى فإن  :

f (ξ )=
1
π
∫
−∞

∞
nf (x )

( x−ξ)2
+n2 dx→(i)

fولبدللة   الجزءين الحقيقي  ولالتخيلي  للدالة   (ξ  (i)وليمكن  كتابة المعادلة  (

على  الصورة  
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u (ξ , n )=
1
π
∫
−∞

∞
nu(x ,0)

(x−ξ )
2
+n2 dx→(ii)

v (ξ ,n )=
1
π
∫
−∞

∞
nv (x ,0)

(x−ξ)2
+n2 dx →(iii)

 تسمى هذه  النتائج  بصيغ  تكامل  بواسون  لنصف  المستوى  ولهي  تعبير  عن

 قيم دالة  توافقية  في  نصف  المستوى العلى  بدللة  قيمها على المحور

( ( الحد  السفل

البرهان

  كنقطة داخليةξ ولالتي تحتوي علي R هو نصف دائرة قطرها   c ليكن 

  فمن صيغة تكامل كوشي ξ̀  تحتوي علي cبما أن

f (z)
z−ξ

dz ,0=¿
1
2π

∮
c

❑ f (z )
z−ξ

dz

f (ξ )=
1

2π∮c

❑

¿

ولبالتالي  نحصل  بالطرح  على  

  

f (ξ )=
1

2πi
∮
c

❑

{ 1
z−ξ

−
1

z−ξ̀ }dz
ξ

ξ−¿̀
¿

f (z)
¿
ξ

z−¿̀
¿
¿
¿

¿
1

2πi
∮
c

❑

¿

     يمكن كتابة المعادلة على الصورة ¿+ξ=ξ−¿  ,   ξ=ξأن    نفرض



ξ
z−¿̀
¿

( z−ξ ) ¿
nf (z )

¿
nf (x )

(x+ξ)2 dx+¿
1
π
∫
r

❑

¿

f (ξ )=
1
π
∫
−R

R

¿

  التكامل الخير يقترب من الصفرCهو قوس� نصف الدائرة التي حدها rحين 

    وليكون لدينا ∞→Rكما 

f (ξ )=
1
π
∫
−∞

∞
nf (x )

( x−ξ)2
+n2 dx

f وليمكن  كتابة ( x )=u ( x ,0 )+ iv(x ,0) ,  f (ξ )=f (ξ+¿ )=u (ξ ,n )+iv(ξ ,n)

فنحصل علي 

u (ξ , n )=
1
π
∫
−∞

∞
nu(ξ ,0)

(x−ξ )
2
+n2 dx

v (ξ ,n )=
1
π
∫
−∞

∞
nv (ξ ,0 )

( x−ξ )
2
+n2

dx

- نظرية  كوشي  -  جورسان:-11

f     لتكن  ( z   فإنC ولكذلك  على حدها  R تحليلية في منطقة  ما  (

∮
c

❑

f ( z ) dz=0

ًا بنظرية  كوشي  للتكامل  أول  باختصار  هذه  النظرية  الساسية  ،  ولتنتمي غالب

نظرية  كوشي  ولهي  تحقق  لكل  من المناطق  البسيطة  ولالمتعددة الترابط 
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ًل باستخدام  نظرية   جرين مع قيد  إضافي هو  أن  f̀ولقد برهنت أول (z)  متصلة 

ًا بدولن هذا القيد  الضافي  -وللهذا  Rفي     ولقد  أعطى  جورسات  برهان

السبب  فإن  النظرية تسمى في  بعض  الحيان  بنظرية  كوشي  - جورسات  

عندما نريد أن تؤكد على عدم ضرولرة هذا  القيد  .

*برهن :

∮ نظرية كوشي  
c

❑

f ( z ) dz=o  إذا  كانت f ( z f  دالة  تحليلية  ولالمشتقة  ( ( z )   

.cمتصلة  عند  جميع  النقاط   داخل  ولعلى  المنحنى  البسيط  المقفل  

الثبات

fبما  أن    ( z )=u+iv  تحليلية  ولمشتقاتها  متصلة  فإن

f̀ ( z )=
∂u
∂ x

+i
∂ v
∂ x

=¿   
∂u
∂ y

−i
∂u
∂ y

v∂وليلي  من ذلك  أن  المشتقات  الجزئية   
∂x

=
−∂u
∂ x

,
∂u
∂ x

=
∂ v
∂ yمتصلة  داخل ولعلى  

.cالمنحنى 

 وليمكن تطبيق نظرية نظرية جرين فيكون لدينا ∴

f ( z ) dz=¿

∮
C

❑

¿  
vdx+udy

∮
C

❑

(u+iv ) (dx+idy )=∮
C

❑

udx−v dy+i∮
C

❑

¿¿

−∂ v
∂ x

−¿

¿
¿ liint ¿ R ¿❑¿

 
(
∂u
∂ x

−¿
∂ v
∂ y

)dx dy=0

∂u
∂ y

¿dxdy+i liint ¿ R ¿❑¿

2)   ،  (1ولذلك  باستخدام  معادلتي  كوشي  - ريمان ( )  

باستخدام  حقيقة  أنه يمكن  تطبيق  نظرية  جرين  على  المناطق  المتعددة  

الترابط فإنه  يمكن  تعميم  النتيجة  إلى  المناطق المتعددة الترابط تحت  

والشرولط  المعطاه  للدالة f (z يلحظ  أن  نظرية  كوشي  -  جورسات  تزيل (

f̀قيد  أن   (z).  متصلة 

ج- بعض  نتائج  نظرية  كوشي:-



f       لتكن  (z)دالة  تحليلية  في  منطقة  ما بسيطة  الترابط  تحقق  

النظريات  التالية :

):-1نظرية  (

z     إذا  كانت    , a  نقطتين  فيR  فإن 

∫
a

❑

f (z ) dz

  ل يعتمد على  المسار في  الذي  يصل  النقطة

البرهان

   من  نظرية  كوشي

∫
ADBEA

❑

f ( z ) dz=0
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 أول

∫
ADB

❑

f ( z ) dz+ ∫
BEA

❑

f ( z )dz=0

  ولبالتالي

∫
ADB

❑

f ( z ) dz=−∫
BEA

❑

f ( z )dz=∫
AEB

❑

f ( z ) dz

إذن  

∫
c1

❑

f (z ) dz=∫
c2

❑

f ( z )dz=∫
a

b

f ( z )dz

):-  2نظرية  (

f     لتكن    (z) تحليلية  في  منطقة محددة  ما بمنحنيين  بسيطين  C ,C1

 )  ولكذلك  على  المنحنيين5-1 كما  في  الشكل(C الموقع  داخل C1حيث 

فإن  

c1

¿

∮
C

❑

f ( z ) dz=∮
¿

❑ f ( z ) dz



fبما أن  DEننشئ القاطع المستعرض    (z) تحليلية في المنطقة Rفمن  

نظرية كوشي

∫
DEfGEaJKLD

❑

f ( z ) dz=o

أول  

∫
DE

❑

f ( z )+ ∫
EfGE

❑

f (z ) dz+∫
ED

❑

f ( z ) dz+ ∫
DHJKLb

❑

f (z ) dz=0

بما  أن  

∫
DE

❑

f ( z ) dz=−∫
ED

❑

f ( z )dz

فإن  
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∮
c

❑

f ( z ) dz=∮
c1

❑

f ( z ) dz

أول

   ∫
DHJKLD

❑

f ( z ) dz= ∫
E fGE

❑

f ( z ) dz= ∫
EGfF

❑

f ( z ) dz

):-  3نظرية  (

b     أذا كان    , a   أي  نقطتين فيR ,F̀ ( z )= f (z)  فإن   

∫
G

b

f (z ) dz=f (b )−f (a)

  وليمكن كتابة  ذلك على  الصورة  ،  ولهي مألوفة  في  حساب  التفاضل

ًل  مث

∫
3i

1−i

a zdz

الحل

¿ 2Z2∣3i

1−i

¿2(1−i)2
−2(3i)2

=18−4 i

 ):-4نظرية (

f     لتكن   (z)تحليلية في  منطقة  ما  محددة  بمنحنيين  بسيطين  مغلقين

c , c1   حيث)c1   داخلc)  ولكذلك  على  هذين1-1 كما  في  الشكل ( ( 

المنحيين  فإن  :



∮
C

❑

f ( z ) dz=∮
C1

❑

f ( z ) dz→(6)

cحيث  يعبر  كل  من  , c1في  التجاه  الموجب  بالنسبة إلى داخلها  (عكس  

 ) تبين النتيجة  أنه إذا  أردنا  أن7-1)ول(6-1اتجاه  عقارب  الساعة في  شكل  (

fنكامل   (z) على  المنحنىc  فإنه  يمكن أن تكامل على  المنحنى c1ًل   بد

f طالما أنcمن   (z)  تحليلية  في  المنطقة  بين  المنحنين  c , c1

                                                  

  

                    

:- )5نظرية  (

f      لتكن   (z)  دالة  تحليلية  في منطقة  ما Rمحددة بالمنحنيات  

,البسيطة  الغير  متداخلة c ,c1 , c2 ,…,cn حيثc , c1 , c2 ,…,cnتقع  داخلCكما  في  

) ولكذلك على  هذه المنحنيات فإن  2-1الشكل (
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∮
C

❑

f ( z ) dz=∮
c1

❑

f ( z ) dz+∮
c2

❑

f ( z ) dz+…+∮
cn

❑

f ( z )dz →(7)

ًا للنظرية  ( ) 4تعتبر  هذه  النظرية  تعميم

) تطبيق:-2-9(

∮     أولجد  التكامل )1
c

❑
e5z

(z−1)
5 dz  حيث C  يحتوي النقطة z=1

الحل

        من صيغة  كوشي  للتكامل  مباشرة فإن :   

∮
c

❑ f (z)

(z−a)n+1
dz=

2πi
n!

f (n )(a)

f       وللكن    ( z )=e5z  دالة  تحليلية في  كل  مكان ولمشتقاتها النونية

  f (n) ( z )=(5)n e5z  فإن

∮
c

❑
e5z

(z−1)
5 dz=

2πi
4 !

(5)
4 e5

∮ أولجد  التكامل  )2
C

❑
sin z

(z−1 ) ( z−2 )
z=1,2 يحيط النقطتين  C حيث 

الحل

         باستخدام  الكسور الجزئية  :

1
(z−1 ) ( z−2 )  ¿

A
Z−1

+
B

Z−2

   ,B=1 A=−1            حيث 

            أي  أن  

∮
C

❑
SinZ

(Z−1 ) ( z−2 )
dz  ¿−∮

c

❑
SinZ

( Z−1 )  +∮
c

❑
SinZ

( z−2 )



 وليمكننا هنا استعمال  صيغة  تكامل  كوشي  بيسر تام حيث

∮
C

❑
SinZ
z−a

dz=2πif (a)

                  أي  أنّ

∮
C

❑
SinZ

(Z−1 ) ( z−2 )
dz  ¿−2πisin (1 )+2πiSin (2 )

                                 sin (2 )−sin (1)
¿2π i¿

 الفصل الثالث:المتسلسلت اللنهائية ولمتسلسلة تايلور ول

متسلسلة لورنت:-

) نظرية تايلور:-3-1(

) :-1) نظرية (3-1-1     (

f       دع   (z)  دالة تحليلية على ول داخل منحنى مغلق يسير cول دع  

 فإن:cداخل a+h,aالنقطتان 

f (a+h )=f (a )+ f̀ (a ) h+
h2

2!
̀̀
f (a )+¿ … hn

n!
f n ( a )+…

  فإن h=z−aول بالتالي z=a+hأول بوضع 

f (a)} over {2!} {left (z-a  right ) } ^ {2 } +
f ( z )=f ( a )+ f̀ (a ) ( z−a )+¿ … f n

(a)
n !

(z−a )
n
+…

البرهان

 مركزها عندc1 (أنظر إلى الشكل) يمكن أخذ دائرة  c داخل  zلكل 

 ...zول تحتوي aالنقطة  

ول بالتالي ول بتطبيق صيغة  كوشي للتكامل فإن 

f ( z )=
1
zπi

∮
c1

❑ f (w)

w−z
dω→(1)
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وللكن 

1
ω−z

=
1

(ω−a )−(z−a)
=

1
ω−a [

1

1−
z−a
ω−a ]

¿
1

ω−a [1−
z−a
ω−a ]

−1

, [ z−a
ω−a ]<1

¿
1

ω−a [1+( z−a
ω−a )+( z−a

ω−a )
2

+⋯⋯+( z−a
ω−a )

n−1

+( z−a
ω−a )

n

+
1

1−
z−a
ω−a ]

باستعمال المفكوك   

(1−z )−1
=1+z+z2

+⋯⋯+zn−1
+zn 1

1−z

                    

بالتالي:

1
ω−z

=
1

ω−a
+

z−a
(ω−a)

2 +
(z−a)

2

(ω−a)
3 +…+

(z−a )n−1

(ω−a)
n +( z−a

w−a )
n 1
w−z

→       (2)

f)) في 2ول الن بضرب (ω)) فإن :1ول استعمال الصيغة في (

2πif ( z )=∮
c1

❑ f (ω)

ω−a
dω+z−a∮

c1

❑ f (ω)

(ω−a)2
dω+⋯+(z−a)n−1∮

c1

❑ f (ω)

(ω−a)n
dω+Rn →(3)

Rn=∮
c1

❑

[ z−a
ω−a ]

n f (ω)

ω−z
dωحيث

ول باستخدام صيغة تكامل كوشي



f n (a )=
n!
2πi

∮
c1

❑ f (ω)

(ω−a)n+1
dωn=0,1,2,3,⋯⋯

) تصح 3فإن (

f ( z )= f (a )+ f̀ (a ) ( z−a )+
̀̀
f (a)

2!
( z−a)

2
+⋯⋯

=unحيث 
1

2πi
Rn

∣¿  r<1فإن c1   على الدائرةωول الن بما أن z−a
ω−a∣

ًا فإن     f∣أيض (ω)∣<m حيث  m ثابت موجب كذلك 

∣ω−z∣ ¿∣(ω−a )−(z−a)∣≥∣ω− z∣ -∣z−a∣=r 1 - ∣z−a∣

فإنc1هي نصف قطر الدائرة  r1  حيث

∣U n∣  ¿
1
zπ ∣∮

c1

❑

[ z−a
ω−a ]

n f (ω)

ω−z
dω∣≤ 1

2π∮c1

❑

[ z−a
ω−a ]

n

∣f (w)

ω−z ∣∣dω∣≤
1
2π

rn M
r1−∣z−a∣  2π r1

rn M r1

r 1−∣z−a∣

limبالتالي فإن  ¿n→∞∣Un∣=0
¿

                 

ول بذلك نكزن قد أثبتنا صدق متسلسلة تايلور

f (a ) ( z−a )+⋯⋯+¿
f n

(a)

n!
( z−a )

n
+…

F ( z )=f (a )=¿̀

 ملحظات:)3.1.2(

 يلحظ أن متسلسلة تايلور هي المتسلسلة المعتاد عليها في فك الدولال الحقيقية.1

ًا مع الكتفاء بأن   fول نحن نفس الشرولط تقريب (z)دالة حقيقية؛ لن ذلك 

 يعني ولجود كل رتب مشتقات هذه الدالة بشكل تلقائي، فحسب مفكوك

 تايلور  للدولال المركبة سيكون  نسبيها لنفس الدولال الحقيقية في صورتها

ًل: الحقيقية مث

(i )e z
=1+Z+

Z2

2 !
+⋯⋯+¿  Zn

n!
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Z=Z−¿
Z3

2 !
+

Z5

3!
+…+(−1 )n−1 Z2n−1

(2n−1 ) !
+…

(ii ) sin ¿

 Zول هذه الدولال التحليلية في كل مكان ول لذلك فليس هناك قيد على قيمة 

 .∞>∣z∣طالما كانت

 مثل أي متسلسلة ل نهائية لبد أن يكون مشاكل في مجموعها فإذا كانت.2

 محدولدة فهي متقاربة ، ول إذا كانت غير محدولدة فهي متباعد ول تسمى هذه

 المنطقة بمنطقة التقارب ، بالنسبة لمفكوك تايلور  فإن منطقة التقارب

هي نصف قطر التقارب .Rحيث  z−a∣<R∣تعطى بطط 

 فإن المتسلسلة تكون متباعدة ول علىz−a∣>R∣خارج نطاق هذه الدائرة .3

ضوء ذلك هنالك هنالك متسلسلت عليها قيود كالتي:

(1+Z )=Z−
Z2

2
+¿

Z3

3
+⋯⋯+(−1)

n−1 zn

n
+⋯⋯ ,∣z∣<1

(iii ) ln ¿

(v ) tan−1 z=z−
z3

3
+

z5

5
+⋯⋯+(−1)

n−1 z2n−1

2n−1
+⋯⋯ ,∣z∣<1

) تطبيق:-3-1-3(

f أثبت ان مفكوك         )1 ( z )= ln(1+z) حولz=0 هو 

(1+Z )=Z−
Z2

2
+¿

Z3

3
+⋯⋯+(−1)

n−1 zn

n
+⋯⋯ ,∣z∣<1

ln ¿

البرهان

باستخدام صيغة مفكوك تايلور فإن 

f ( z )=ln (1+z ) , f (0 )=ln 1=0

:ولبالتالي

f̀ ( z )=
1

1+z       ,   f (0 )=
1
1
=1  

̀̀f ( z )=
−1

(1+z )2 ,     
̀̀

f (0 )=−1



1+z ¿
3

¿
̀̀

f ( z )=¿
2!
¿

¿̀

   ,    
̀̀
̀f (0 )=2!

f n ( z )=
(−1 )n−1

(n−1)!

(1+z )n
, f n (0 )=(−1)n−1

ولبالتالي فإن 

f ( z )=f (a )+
̀f (a )

1 !
( z−a )+

̀̀
f (a)

2 !
(z−a)2+⋯⋯+

f n
(a)

n!
(z−a)n+⋯

¿ f (0 )+
f̀ (0)

1!
( z )+

̀̀
f (0)

2 !
zn

+⋯⋯+
f n

(0)

n!
+⋯⋯

¿ z−
z2

2
+2!

z3

3 !
+⋯⋯+

(−1 )n−1
(n−1)! zn

n!
+⋯⋯

¿ z−
z2

2
+

z3

3
+⋯⋯+

(−1 )n−1 zn

n
+⋯⋯

  ول لذلك فإن نصف قطر التقارب سيكونz=−1ول الن فهناك نقطة شاذة عند 

R=1 ولتكون منطقة التقارب هي∣z−0∣<1 ولبالتالي شرط التقارب هو  ∣z∣<1

 . 

f    أولجد مفكوك ما كلورين للدالة)2 ( z )=
1

1+3Z

الحل

في هذه الحالة فإن 

f ( z )=
1

1+3z
=(1+3z)−1
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¿1−3 z+9 z2
−27 z3

+⋯⋯+(−1)
n−1

(3z)n+⋯⋯

¿1−3 z+9 z2
−⋯⋯+(−1)n−1

(3)
n
(z)n

+⋯⋯

3z∣<1∣       ول شرط التقارب في هذه الحالة      

>∣z∣       أي أن    
1
3. 

) نظرية لورانت:-3-2(

) نظرية:-3-2-1      (

f    دع  (z) دالة تحليلية ول ذات قيمة ولحيدة على الدائرتينc2 ,c1ولبينها 

  (أنظر الشكل) ذول الشكل الحلقي ولالذي له المركز عند النقطةRفي 

z=aول نصف قطرc1 هو R1ولنصف قطرc2هو R2مبين الشكل فإنه  

Z=Rلكل 

f ( z )=a0+a1 ( z−a )+a2(z−a)2
+⋯⋯+

a−1

z−a
+

a−2

(z−a)
2 +⋯⋯

an=
1

2πi
∮
c1

❑ f (z )

(z−a)n+1
dz , ⋯n=0,±1±2      حيث 

R داخل المنطقة Cول المسار المغلق  اليسير 

f (ω)

ω− z⏟
dω−¿

1
2πi

∮
c1

❑ f (n)

n−z⏟
dn→(1)

f ( z )=
1

2πi∮c1

❑

¿

ول هي صيغة كوشي للتكامل مطبقة على هذا الشكل الحلقي 

) فإن:1ولبالنسبة للتكامل الولل في الطرف اليمن من (



1
ω−z

=
1

(ω−a )−(z−a)  
¿

1

ω−z [1− z−a
w−a ]

¿[ 1
ω−a ][1+[ z−a

ω−a ]+[ z−a
ω−a ]

2

+…+[ z−a
ω−a ]

n−1

+[ z−a
ω−a ]

n

−[
1

1−
z−a
ω−a ]]

¿
1

ω−a
+

z−a
(ω−a)

2 +
(z−a)2

(ω−a)
3 +⋯⋯+[ (z−a)

ω−a ]
n−1

.
1

ω−z
→(2)

∣مع الشرط المعتاد لهذا الفك ول هو أن   z−a
ω−a∣>1ًل لن  ω ول هذا حادث فع

zموجودة علي الدائرة  , c1 نقطة فيR:ول بالتالي فإن 

f (ω)

ω−z
dω=¿∮

c1

❑ f (ω)

ω−a
dω+(z−a)∮

c1

❑ f (ω)

(ω−a)2
dω+⋯+(z−a)n−1∮

c1

❑ f (ω )

(ω−a)n
dω+Rn

∮
c1

❑

¿

∮=Rnحيث    
c1

❑

[ z−a
ω−a ]

n f (ω)

ω−a
dω

ول باستعمال صيغة تكامل كوشي فإننا نصل إلى:

f (ω)

ω−z
dω=¿a0+a1 ( z−a )+⋯⋯+an−1(z−a)n−1+un →(3)

1
2πi

∮
c1

❑

¿

حيث

a j=
1

2πi
∮
c1

❑ f (ω)

(ω−a)j+1
dω, j=0,1,2,⋯⋯ , j+1→(4)

ولكذلك فإن 

un=
1

2πi
∮
c1

❑

[ z−a
ω−a ]

n f (ω)

ω− z
dω→(5)
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) فإن:1ولبأخذ التكامل الثاني في الطرفاليمن من (

−1
h−z

=
1

z−n
=¿  

1
(z−a )−(h−a)

=
1

(z−a) [1−h−a
z−a ]

h−0∣لحظ أن  
z−0∣<1  لن h  تقع الدائرةc2ولبالتالي يمكننا استخدام ، 

نفس المفكوك السابق استخدامه في التكامل الولل 

−1
h−z

=¿   
1

z−a
+

h−a

(z−a)
2
+⋯⋯+¿  

(h−a)
n−1

( z−a)
n +( h−a

z−a )
n 1
2−h

بالتالي

f (n )(n−a)

(z−a)
2 dn+¿

1
2πi

∮
c2

❑
(n−a)

n+1

(z−a)
n +vn

f (n)

z−a
dn+¿

1
2πi∮c2

❑

¿

−1
2πi

∮
c2

❑ f (n)

n−z
dn=

1
2πi

∮
c2

❑

¿

¿
a−1

z−a
+

a−2

(z−a)
2 +⋯⋯+

a−n

(z−a)
n+vn→(6)

 حيث

a−n=
1

2πi
∮
c

❑

( n−a )n−1 f (n ) dn→ (7 ) n=0,1,2,⋯⋯

vn=
1

2πi
∮
c2

❑

[ n−a
z−a ]

n f (n)

z−n
dn

) فإن 3),(6من (

f ( z )=a0+a1 ( z−a )⋯+an−1(z−a)n−1
+

a−1

z−a
+

a−2

(z−a)
2 +…+

a−n

( z−a )n
+U n+V n→(8)



Uول يبقى أن نثبت أن  n ,V n  يتلشيان عند  n→∞ول فليل من الضافات  

limالصغيرة ولإثبات أن 
n→∞

∣U n∣=0 ًا بما قمنا به في نظرية تايلور  نسبة تمام

n−a∣فإن  c1ول الن على 
z−a∣=K<1

f∣ولكذلك نعلم أن  (n)∣<m

ًا  ول أيض

∣z−n∣=∣(z−a)−(n−a)∣≥∣z−a∣−R2

ول بالتالي فإن:

∣V n∣=
1

2πi ∣∮c2

❑

[ n−a
z−a ]

n f (n)

z−n∣∣dn∣

≤
1

2π
∮
c2

❑

∣n−a
z−a∣

n∣f (n)∣
∣z−n∣

∣dn∣

≤
1

2π
kn M

∣z−a∣−R2

¿
kn M R2

∣z−a∣−R2

lim ول بالتالي فإن:   
n→∞

∣U n∣=0

 أي أن 

V     ولبالتالي  يكتمل الثبات n=0
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) ملحظات:3-2-2(

  في المركز هو الذي يسبب ذلك التغيير ولz=aولجود النقطة الشاذة عن .1
fفي حالة عدم ولجودها فإن مفكوك لورتن يصبح مفكوك تايلور لن   (z)

 ولالتي تمتد لسفل لتصبحRفي هذه الحالة تصبح تحليلية في المنطقة  
دائرة ولاحدة.

C2 بين الدائرتين  Cيمكننا التكامل على الدائرة .2 ,C1 بحيث يكون

( i ) a j=
1

2πi
∮
c1

❑ f (ω)

(ω−a)j+1
dω, j=0,1.2,…

¿
1

2πi
∮
c

❑ f (ω)

(ω−a)j+1
dω

 (ii ) a−n=
1

2πi
∮
c2

❑

(n−a )n−1 f (n )dn ,n=1,2.3                                  كذلك

¿
1

2πi
∮
c2

❑

(n−a )n−1 f ( n ) dn

 :ول هذا يجعلنا نكتب الحد العام التي

 am=
1

2πi
∮

f (z )

( z−a)
m+ 1 dz ,m=0,± ,1±2,

) تطبيق:3-2-3(

f)  أولجد مفكوك لورنت ل  1 ( z )=
e z

(z−1)z حول{ z=1 

الحل 

ًء على نظرية لورانت  فإن  بنا

f ( z )=∑
n=0

∞

an ( z−a )
n
+∑

n=1

∞ a−n

(z−a)
m

حيث 

an=
1

2πi
∮
c1

❑ f (ω)

(ω−a)n+1
dω ,n=0,1,2

a−n=
1

2πi
∮
c1

❑ f (n)

(n−a)n+1
dn ,n=1,2,3

 ω−a∣=R  c1∣حيث   



R1>R2∣n−a∣=R2

 a=1 ول هي تمثل الحالة الشاذة

f ( z )=∑
m=0

∞

an ( z−a )
n
+∑

n=1

∞ a−n

(z−a)
m

an=
1

2πi
∮
c1

❑
eω

(ω−1)n+ حيث3

ولمن صيغة تكامل كوشي

eω

(n+2)!
⌉

¿
¿

an=¿

a−n=¿  
1

2πi
∮
c2

❑
en

(n−1)
3−n dn                                                             كذلك    

n=3,4,5ول التكامل ينعدم عند  

  فإن n=1وللكن عندما تكون 

a−1=¿   
1

2πi
∮
c2

❑
en

(n−1)
2 dn

en ⌉
¿
¿
¿¿

بينما تنعدم بقيمة الحدولد فيالجزء الساسي من المفكوك ... ول بالتالي فإن :

f ( z )=
ez

(z−1)
2=

e
z−1

+
e

(z−1)
2

⏟
الططساسطططططططي الجزء

 +e[ 1
2!

+
(z−1)

3 !
+

(z−1)
2

4 !
+…+

( z−1 )
n

(n+2 )
1 +…]⏟

التحليططططططططلي الجزء

.
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حل آخر:-

z−1=4بوضع 

ez

(z−1)
2=¿  e1+ 4

u2 =
e
u2 eu

¿
e

u2 [1+u+
u2

2!
+…+

un

n !
+… ]

¿e [1
u
+

1
u2 +

1
2
+

4
3 !

+…+
un−e

n !
+… ]

مرة أخرى فإن :u=z−1بوضع   

ez

(z−1)
2=e [ 1

z−1
+

1

(z−1)2 +
1
2
+

z−1
3!

+
(z−1)2

4 !
+…+

(z−1 )n−2

n!
+… ]             n ≥1

ولهو بالطبع نفس المفكوك السابق.

)تقارب المتباعدات ول المتسلسلت:-3-3(

Z1يقال أن للمتباعدة اللنهائية ,Z2 ,⋯⋯ , Zn من العدادالمركبة نهاية zولإذا 

  بحيث :Z0 يوجد عدد حقيقي موجبεكان لكل عدد حقيقي موجب

[ zn−z .n>n0 طالما 4>[

ًا اختيار عددصحيح موجب  ول التفسير الهندسي لهذا المفهوم هو أنه يمكننا دائم

n  مهما كان كبيربحيث يكون جميع النقط Zn حيث n>Nمن هذه المتباعدة  



ًا ولكيفما يشاء  من النقطة  ًا كافي  ، إذا كانت المتباعدة ل نهائية فإن zقريبة قرب

 هذه المتباعدة لبد أن تكون ولحيدة ول المتباعدة التي يطلق عليها متباعدة تقاربية

ًا كالتي:       limول تعبر عن ذلك رمزي
n→∞

Zn=Z

  ولالمتتابعة التي ليس لها نهاية تسمي متتابعة تباعدية

     

):1) نظرية(3-3-1(

        اذا كان  

zn=xn+i yn

z=x+iy

           

limفإن       
n→∞

zn=z                

limإذا ول فقط إذا كان                      
n→∞

xn=x  , lim
n→∞

yn= y → (3 )

البرهان

ًلصحة  (-  ) فإنه لكل عدد حقيقي3) ثم نبرهن تحقيق الشرط(2نفرض أول
 بحيث n0) يوجد عدد صحيح موجب εموجب معطى (

n>n0 )xn−x+i∣طالما yn− y)∣<ε

لكن

∣xn−x∣≤∣xn−x+i( yn− y)∣

∣yn− y∣≤∣xn−x+i( yn− y )∣

ولهذا  يستنتج بالضرولرة

∣yn− y∣<ε ,∣xn−x∣<ε

) المطلوب.3 ولهذه هي الشرولط (n>n0لجميع 
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ε)  ، نعلم أنه لكل عدد حقيقي موجب معطى (3نفرض صحة الشرولط(-

n2) يوجد عددان صحيحان موجبان   , n1:بحيث

n>n1 طالما  ∣xn−x∣<
ε
2

n>n2 طالما   ∣yn− y∣<
ε
2

xn+i∣لكن yn−(x+iy)∣≤∣xn−x∣+∣yn− y∣

>∣xn−x∣ولمن ثم فإن  
ε
 ) يقال المتسلسلة ل نهائية3ول الشرط (n>n2 طالما 2

Z1 , Z2 ,⋯ , Zn   إذا مانتSعدد مركب أنها تؤولل إلى العدد Znحيث كل من ⋯,

∑=SNمتباعدة المجامع الجزئية 
n=1

Zn ,N   في هذه الحالSتقاربية ول نهايتها (⋯,1,2)

∑نقول أن مجموع المتسلسلة اللنهائية قيد البحث ول نعبر عنه  بط(
n=1

∞

zn=s( 

 حيث أنها نهائية أي متتابعة تقاربية تكون ولحيدة فإننا نستنتج أن أي متسلسلة

تقاربية ل يمكن أن يكون  لها أكثر من مجموع.

)خواص أخرى للمتسلسلت:-3-4(

∑إذا كانت المتسلسلة    -
n=1

zn  من العداد المركبةZn=Xn+iyn متسلسلة 

∑تقاربية فإن كل من المتسلسلتين  
n=1

yn ,∑
n=1

xn تكون متلسلة تقاربية ول لما
كنا نعلم أن الشرط اللزمم للتقارب متسلسلة ل نهائية حدولدها أعداد حقيقية 

 إلى الصفر عندما يؤولل إلى اللنهائية ، nهو أن تؤولل إلى الحد الذي رتبتة 
ًل من  ynفإننا نستنتج أن ك , xn تؤولل إلى الصفر عندما يؤولل إلى اللنهائية 

limإلى الصفر znولمنه تقترب  
n→∞

zn=0. 
التقارب المطلقة لمتسلسلة العداد المركبة  يستلزم بالضرولرة تقارب -

المتسلسلة نفسها.
f فإن المشتقات z0دالة تحليلية fمن المعلوم أنه إذا كانت  - n

(z) تكون 
  تحليليةf، ول في هذا الجزء سوف نثبت أنه إذا كانت nموجودة لكل قيم 

  فإنه يكون لهامتسلسلة تايلور في الصورة المركبة ول التي تحقق فيz0عند



  ، ول كذلك سوف نرى أن متسلسلة ماكلورين في الصورةz0قرص مركزها 
ln(1−z)sinالمركبة للدولال الوللية  z ,cos z , expz يمكن الحصول عليه باستخدام 

sinمعاملت متسلسلة ما كلورين لمتغيرات حقيقته للدولال  x , cos x , e8ول ذلك  
.(z) بالمتغير المركب (x)بإحلل المتغير الحقيقي  

-) نظرية تفاضل ولتكامل متسلسلة تايلور:3-4-1(

 )ول متحققة في الفرض1لتكن للدالة متسلسلة تايلور المعطاة بالمعادلة (

∣z−z0∣<Rًا للحصول على ًا حد  فإنه يمن تفاضلها حد

f̀ ( z )=∑
n=8

∞ f (n )
( z0)

(n−1 )!
( z−z0)

n−1 ,∣z−z0∣<R→(i)

∫
z0

z

f (ξ ) dξ=∑
n=1

∞ f (n)
(z0)

(n−1 )!
( z−z0)

n+1.∣z−z0∣<R→(ii)

البرهططططططططان

gليكن  ( z)=f ( z) ول حيثg تحليلية في القرص ∣z−z0∣<Rفيكون لها تمثيل  

متسلسلة تايلور:

g ( z)=∑
n=0

∞ g (n )
(z0)

n !
(z−z0)

n ,∣z−z0∣<R→(iii)

g(nولحيث أن   )
(z0)=f ( n+1 )

(z0)فإن المعادلة(iii):تؤولل إلى

z
z

f (n) (¿¿0)

(n−1)!
(z−z0)

n−1

f (n+1) (¿¿0)

n !
(z−z0)

n
=∑

n=0

∞

¿

f̀ (z )=g (z )=∑
n=0

∞

¿

) تطبيق:3-4-2(
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1 أثبت أن :)1
(1−z )2=∑

n=1

∞

n zn−1 ;∣z∣<1

الحططططططططططل                                 

fليكن                                     ( z )=
1

1−zفيكون              

f (n) ( z )=
n !

(1−z )n+1

f (n) (0 )=n! ول تكون متسلسلة ماكلورين لهذه الدالة هي

f ( z )=
1

1−z
=∑

n=0

∞

zn ,∣z∣,1

f̀ولحيث أن   ( z )=
1

(1−z)2فإن 

1

(1−z )2
= f̀ ( z )=n zn ,∣z∣<1  

) متسلسلة القوى:- 3-5(

تسمى متسلسلة معامل الصورة

a0+a1 ( z−z0 )+a0(z− z0)
2+⋯⋯=∑

n=0

∞

an(z−z0)
n →(1)

a0عدد مركب ول zحيث  (z−a)بمتسلسلة القوى في   , a1  ثوابت تسمى⋯⋯,

 تتقارب عند(1) فيسمى بمركز المتسلسلة، المتسلسلة  zبالمعاملت، أما 

z=z0ول يكون مجموعها هو القيمة a0. 

 نظرية:)3.5.1(

≠z1 تتقارب عند النقطة    (1)إذا كانت متسلسلة القوى في  - z2فإنها 
.R=(Z−Z0) حيثz−z0∣<R∣  في الفرص zتتقارب إلى قيمة

 فإنها تتباعدz2 تتباعد عند النقطة (1)إذا كانت متسلسلة القوى في  -
    .P=(Z2−Z0)حيثz−z0∣<P∣ التي تحقق zلجميع قيم  

Zعلولة على ذلك أي متسلسلة قوى تتقارب عند  -  تعرف دالة ذات±0
g(zمتغير مركب   الذي مجموع المتسلسلة فكتب:(



∣z−z0∣<R , g ( z )=∑
n=0

∞

an(z−z0)
n →(2)

البرهطططططان

  ولسوف نثبت أن المتسلسلة فيr<R>0عدد حقيقي يحقق rليكن -أ
(r  ول حيث أنR=∣z−z0∣<r تتقارب  عند كل نقطة في الفرص المغلق(

limفإن  z1المتسلسلة تتقارب عند  
n−0

an(z1−z0)
n
  ، ول بالتالي يوجد عدد0=

an(z1−z0)∣صحيح 
n∣≤1, x≥ N   فإذا ولضعنا 

M=Max-ب {1,∣a0∣,⋯∣an−1(z−z0)
n−1∣}فإن  :

∣an∣∣z−z0∣≤ M ,n=0,1,2→(3)

ولليكن لدينا متسلسلة القيمةالمطلقة

∑
n=0

∞

∣an∣∣Z−Z0∣
n
=∑

n=0

∞

∣an∣∣Z1−Z0∣
n ∣Z−Z0∣

n

∣Z1−Z0∣
n (4)

∣z−z0∣حيثK<1>0ولإذا استخدمنا الحقيق
n
/∣z1−z0∣

n
≤ r2/Rn=Kn

) نحصل على :3),(4فإنه باستخدام (

∑
n=0

∞

∣an∣∣Z−Z0∣
n
≤∑

n=0

∞

M K n
=

M
1−K

→(5)

  ول بوضعz−z0∣≤r∣) تتقارب لكل1ول هذه النتيجة تثبت لنا أن المتسلسلة (

r →R.نحصل على المطلوب أعله

ًا انه توجد قيمة z2) تتباعد عند 1نفترض المتسلسلة (-ت  z3ولنفترض أيض
 ) تقاربية، ولمن الجزء (أ)1عندها تكون المتسلسلة (∣z3−z2∣>∣z2−z0∣بحيث  

  فيzمن هذه النظرية فإنه يؤدي إلى المتسلسلة تتقارب لكل قيم 
 ولعلى ولجه الخصوص تتقارب المتسلسلة عند∣z−z0∣<∣z3−z0∣الفرص   

ول هذا يتعارض مع افتراضنا ول بهذا نثبت الجزء الثاني.z2النقطة 
-:ملحططططططوظة

 ) تتقارب1 هو أكبر عدد حقيقي بحيث أن ا لمتسلسلة في (Rإذا كان 

 هو نصف قطر التقاربR فإننا نقول أن z−z0∣<R∣ في القرضZلجميع  قيم 

  فإنناZ) تتقارب لجميع قيم 1لمتسلسلة القوى، ول إذا كانت المتسلسلة في (

 .∞→Rنضع 
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)  نظريات على متسلسلت القوى:-3-6(

):-1)  نظرية (3-6-1( 

ًا ًا في منطقة تقع تمام ًا ول مطلق ًا منتظم  تتقارب متسلسلة  قوى ما تقارب

داخل دائرة تقاربها.

∑إذا كانت متسلسلة القوى   an z
n تقاربية لكل z=z0±0 

برهن:

ًا .أ ًا مطلق ∣z∣<∣z0∣تقارب

ًا لكل|.ب ًا منتظم ∣z1∣<∣z0∣حيث   ∣z∣≤∣z1∣تقارب

البرهطططططططططططان

 

∑بما أن .أ an z0
n تقاربية فيكون lim

n→∞
an Z0

n
an∣ ول بالتالي يجعل 0= Z0

n∣<1 بإختيار n 

ًا، أي  ًا كافي >∣an∣كبيرة كبر
1

∣Z0∣
n لكل n≥Nفإن 

∑
N+1

∞

∣an Z0
n∣=∑

N+1

∞

∣an∣∣Z∣
n
≤∑

N+1

∞ ∣Z∣
n

∣Z0∣
n

  ول اختيار المقارنة بأن المتسلسلة  (أ)∣z1∣<∣z0∣وللكن المتسلسلة تقاربية لكل

ًا. ًامطلق تقاربية أي المتسلسلة المعطاة  تقاربية تقارب

Mليكن.ب n=
∣Z1∣

n

∣Z0∣
nفتكون ∑ M n  تقاربية، حيث ∣z1∣<∣z0∣(أ) ولكما في الجزء  

∣an z
n∣<M n  لكل∣z∣≤∣z1∣ ول بالتالي ،ولإختيار فايرشتراس�    M  تكون ∑ an Z

n 
ًا. ًا منتظم تقاربية تقارب

):-2) نظرية(3-6-2(
 



ًا في أي منطقة تقع بأكملها داخل.أ ًا حد  يمكن تفاضل متسلسلة القوى حد
دائرة تقاربها.

  ولاقع  بأكمله داخلCيمكن تتكامل متسلسلة  القوى على منحنى .ب
دائرة تقاربها.

ًل في أي منطقة تقع بأكملها داخل.ت  مجموع متسلسلة قوى يكون متص
دائرة تقاربها

) نظرية أبل:-3) نظرية(3-6-3(

∑لتكن  an Z
n لها نصف قطر دائرة التقارب R ول  نفرض أن z0نقطة 

 على دائرة التقارب بحيث يمكن بسهولة عمل تقسيمات لمتسلسلت قوى

أخرى.

):-4) نظرية (3-6-4     (

∑    إذا كانت  an Z
n تتقارب إلى الصفر لجميع قيم z بحيث أن ∣z∣<R

∑، ول بعبارة مكافئة  إذا كانan=0، فإن  R=0حيث   bn z
n
=∑ an Z

nلجميع 

 .an=bn فإن z∣<R∣ بحيث أن zقيم

)بعض المتسلسلت الخاصة:-3-7(

 البيان التالي يبين بعض المتسلسلت الخاصة ولكذلك منطقة التقارب لكل منها

ول في حالة  الدولال متعددة القيم فإننا نعتبر التفرع الرئيسي:

1. ez
=1+ z+

z2

2 !
+

z3

3 !
+…+

zn

n !
+…∣z∣<∞

2. sin z=z−
z3

3 !
+

z5

5 !
−… (−1 )n−1 z2n−1

(2n−1 ) !
+…∣z∣<∞

3. cos z=1−
z2

2 !
+

z4

4 !
−… (−1 )n−1 z2n−2

(2n−1 ) !
+…∣z∣<∞
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4. (1+z )=z−
z2

2
+

z3

3
−… (−1 )n−1 zn

n
+…∣z∣<1

5. tan−1 z=z−
z3

3
+

z5

5
−… (−1 )n−1 z2n−1

2n−1
+…∣z∣<1

6. (1+Z )p=1+ pz+
p( p−1)

2!
+z2+…+

p ( p−1 )… ( p−n+1 ) zn

n !
+…∣z∣<1

 الفصل الرابع: نظرية البواقي ولتطبيقاتها علي التكاملت

المحدولدة:-

) مقدمة:-4-1(

fبالنظر إلى مفكوك لورانت للدالة        (z)      :

f ( z )=∑
n=∞

∞

an(z−a)n

fحيث  (z) دالة تحليلية على ولداخل الدائرة C  إل عند النقطة z=aول التي  هي 

مركز الدائرة أيضا ول حيث 

an=
1

2πi
∮
c

❑ f (z )

(z−a)n+1
dz ,n=0,±1,±2,…

∮فإذا أردنا إيجاد 
c

❑

f ( z ) dzًا أما  ... فإن الجزء التحليلي من المفكوك يعطي صفر

ًل في صورة  الجزء الساسي فيعطي تكام

∮
c

❑
dz

(z−a)m
={2πi m=1

0m≠1

∮أي ل يبقى من هذه التكاملت إل الشامل 
c

❑
dz

(z−a)m
 ... ول هو الخاص بالمعامل

…a−1 ول لذلك فمن ولجهة نظر  التكامل ((∮
c

❑

f (z)dz فإن a−1هي المعامل  

  ول يكون الشاملresidueالباقي الوحيد في الحسابات...ول لذلك يسمى بالباقي 

كالتي:  



∮
c

❑

f ( z ) dz=2πi a−1

fول يظهر لنا اهمية إيجاد مفكوك لورانت للدالة   (z)بغض النظر عن النقطة 

ًا فيa−1بعد إيجاد المفكوك يلعب الباقيz=aالشاذة  ًا ول محوري ًا هام    دولر

∮.إيجاد قيمة التكامل   
c

❑

f ( z )dz

   قطب من رتبةz=a         فإذا كان الشذولذ من النوع القطبي فقط  أي أن

m فإن مفكوك لورانت حول النقطة z=a:يعطي الصورةالتالية

f ( z )=
a−m

(z−a)
m+⋯+

a−1

z−a⏟  +a0+a1 ( z−a )+⋯⋯

ًا أن عدد الحدولد في الجزء الساسي تساولي رتبة هذا  ولهذا شيء أشرنا إليه سابق

(z−a)القطب ، ول الن بالضرب في 
m:فإن 

( z−a )m f ( z)=a−m+a−(m−1 ) ( z−a )+⋯+a−1(z−a)
m−1

+a0( z−a)
m
+…  (1)

)ولهي تمثل مفكوك تايلور للدالة التحليلية   z−a )m f ( z) حول نقطةz=aولبتفاضل  

m−1)العلقة   مرة فإننا نحصل على:(1)(

dm−1 z
d zm−1 ( (z−a )m f (z))=(m−1 ) !a−1+m (m−1 ) …2a0 ( z−a )+…

 فإن: z→aول عند أخذ النهاية 

m) من رتبةz=aأي أن في حالة ولجود قطب عند     فإن:(

 a−1=
1

(m−1 ) !
lim
z→a

dm−1

d zm−1
( z−a )m f ( z)

 ول من أهم التطبيقيات التي يمكن أن تستفيد بها من نظرية الباقي هو حساب

 بعض التكاملت المحدولدة، ولالتي كانت تمثل صعوبة أول حتى مستحيلة  الحل في

Rول  يتطلب التطبيق شرولط خاصة سيتم ذكرها، وللكن بشكل عام لبد من أن  
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fتنطبق نظرية  الباقي على دالة مختارة بدقة  (z)ول  على مسار مغلق مختارة  

 .Contourبعناية ولخبرة

:-The residue The Orem) نظريةالباقي 4-2(

fإذا كانت  (z)  دالة تحليليةعلى ول داخل منحنى مغلق يسير cباستثناء 

aعدد محدولد من النقاط ول ليكن ,b , c  ول التي لها البواقيc  داخل ⋯,

a−1 , b−1 , c−1  على الترتيب فإن:⋯⋯,

∮
c

❑

f ( z ) dz=2πi {a−1+b−1+c−1+…}

¿2πi∑ residuesof interior singuler points.

الثبات

بالنظر إلى الشكل

,c1ولبأخذ المسارات الدائرية   c2  ول التي مركزها هو النقاط الشاذة كما موضح⋯,

فإن: بالشكل

∮
c

❑

f ( z ) dz=∮
c1

❑

f ( z ) dz+∮
c2

❑

f ( z ) dz+∮
c3

❑

f (z ) dz+…→(1)



∮وللكن
c1

❑

f ( z ) dz=2πi a−1     

∮
c2

❑

f ( z ) dz=2πi b−1

∮
c3

❑

f ( z ) dz=2πi c−1

a−1ول هكذا ....حيث  , b−1 , c−1  هي البواقي كما قدمنا للنظرية ولبالتالي فإن : ⋯⋯,

∮
c

❑

f ( z ) dz=2πi [a−1+b−1+c−1+… ]

¿2πi [∑ of resydues ]

-:(حسابات المتبقيات ( الرولاسب (4-3)

 يكون حساب مفكوك لمتسلسلة لورانت عملية مضنية، ول حيث أن

  في مفكوك لورانت فإننا نبحثa−1  يحتوي على معاملz0المتبقي عند

عن طريقة لحساب المتبقي عن بعض المعلومات حول طبيعة المتبقي عند

z0.

  فإن تعرف أنz0 نقطة شاذة مزالة عند fإذا كان للدالة 

n=1,2,⋯ ول z−n=0 ول على ذلك إذا كانت z0 نقطة شاذة مزاله فإن Res

[ f , z0 ]=0

) نظرية  متبقيات القطاب:-4-3-1(

i
  فإن: z0 قطب  بسيط عند f إذا للدالة ¿

Res [ f , z0 ]= lim
z→z0

( z−z0 ) f ( z ) →(1)

ii
    فإن:z0 عندK قطب من الرتبةf اذا كان للدالة ¿
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Res [ f , z0 ]=lim
z→z0

1
(k−1 )!

( z−z0 )
k f ( z )(2)

البرهططططططططططططان 

 i
قطب بسيط فإن:z0 إذا كان  ¿

f ( z )=
a−1

z−z0

+a0+a−1 ( z−z0 )+…

  فنحصلz→z0ولتأخذ النهاية عندما  (z−z0)ول إذا ضربنا الطرفين في  

على: 
¿

a−1+a0 ( z−z0 )+a−1 ( z−z0 )
z
+…=a−1

¿
¿
¿

( z−z0 ) f ( z )=lim
z→z 0

¿

lim
z→z0

¿

=Res [ f , z0 ]

 ii
  علىf  فإنه يمكن كتابة الدالة K قطب من الرتبةz0 إذا كان ¿

الصورة:

f ( z )=
a−k

(z−z0)
k +

ak+1

(z−z0)
k−1 +…+

a−1

z−z0

+a0+a1+( z−z0 )
2
+…

(z−z0)بضرب طرفي المعادلة في   
k  يتم إجراء التفاضل(k−1)من 

المرات نحصل عليه:

dk−1

d zk ( z−z0 )
k
f ( z )=(k−1 ) !a−1+k !a0 ( z−z0 )+

(k+1 )!
2

a1 ( z−z0 )
2
+…

→zول بأخذ النهاية عندما   z0:نحصل على  

lim
z→z 0

( z−z0 )
k f ( z )=( k−1 ) ! (k−1 )! Res [ f , z0 ]

ولبهذا يتم برهان النظرية. 



) تطبيق:-4-4(

∮ أولجد )1
c

❑
z2

−2z

(z+1 )
2 ( z2

+4 )
dz حيث c يحتوي z=±2i , z=−1

الحل

ًا لنظرية الباقي فإن: طبق

∮
c

❑
z2

−2z

(z+1)2 ( z2
+4 )

dz=2πi [ R1 +R2+R3 ]

 ول بالتالي:z=−1 يوجد قطب من الرتبة الثانية عند (i)حيث 

R1=
1
1!

lim
z →−1

d
dz

( z+1 )2 z2
−2z

( z+1 )
2 ( z2

+4 )

¿ lim
z→−1

( z2
+4 ) (2z−2 )−(z2

−2z) (2z )

( z2
+4 )

2

¿−
14
25

 (ii) يوجد قطب من الدرجة الوللى عند z=+2 i : ول بالتالي

R2= lim
z→z !

( z−2i ) z2
−2z

( z+1 )2 ( z+2i ) ( z−2i )

¿
7+ i
25

(iii) يوجد قطب من الدرجة الوللى عندz=−2i:ولبالتالي 

R3= lim
z→2 !

( z+2i ) z2
−2z

( z+1 )2 ( z+2i ) ( z−2i )
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¿
7−i
25

=Ŕ2

ولبالتالي فإن :

∮ z2
−2z

(z+1 )
2 ( z2

+4 )
dz=2πi [−14

25
+

7+ i
25

+
7−i
25 ]

¿2π i
−14+14

25
=0

 ملحظات:-)4.4.1(

∮- إذا كان المطلوب  1
c

❑
z2

−2z

(z+1 )
2 ( z2

+4 )
dz  حيث c يحتوي فقطz=−1 

ول يكون التكامل:R2فإننانحسب فقط  

∮
c

.
z2

−2z

(z+1 )2 ( z2
+4 )

dz=2πi R1

¿2π i(−14
25 )=−28πi

25

 فقط فإن:z=±2i تحتوي النقطتين cول إذا كانت 

∮
c

❑
z2

−2z

(z+1 )
2 ( z2

+4 )
dz=2πi [ R2+R3 ]=2πi [ 14

25 ]
¿

28πi
25

∮- أحسب  2
∣z∣=1

❑

sin
1
z
dz

الحططططططططل

   ول هيessential نقطة شاذة من النوع الساسي z=0في هذه الحالة فإن 

...  ولبالتالي z∣=1∣داخل المسار 



∮
∣z∣=1

❑

sin
1
z
dz=2πiR

sin نقوم بحساب مفكوك لورانت للدالة Rليجاد 
1
z

sin
1
z
=

1
z
−

1
3 !

.
1

z3
+

1
5 !

1

z5

  ولبالتالي:R=a−1=1ول هي جزء أساسي فقط ول نجد منها أن 

∮
∣z∣=1

❑

sin
1
z
=2πi

∮- أولجد 3
c

❑

( z−3 )sin
1

z+2
dz حيث c يحتوي النقطةz=−2

الحطططططل

  ول بالتالي :c المحتواة داخل z=−2توجد نقطة شاذة اساسية عند

∮
c

❑

( z−3 )sin
1

z+2
dz=2πiR

ًل مفكوك لورانت للدالة Rول ليجاد  sin(z−3) نوجد أول
1

z+2حول النقطة  

z=−2:كالتي                

                (z−3)sin
1

z+2
=(U−5)sin

1
u

z+2=u

بوضع 

¿(u−5)[ 1
U

−
1

3 !
1

U 3
+

1
5 !

1

U 5
−…]

❑

¿[1− 1
3 !

1

U2
+

1
5 !

1

U5
−…−

5
u
+

5
3 !

1

u3
−

5
5 !

1

u5
−⋯]

 R=a−1=−5ولبالتالي فإن 

أي أن
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( z−3 ) sin
1

z+2
dz=2πi (−5 )=10πi

¿

∮
c

❑

¿

∮ول يلحظ أن 
c

❑

(z−3)sin
1

z+2
dz=0 إذا كانت z=−2 خارجCًا  تذكر ذلك دائم

ًا. فنظرية كوشي جاهزة للتطبيق دائم

∮-  أولجد     4
∣z∣=π

❑

sec zdz

الحططططل

secنعلم أن       z=
1

cos z

=Z تعطي       cos¿0ولأن 
π
2

(2k+1 ) ,K=0,±1,…

=z هو z∣=π∣ول بالتالي فإن القطب الوحيد المحتوي داخل 
π
  ول هو قطب2

يسير ول بالتالي : 

R= lim
z→

π
2

[ z−π
2 ] 1

cos z

¿ lim
z→

π
2

1
−sin z

 R=−1بتطبيق قاعدة لوبتال 

أي أن

∮
∣z∣=π

❑

sec zdz=−2πi

f-  أولجد متبقي  الدالة      5 ( z )=
π cot(πz)

z2   عند z0=0

الحططططططططططل



fنكتب الدالة على الصورة    ( z )=
πcot(πz )

z2:ول حيث أن  z2sin(πz   لها صفر من(

 z0=0 لها قطب من الرتبة الثالثة عند  f   فإننا نرى أن  z0الرتبة الثالثة عند

ول بالتالي فإن:

Res [ f ,0 ]= 1
2 !

lim
z→0

d2

d z2 πzco t (πz)

¿
1
2

lim
z→0

d
dz

(π cot (πz )−π 2cos ec2
(πz ))

¿
1
π

lim
z→0

[ πzcost (πz )−1 ]cosec 2
(πz )

 
π 2 z cos

πz−¿ sin πz

sin3 . πz
¿ π2 lim

z→0
¿

باستخدام قاعدة لوبتال نحصل على : 

Res [ f ,0 ]=π2 lim
z→0

−π 2 Z sin πz
3π sin2 (πz ) cos (π z )

¿
−π2

3
lim
z→ 0

πz
sin(πz )

. lim
z→0

1
cos(πz )

¿
−π2

3

f- حلل:                     6 ( z )=
z2

+3z+2

z2
(z−1)

   إلى الكسور الجزئية: 

الحططططططل

        بحساب المتبقيات: 

Res [ z f (z ) ,0 ]=lim
z→0

z2
+3Z+2
Z−1

=−2
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Res [ f ,0 ]=lim
z →0

d
dz

z2
+3z+2
z−1

=−5

Res [ f ,1 ]=lim
z→1

z2
+3z+2
z−1

=−6

ولعلى ذلك فإن:      

A=−2 ,B=−5,C=6

فيكون :    

z2
+3z+2

z2 ( z−1 )
=

−2
z2 −

5
z
+

6
z−1

 Application on Definite) تطبيقات في التكامل المحدولد 4-5(

integrals-:

∫),  F(x)  تكاملت على صورة    4-5-1       (
−∞

∞

F ( x ) dxدالة نسبية في هذه 

∮الحالة أحسب التكامل 
c

❑

f ( z ) dz على المسار المغلق المبين في الشكل 



                                                            

9-1الشكل ( )

ًا ول مهارة ليجاد التكامل على المسار      Γول يتطلب المر بالنسبة للشكل حذف

∞→R عندما

):1 نتيجة ()4.5.1.1

من الشكل أعله :-  

f∣إذا كانت  (z)∣≤
M

Rk   لط Z=R ei θحيث  M , K>1 : ثابت فإن  lim
R→∞

∫
Γ

❑

F (z ) dz=0 

على نصف قطر الدائرة المبينة في الشكل أعله.

                              الثبطططططططططططططططططططات

∣∫
Γ

.

f ( z ) dz∣≤∫
Γ

.

∣f (z )∣∣dz∣

≤∫
Γ

❑
M
Rk

∣iRe iθdθ∣

¿
M

Rk
πR=

πM

Rk−1

فإن  K>1فإذا كانت  

lim
R→∞∣∫Γ

.

f ( z )dz∣=0

        ولبالتالي:
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lim
R→∞

∫
Γ

❑

f ( z )dz=0

)  تكاملت على صورة4-5-2(

θ
sin θ ,cos¿dθ

¿
G ¿

∫
0

2π

¿

()G  حيث 

sinθ   دالة نسبية في  cosθ:

) 10-1    في هذه الحالة نستعمل المسار المغلق الموضح بالشكل (

                                                   

 

ول بالتالي

 فإن 

z=e iθ ول تتكون sin θ=
z−

1
Z

2 !



¿cosول كذلك 
z+

1
z

2
ًا dz=iz ول أيض dθ

∫ ولبالتالي نحسب التكامل 
c

.

f (z ) dz.بنظرية الباقي 

∫) تكاملت في صورة 4-5-3(
−∞

∞

(Dr cosmx
sin mx ). F ( x ) dx حيث F(x:دالة نسبية   (

 ) ول تكامل الدالة1-1 الذي في الشكل (Cفي هذه الحالة نأخذ المسار

F ( z ) eimz dzعلىC) ًا مشكلة  التكامل    ولنتيجة  )  تواجه  هذه1 ننتظر  طبع

المشكلة  .

 نتيجة : )4.5.3.1

F∣إذا كانت  (z)∣≤
M

Rk
, k>0 علىM , Z=ℜ

iθ ثابت فإن 

lim
R→∞

∫
Γ

.

F (z ) e imzdz=0

الثبطططططططططططات

Z=ℜفإن Γعلى   
iθ ول بالتالي 

∫
Γ

.

e imz F ( z ) dz=∫
0

π

eℑR eiθ

f (Re iθ) iR eiθ dθ

ول بالتالي 

∣∫
0

π

eℑRe iθ

F (R eiθ ) iRe iθdθ∣≤∫
0

π

∣eℑR eiθ

∣∣f (Re iθ )∣∣iRe iθ∣dθ

≤
M
Rk∫

0

π

∣eimR (cosθ+i sin θ )∣Rdθ
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¿
M

R k∫
0

π

∣e imR cosθ∣⏟
1

∣e−mR sinθ∣Rdθ

 ¿
M

Rk−1∫
0

π

e−m R sin θdθ

 ¿
2M
Rk−1∫

0

π
2

e−m R sin θdθ

sinول ذلك لن  (π−θ )=sin θ ول متماثلة حولة π
) فإن 12-1 ول بالنظر للشكل (2

2θ
π

≤ sin θ ,0≤θ≤
π
2

 



ولبالتالي: 

    فإن  

2M
R k−1∫

0

π
2

e−mR sinθ dθ≤
2M
Rk−1∫

0

.

e
−mR (2

θ
π )

dθ

¿
2M
R k−1

−π
2mR

e
−2mR

θ
π∣0

π
2

¿
−Mπ

mR k
(e−mR

−1 )

 ¿
Mπ ( 1−e−mR )

mRk

∞→Rولالن عندما 

lim
R→∞∣∫Γ

.

eimz F ( z )dz∣=0

ول بالتالي 

        فإن

lim
R→∞

∫
Γ

❑

eimz f ( z )dz=0

لحظ أنه للستفادة من العارض السابق فلبد من إثبات أن :

∣F (z)∣≤
M

Rk
, k>0   علىΓ

) تطبيق:-4-5-4 (

∫        أولجد:)1
−∞

∞
dx

(1+x2 )
2
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الحل

) فإن 1-1باستعمال نفس المسار المغلق في الشكل (

∮
c

.
dz

(1+ z2 )
2 =∫

−R

R
dx

(1+x2)
2 +∫

Γ

.
dz

(1+ z2 )
2

)ول الن فإنه على  z=Re iθ)

∣f (z)∣=
1

∣1+ z2∣
2
=

1

∣1+R2 e2iθ∣
≤

1

(∣R2 e2iθ∣−1 )
2

¿
1

(R2
−1 )

2

1وللكن      

R2
−1

<

4
3

R2

                                                                               إذن

  1

(R2
−1 )

2
<

16
9

R4
=

M

RK
,K>1

ولبالتالي فان

lim
R→∞∣∫Γ

.
dz

(1+z2 )
2∣=0

أي أن                                                                                     

                     lim
R→∞

∫
Γ

.
dz

(1+z2 )
2 =0

∮
C

❑
dz

(1+ z2 )
2 =∫

∞

∞
dx

(1+x2 )
2



¿2πi [∑ Ri]

ول بالتالي فإن z=iول الن عندها قطب من الرتبة الثانية عند 

R=lim
z→i

d
dz

( z−i )2
1

(1+z2 )
2

¿ lim
z→ i

d
dz

1

( z+ i)2

¿ lim
z→ i

−2 ( z+i )

( z+ i)4

¿
−2

(2i )3
=

−1
4i (−1 )

=
1
4i

ول بالتالي فإن :

dx

( 1+x2 )
2 =¿2πi [ 1

4i ]=π
2

∫
−∞

∞

¿

∫ أحسب :           )2
0

2π
dθ

2+sin θ

الحل

 كلنا نعلم التعويضات المشهورة لمثال هذا التكامل.....،  دعنا نرى كيف تسير

فإن:  z∣=1∣المور باستعمال نظرية الباقي باستعمال المسار الدائري  

dθ=
dz
iz

, sinθ=

z−
1
z

2i
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 ول بالتالي فإن 

dθ
2+sinθ

=

dz
iz

z−
1
z

2+2i

=
2idz

4i+ z−
1
z

.
1
iz

¿
2dz.z

z2
+4iz−1

.
1
iz

¿2
dz

z2
+4iz−1

z2وللكن  
+4iz−1=0 تعطي الجزرين [Z=(−2±√3 )i   ول  العبرة بالذي داخل المسار[

Z=(−2±√3ولهو  )i ول بالتالي فإن1>∣3√+2−∣ حيث   :

∫
0

2π
dθ

2+sin θ
=∮

c∣z∣=1

.
2dz

z2
+4iz−1

¿2πi (R )

حيث 

R= lim
z→(−2+√3 )i

z− (−2+√3 ) i )2

z− (−2+√3 )i ) (z− (−2−√3 )i )

¿
2

(−2+√3 ) i+ (2+√3 )i

¿
2

2√3 i

ول بالتالي فإن:

∫
0

2π
dθ

2+sin θ
=2πi

2
2√3i

¿
2π

√3

ول على القارئ أن يعلم أن التكامل 



∫
0

2π
dθ

2+sin θ
=

2π

√a2
−b2

, a>∣b∣

ول يمكنه محاوللة إثبات ذلك بشكل عام.

∫أثبت ان                )3
−∞

∞
cos mx
1+x2 dx=π e−m

الثبطططططططات

∫ليجاد 
−∞

∞
cos mx
1+x2 dx=π e−m نلحظ أن   f ( z )=

1

1+x2ًا ول    تم التعامل معهاسابق

: بالتالي فإن

lim
R→∞

∫
Γ

.

F (z)e imzdz=0

ولبالتالي 

 فإن: 

∫
−∞

∞
cos mx
1+x2 dx= lim

R→∞
∫
Γ

.
eimz

1+x2 dz

fوليوجد قطبان للدالة   (z) عند z=+i ول عندz=−i   ول العبرة بالولل فقط 

: ولبالتالي فإن

R= lim
z→i

( z−i ) e imz

( z−i ) ( z+i )

¿
e−m

2i

ول بالتالي 

∫
−R

R
e imX

1+x2 dx+∫
Γ

.
eimz

1+Z2
⏟

0

dz=
e imz

2i
(2πi )
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   فإن:∞→Rٌولبأخذ 

∫
−∞

∞
cos mx
1+x2 dx+i∫

−∞

∞
sin mx
1+ x2 dx=π e−m

ول بالتالي نحصل على 

∫
−∞

∞
cos mx
1+x2 dx=π e−m

 ول أيضا

ً ∫
−∞

∞
sin mx
1+x2 dx=0

) تكاملت ولمسارات مغلقة مشهورة:-   4-5-5(

∫)  أولجد تكامل    4-5-5-1     (
0

∞
sin x

x
dx

الحطططططططططل

sinلحظ أن المسار ل نهائي ول أن  x
x دالة زمولجية  ولبالتالي   

∫
−∞

∞
sin x

x
dx=2∫

0

∞
sin x

x
dx

∫
0

∞
sin x

x
dx=

1
2

lim
R→∞

∫
−R

R
sin x

x
dxان اي

ول بالتالي فالمسار نصف الدائري يصلح لذلك ول لكن هنالك مشكلة تواجه 

تقع المسار Z=0تطبيق هذا المسار ول ي أن النقطة الشاذة (المزالة) 

 لذلك يتم عزل هذه R   إلى Rالحقيقي من –

 ول بالتالي يصبح المسار كالتالي ́∋=∣z∣النقطة بنصف دائرة 



)12-1الشكل (

∮ولبالتالي فإن 
c

.
eiz

z
dz=0لن    (Z=0 نقطة خارج المسار المغلق C:ول بالتالي  

∫
−R

−ϵ
e ix

x
dx+∫

y

.
eiz

z
dz+∫

ε

R
e ix

x
dx+∫

Γ

.
e iz

z
dz=0

وللكن

e iX

X
⌉

¿
¿ X →−X

¿
¿

∫
−R

−ε

¿
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ولبالتالي فإن

∫
ε

R
e ix

−e−ix

x
dx+∫

y

.
e iz

z
+∫

Γ

.
e iz

z
dz=0

أي أن

2i∫
ε

R
e ix

−e−ix

x
1
x

dx+∫
y

.
e iz

z
dz+∫

Γ

.
eiz

z
dz=0

أي أن

2i∫
ε

R
sin x

x
dx+∫

y

.
eiz

z
dz+∫

Γ

.
e iz

z
dz=0→(1)

ول لكن  

lim
R→∞

∫
Γ

.
e iz

z
dz=0

لن

∣f ( z )∣=∣1z∣=
1
R

z=ε  ....أي أن z∣=ε∣ول الن على نصف الدائرة  الصغرى  e iθ فإن  

∫
y

.
e iz

z
dz=∫

π

0
eiε e iθ

ε e iθ ∈ ie iθdθ

εول بأخذ النهاية     فإن 0→

lim
ε→ 0

∫
y

.
e iz

z
dz= lim

ε→ 0
∫
π

0
e iε e iϑ

1
idθ

¿ i∫
π

0

(1 ) dθ

¿ i(0−π )

¿−iπ

∞→R) ول أخذ 1 ول بالتالي نحصل بالتعويض  في ( ;ε→0 على 



2i∫
0

∞
sin x

x
dx−πi+0=0

أي أن

∫
0

∞
sin x

x
dx=

π
2

) ملحظة:4-5-5-2(

)  يعطينا فكرة عن كيفية التصرف إذا ولجدت نقاط شاذة 1-5-5-4    من (

على المحور الحقيقي، فنقوم بعزلها بأنصاف دائرة  ثم نحاولل إيجاد قيمة 

التكامل على هذه المسارات الفرعية ول نأخذ النهاية عندما تؤولل أنصاف 

القطار إلى الصفر.
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الخلصةة:

تعرف الباحثون من خلل هذا البحث للنقاط التالية:

  عن طاريق معادلتي كوشي ولريمان عرفنا كيفية معرفة-1

الدالة إذا كانت قابلة للشتقاق أم ل .

  من خلل معادلتي كوشي ول ريمان توصةلنا إلى  أنه إذا-2

كانت الدالة تقبل الشتقاق فهي إما تحليلية أول غير تحليلية.

  عن طاريق متسلسلت  تايلور ولماكلورين توصةلنا إلى-3

نظرية الباقي 

  تعتبر معادلة كوشي  ولريمان من ابسط المعادلت  في-4

التحليل المركب.



       Conclusion:

       Researchers know through this research the following points:

1. Using equations Cauchy and Riemann knew how to tell the 

function if they are derived or not.

2. Through Riemann equations Kochi and we reached that if the 

function accepts derivation are either analytical or non-analytical.

3. Using Markov Taylor and Maclaurin reached remainder theorem

4. Cauchy and Riemann equation is one of the simplest equations 

in the composite analysis.
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