
  الفصل الثالث
  توزیعات العائلة الأسیة

  :التوزیــع الطبیــعــي  3-1
  

عام  )De-moiver( یعود الفضل في اكتشاف هذا التوزیع الي العالم الریاضي الأنجلیزي دي مویفر         
م، وكان اول من استخدم التوزیع الطبیعي في دراسه الاخطاء المحتمله في القیاس لكل من العالمین 1733

حتمالي مستمر كثیر الانتشار وفي نظریه الإحتمالات هو توزیع إ.م 1890س وكاوس عام الریاضیین لابا
  .المتغیرات العشوائیه التي تمیل الي التمركز حول نقطه متوسطه وحیده فوالاستعمال وغالبا ما یستخدم لوص

یه اذا انه یستخدم علي نطاق واسع ویعد التوزیع الطبیعي من اهم التوزیعات من الناحیتین النظریه والتطبیق
ووصف متغیرات الأوزان حصر ي سبیل المثال الفي وصف عدد كبیر من الظواهر الطبیعیه ،منها عل

  .نتاج،قیاس مستوي الذكاء وضبط جوده الإطوال ،الأ
(  یتوزع وفق التوزیع الطبیعي بوسط حسابي) (xفتراض أن لدینا متغیر عشوائي متصل ولیكن وبإ          

 ( وتباین)2(فان داله التوزیع الاحتمالي له تأخذ الشكل التالي،: -  
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  :حیث 

2.71828e   
 = معلمات التوزیع الطبیعي.  
 = 3.14159(الثابته والتي تساوي النسبه التقدیریه.(  
 
 
 

  - :وغالبا ما یعبر عن التوزیع الطبیعي بالأتي
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)وهذا یعني ان المتغیر العشوائي  )x یتوزع وفق التوزیع بالمعلمتین( ) 2( )  
  - :للتوزیع الطبیعي نتبع الخطوات التالیهولإیجاد الوسط الحسابي

 

 :نفترض ان 
xy 



 
 

  : تحصل عليومنه ن
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  :نحصل علي)3- 2(بالمعادله وبتعویض العلاقه 
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2(وباضافه وطرح 2t( اعلاه نحصل علي الاتيفي العلاقه:  
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 - :وبما أن
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  -:وبالتعویض عنها في العلاقه أعلاه نحصل علي 
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)عندماوهذه تمثل الداله المولده للعزوم ،وبایجاد المشتقه لها  0)t  علي ،نحصل:-  
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2 0(0) (0)xM e       
 

،وبایجاد المشتقه الثانیه للداله نحصل علي العزم الثاني وكما ) µ(وبذلك نكون قد اثبتنا أن الوسط  للتوزیع هو
  -:یلي 
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 - :ومن العلاقه التالیه نحصل علي التباین للتوزیع ،وكما یلي 
  

 2''var( ) (0) ' (0)x xx M   
 

2 2 2 2( ) (3 5)         
 :ومن خصائص هذا التوزیع مایأتي 
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 - :نحسب الأتي ) 1(ولإثبات الخاصیه 
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 - :)2(وبنفس الطریقه یمكن أثبات الخاصیه 
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  :نحتاج الي بعض المعلومات عن التكامل بالتجزئه لغرض اكمال البرهان ،ومنه نحصل علي الأتيوهنا 

   2 22 2var( ) ( ) ( ) 1 0 1z E z E z       
 

Z(0,1)بالرموز zومن ثم یعبر عن توزیع المتغیر Nویعني أن المتغیر العشوائيx 

  ) .1(وتباین ) 0(یتبع التوزیع الطبیعي بمتوسط 
)إن منحني داله الكثافه الإحتمالیه -3 )f x ویكون متماثل )الجرس(للتوزیع الطبیعي یشبه شكل الناقوس ،

  - :، والشكل التالي یوضح ذلك ) µ=x( حول المحور الراأسي، المار بالنقطه 
  

)ه یتقارب طرفا منحني داله الكثاف -4 )f tمن الصفر أي: -  
  

lim ( ) lim ( ) 0f x f x  
  - :المساحه تحت منحني التوزیع تساوي الواحد الصحیح ،أي أن -5

( ) ( ) 1p x f t dx




    

  
 

  - :إن الوسط الحسابي والوسیط والمنوال للتوزیع الطبیعي متساویه دائما ،أي ان - 6
( ) ( )X Median Me Mode M   

)یهتمتلك داله الكثافه الإحتمال -7 )f t توزیع الطبیعي نقطه إنقلاب عند النقطتین لل,X X        
 

  :التوزیــع الأســي 3-2



التوزیع الأسي هو من التوزیعات المتصله ،وهو یستخدم بكثیر من المجالات نذكر منها علي سبیل المثال 

)دراسه طول حیاه ماده مشعه ،واذا كان  )xع الأسي فإن داله كثافه إحتماله تأخذ متغیرا متصلاً یتبع التوزی
 - :الشكل التالي 
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0 x   
0  
  -:ویمكن إثبات أن الداله المولده للعزوم حول الصفر هي 

1( ) (1 ) (3 9)X sM s      
  - :والتي یمكن أن تفك كما یلي 

2 2 3 32 6( ) 1 ...
1! 2! 3!X
s s sM s   

    
 

  - :ومنها نستنتج أن 
  :يالوسط الحساب

1   
  :التباین 

2
2   

  - :أما معاملات الإلتواء والتفرطح لهذا التوزیع فهما علي الترتیب 

1 4B   
2 9B   

)ویمثل التوزیع الأسي حاله خاصه من توزیع قاما عندما تكون , 1)   .  
  .حاله خاصه من توزیع ویبل ، وهو توزیع له تطبیقات مهمه في دراسه المأمونیه كما أنه یمثل 

خدم دوال من جه الریاضیه ،لذلك كثیرا ما نستلوالتوزیع الأسي من ابسط التوزیعات الإحتمالیه من حیث المعا
  .لبعض المتغیرات العشوائیه في بعض التطبیقات الإحصائیه متغیرات أسیه كتقریب

)التوزیع الاحتمالي للمتغیروداله  )x ذو التوزیع الأسي هي:-  
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1عندما  : -  
( ) (1 )xf x e   
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  -:هي والداله الممیزه للمتغیر ذوالتوزیع الأسي 
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  -:والداله المولده لعزوم التوزیع هي 
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!هو معامل المفكوك  rوالعزم الرائي حول الصفر 

r
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  - :في المفكوك السابق 
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  - :والتوقع 
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  - :والتباین 
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  - :والعزمین الثالث والرابع 
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  - :هي والداله المولده للعزوم المركزیه 
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المجالات التطبیقیه لنظریه تعتبر القوانین الإحتمالیه للتوزیع الأسي ذات أهمیه كبیره في الكثیر من 

نماذج العملیه كحاله وبعد أحداث تقع لحالات أو الأحتمالات ، هذه القوانین یمكن أن تصف العدید من ا
عشوائیا في الزمن مثل ورود عدد من المكالمات التلفونیه علي لوحه استقبال الهاتف لفتره زمنیه ) تحدث(

عرفه أعمار المصابیح الكهربائیه التي تنتجها أحدي شركات محدده ، كما یمكن بقوانین التوزیع الأسي م
التصنیع ،أو طول مده الإنتظار للوصول للخدمه في محطه من محطات الخدمات ،أو غیر ذلك من 

  .المجالات التطبیقیه 
، )emitefil(كما تعتبر أختبارات الحیاه من أهم المجالات التطبیقیه للتوزیع الأسي ،والعمر بصفه عامه 

  .مكن تمثیله بمتغیر عشوائي له توزیع اسي وی
له نفس التوزیع بغض ) أي العمر المستقبل للمفرده (فإذا افترضنا مثلا أن الزمن المتبقي من عمر مفرده ما 

  - :النظر عن عمر هذه المفرده في اللحظه الحالیه ،فیمكن صیاغه ذلك كما یلي 
)لنرمز للعمر بالرمز )x:  

 /r x a a      
 , 0r x a x      

   /r rx a a x          
a o  
x o  

  -:تقدیر داله معدل الفشل للتوزیع الأسي 
)تعد داله معدل الفشل   )r t في حاله التوزیع الأسي ،ویمكن الحصول علیها كالأتي مقدار ثابت: -  
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)علیه فإن مقدر الإمكان الأعظم لداله معدل الفشل )r t  یمكن الحصول علیه بعد التعویض عن مقدر المعلمه

ˆ( ) في داله الفشل( )r t وكالأتي ) 3-16(الوارده بالعلاقه: -  
1ˆ( ) ˆr t



  

  

)ˆنقوم بالتعویض عن المقدر  ) اعلاه  فنحصل علي مقدر الإمكان الأعظم لداله معدل الوارده بالعلاقه
)الفشل  )r t وكالأتي: -  
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)إن مقدر داله الفشل  )r t متحیزایعد مقدرا (2)الوارده بالعلاقه اعلاه)Biased Esximator ( وبما أن ،

)المتغیر العشوائي  )iy t  هو مؤشر إحصائي كافي للمعلمه( )وبإعتماد نظریه لیمان وشفیه، 
)Lehman &Sheffe(حصل علي المقدر غیر المتحیز لداله معدل الفشل ن( )r t  كالأتي:-  
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)ˆإن مقدر داله معدل الفشل  )r t لها خاصیه المقدر غیر المتحیز بأقل تباین لداله ) 3- 18(الوارده بالعلاقه،

)ˆمعدل الفشل  )r t .  
  
  
  
  
  

ــــا 4-3   :توزیـــع جــام
الإحصاء إن داله قاما من الدوال الریاضیه التي تلعب دور هام في نظریه الإحتمالات ،وفي 

،یكون الجزء  Complex number)(الریاضي بصفه عامه وهذه الداله تعرف ریاضیا لكل عدد مركب 



وحیث أننا في دراستنا الحالیه نهتم فقط بالأعداد الحقیقیه فإننا نعرف داله قاما . الحقیقي فیه اكبر من الصفر
)لكل عدد حقیقي موجب  )t.  

 :اما داله ج

)الداله   )n  المعرفه لكل عدد حقیقيn o  بالعلاقه الأتیه:-  
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( ) (3 19)n xF n x e dx


   
  

  -:في العلاقه السابقه إذا اجرینا التكامل بالتجزئه نجد أن 
  

( ) ( 1) ( 1) (3 20)n n n        
  -:عدد صحیح موجب فإن nفإذا كان 

 

( ) ( 1)...( 1) ( 1) (3 21)n n n r n r           
  

(1)وبما أن  1F إذن لأي عدد صحیح موجب  (1)كما بتضح من العلاقه،n  نجد أن: -  
  

( ) ( 1)! (3 22)n n      
ذا كانت  ٕ nوا o  ولكنها لیست عدد صحیح فإن: -  
  

( ) ( 1)( 2)... ( )n n n s s     
  :حیث
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(تكون فیها   ) s(الإحصائیه سنجد أن معظم الصیغ التي من النوع   ونذكر أننا في مجال النظریه 
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  - :، ویمكن إثبات أن 
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  - :وذلك كما یلي 
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:الي xوبتحویل المتغیر 
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  -:نجد أن  )3- 24(و)3- 23(ومن 
  

1 (1)...(2 1)( ) (3 25)
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لداله قاما تعرف بصیغه استیرلنج ،سنقدم هذه االصیغه بدون إثبات حیث  الكبیره یوجد صیغه تقریبیة nولقیم 
  -:غه یمكن كتابتها في الصوره الأتیةأن إثباتها یتطلب طرق متقدمه من التحلیل وهذه الصی
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  - :حیث 
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، ولقیم  Wittaker& Watson)(1927- ) ویتكر و واتسون(ولإثبات هذه الصیغه السابقة یمكن الرجوع الي 
n  الكبیره یكون التقریب كافیا لمعظم الأغراض.  

  
1
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ذا كانت  ٕ   .الكبیره  nلقیم  ǃnعدد صحیح موجب یمكن إستخدام تقریب ستیرلنج لحساب  nوا
  

! 2 n hn hh e �  
  - :وذلك لأن 
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exp(-n) 

( كبیره تعتبر  nوعندما تكون 
1
21(1 ) 1
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  (يل ال،وبذلك نص)وكذلك یمكن إثبات )3-28
  -:العلاقه التقریبیه التالیه 

  
2( ) ( )( 1)1 ( ) (3 28)

( ) 2
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:    أي أن النسبه 
( )
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   للأعداد الحقیقیه, ,a b n تساوي تقریبا الجانب الأیمن في العلاقه السابقه حیث

2( )o n  2تمثل حدود تحتوي في مقامها عليn أو أكثر.  
بعد أن تعرفنا علي داله جاما ریاضیاً سنتعرف الأن علي داله كثافه إحتمال من أهم الدوال التي تواجهنا كثیرا 

الدرجه التانیه في متغیرات معتاده هذه الداله هي داله كثافه إحتمال جاما أو توزیع عند دراسه دوال معینه من 
  -:قاما والتي تعریفها كما یلي 

  :تعریف داله جـاما 
n,له داله كثافه الإحتمال التالیه ، فنقول أن له توزیع جاما ذو معلمتین    xإذا كان المتغیر العشوائي  

  -:كالأتي 
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 Scole(تسمي معلمه الإنتشار  α، و)Shope Parameter(تسمي معلمه الشكل  nحیث أن 

Parameter( حیث أن شكل التوزیع یعتمد علي ،n  نتشاره یعتمد علي ٕ ،ونرمز لتوزیع قاما بالرمز  α،وا
( , )G n وتعبر عن المتغیر،x  یتبع توزیع جاما ذو المعلمتین,n  بالرمز: -  

.( , )x G n  
  

1والصوره القیاسیه لتوزیع قاما نحصل علیها بوضع   وتكون: - 
 ج

11( , ) (3 30)
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  :حیث

0x   
)ونرمز لها بالرمز  )G w  والرمز هنا یشیر الي وجود معلمه واحده هيn  في حین أن الرمز،( , )G n یشیر

1،ومنحني داله كثافه الإحتمال لتوزیع قاما عندما n,الي وجود معلمتین هي    
  -:وداله التوزیع الإحتمالي هي 
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1،وهذه الداله عند ) In Complete Gamma Function(الناقصه وتسمي داله قاما    لها جداول

  . nو  xریاضیه یمكن استخدامها لإیجاد الإحتمال السابق لقیم مختاره لكل من 
 :وبإجراء التكامل بالتجزئه في العلاقه السابقه یمكن إثبات 

عدد صحیح موجب  nحیث أن ) 3-32(كما في n,تین متغیرعشوائي له توزیع جاما بالمعلم xإذا كان 
  :فإن
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  :الدوال المولده للعزوم لتوزیع قامــــا
)الداله الممیزه لتوزیع قاما  , )G n هي ) 3- 33(،المعطي بالعلاقه: -  
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  - :وذلك لأن 
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الي  xوبالتحویل في 
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yو x  والداله المولده للعزوم لتوزیع قاما ) 3- 34(نحصل علي( , )G n

  - :وهي 
  

( ) (1 ) (3 34)nM Q        
  

1   
  - :والداله المولده للتراكمات هي 
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  - :مباشره في الصوره ) 3- 35(من التوزیع Mrویمكن الحصول علي العزم الرائي حول الصفر 
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 - :وذلك لأن 
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( : , )rMr x G x n dx
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بدلاله العزوم ،ولكن في هذا شئ من الصعوبه ،لذلك لیكن  )3-36(ویمكن الحصول علي التراكمات من 

ومعامل  rkإذ نجد أن المتراكمه ) 3- 35(الحصول علي التراكمات ببساطه من العلاقه 
( )

!

rit
r هي:-  

0

( : , ) (3 37)rMr x G x n dx


    
)إذن بالنسبه لتوزیع  , )G a n أن ) 3- 34(و)3-33(نجد من ) 3- 32(كما في: -  

  :التوقع

( ) nE x



  

  :التباین
  

2( ) nv x



  

  
  -:العزم الثالث المركزي 

3

23 n



  

  - :العزم الرابع المركزي 
2

4

(3 6 )4 n n






  

  - :ومعاملي الإلتواء والتفرطح هما علي الترتیب 
  

3
2

2

31 1
2

42 3 6
2

y B

B n








 

  
  

1وبوضع  نحصل علي كل العلاقات السابقه بالنسبه للتوزیع القیاسي( )G n.  



1xله معدل وحید عند النقطه ) 15(وتوزیع قاما القیاسي  n   1،عندماn  وذلك لأن النقطه،

( 1)x n  هي حل المعادله
( : ) 0dG x n
dx

 
2

2
( : )( 0)d G x n

dx
،  

  :عند هذه النقطه كما یتضح كالأتي 
  

 
2( : )ˆ ( 1)
( )

n x xdG x n x eG n x
dx n

  

   
  

  

)عندما تكون 1)x n . 

  :كما أن
  

2 3
2

2 ( 1)( 2) 2( 1) (3 38)
( )

n xd G x eG n n n x x
dx n

 

             
)وعندما  1)x n 0تكونG  .  

)ومن صیغه الداله  : )G x n نجد أن  )3-34(المعطاه بالعلاقه:  
lim 0x G   

  :وذلك لأن  nبجمع قیم 
1lim 0n x

x x e 
   

  
0xولكن عندما   یكون أمامنا ثلاث حالات،:-  

  n (،limG>1(عندما /1
  n (،1limG=1(عندما /2
  n (،0limG<1(عندما /3

  

)ویجب أن ننوه هنا أن التوزیع الأسي ماهو إلا حاله خاصه من هذا التوزیع بالوسیطین  1, 0)   
  :،ومتوسط وتباین توزیع جاما لهما الصیغتین الآتیتین

2 2,      
  :تــوزیـــع ویبـــــل 4-3



الذي قدم هذا ) WaloddiWeibull(یستمد هذا التوزیع اسمه من عالم الطبیعه السویدي والودي ویبل 
  . 1939التوزیع عام 

  :تعریف 
)0له توزیع ویبل بالمعالم  xنقول أن المتغیر العشوائي  , 0, 0)x   إذا كان المتغیر العشوائي،: -  

0( )x xy 





  

  :لإحتماللله توزیع أسي قیاسي بداله كثافه 
( ) yg y e  

0y   
  :ذو التوزیع ویبل هي  xوفي هذه الحاله تكون داله كثافه احتمال  المتغیر العشوائي 

  10
0( ) ( ) exp ( ) (3 39)x xf x x x  

 


    
  

0x x  
  :هي  xوداله التوزیع الإحتمال للمتغیر 

  0 0( ) 1 exp ( ) ; (3 40)F x x x x x      
 

)یتضح من التعریف السابق أن الداله  )f x الإحتمالي ومنها تحقق خصائص داله التوزیع: 

0( ) 1; ( ) 0F F x    
)كما أن الداله  )f x تحقق شروط كثافه الإحتمال حیث:  

0( ) 0;f x x x   

0

( ) 1
x

f x dx



 

0الصیغه القیاسیه لتوزیع ویبل هي التي تكون فیها  0; 1x   وبالتالي نحصل علي داله كثافه احتمال،
0، بوضع)3-39(صورتها القیاسیه من ویبل في  0; 1x   في الصوره التالیه:  
  

1( ) ; 0, 0 (3 41)yf y y e y         
  

  :وداله التوزیع الإحتمالي القیاسیه هي 
  



( ) 1 ; 0, 0 (3 42)yF x e y        
  :العزوم 

،حیث نحصل علي العزم الرائي للمتغیر )3- 42(یمكن الحصول علي عزوم المتغیر ذو التوزیع القیاسي في 
  - :من العلاقه التالیه  yالقیاسي 

1

0

( )r r yr E y y e dy  


     
  

Zوبوضع y:  

0

r
zZ e dz


 

  

)وهو  )
r

E Z  للمتغیرz ذو التوزیع الأسي القیاسي ،إذن العزم الرائي لمتغیر ویبل القیاسي هو، :  

( 1) (3 43)rr


     
  

  :والتوقع والتباین لمتغیر ویبل القیاسي 
  

11 ( 1)


   
  

2
2 12 ( 1) ( 1) (3 44)
 

          
   

لحساب ) 3- 44(، أنظر علاقه )ستیرلنج (ویمكن إیجاد باقي العزوم كما یمكن إستخدام تقریب 
1( 1)


 
و

2( 1)


 
)، وباقي قیم )  المطلوبه.  

،فیمكن إیجادها من العزوم المقابله للمتغیر ثلاث معالم وداله كثافه الإحتمالذو التوزیع ال xأما عزوم المتغیر 
  :ذو داله كثافه الإحتمالبإستخدام العلاقه  yالقیاسي 

0
0;x xY x x Y


  

  
  

  :حیث 



0, xثوابت.  
  :ذو الثلاث معالم هما  xإذن التوقع والتباین للمتغیر 

0 0
1( ) ( ) ( 1) (3 45)E x x E Y x 


       
  

  

2 22 1( ) ( 1) ( 1) (3 46)v x 
 

 
        

   
  

) Complex and Complicated Systems(هذا التوزیع من التوزیعات الهامه للنظم المعقده والمركبه 
، سوف تفشل في العمل بعد وقت ما یقاس من بدایه محدوده ، )Components(،والتي تتكون من مكونات 

، فإذا رمزنا لهذا العمر ب )life time(أو عمر هذا المكون (Failure time)المنتظم للفشل ویسمي بالوقت 
)T( فإن ،T  كمتغیر عشوائي له توزیع إحتمالي متصل( )f t ویسمي بتوزیع ویبل ببارا مترین اي وسیطین ،

,  إذا كان،:  
  

، 1( ) (3 47)tf t t e        
  :حیث 

0t  
, 0   

  :ویمكن إثبات أن هذا یصلح كتوزیع إحتمالي لأن 
  

1 0
0

0 0

( ) 1t t tt e dt d e e e e       
 

                  
  

  
  
  
  

  
1لاحظ أنه یؤول الي التوزیع الأسي عند   ببارمترا ومتوسط هذا التوزیع وتباینه یعطیان بالصیغتین

  :الآتیتین
  

، ومتوسط هذا التوزیع وتباینه یعطیان بالصیغیتین αببارا مترا ) β=1(یؤؤل الي التوزیع الأسي عند  لاحظ أنه
  :الأتیتین 



1 1(1 ); 



  

2
2 22 1(1 ) (1 ) 

 

  
      

   
  :ولإثبات ذلك 

1

0 0

tt t e dt t e dt      
 

      
  

yوبوضع  t 1ومنهاdy t dt فإن:  
1

0

( ) yy e dy



 

  
1 1

0

yy e dy 


 
  

1 1( 1)




  
  

  :وكذلك 
2 2 1

0

( ) tE T t t e dt
 


  

  
2

0

( ) yy e dy




 

  
2 2

0

yy e dy 
 

 
  

2 2( 1)




 
  

2 2
2 22 1( 1) (1 )   

 

 
      

    
  

2
22 1( 1) (1 )

 

  
      

   
  :ویمكن للقارئ محاوله إثبات أن



( ) 1
n

n nE T 


  
   

   
  -:ملحوظه *

  ) .β=1(الأسي هو حاله خاصه من هذا التوزیع ونود أن ننوه أن التوزیع 
  

 


